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4. CLASSES DE CHERN D’UN FIBRE VECTORIEL COMPLEXE
ASSOCIE A UN G-FIBRE PRINCIPAL

(G groupe de Lie réel compact)

Considérons un fibré vectoriel sur X de la forme & = P [C"], ou P est
un G-fibré principal et C" le G-espace d’une représentation ¢ : G — U,.
Soit T un tore contenu dans G. On peut supposer a une conjuguaison pres,

U, O\
que ¢ (T) = T' ou T’ est le tore maximal de U,.
o ‘v,

Si g : E(P)/T - X est ’application canonique x7' |— 7 (x), on sait que
g*¢ est associé au T-fibré principal Py, C" étant cette fois le T-espace déter-
miné par ¢ | T. Le j**™ facteur C; de C" estle T-espace de la représentation
¢ =p;0¢|TeHom(T, U,), p; étant la projection de 7" sur le i fac-
teur. Le T-espace C” étant somme directe des 7-espaces C;, on a ¢*¢ =
= @ Pr[C]. En posant §; = P; [Clonac({) =1+ x (&) et () =

— lipp (69 = Ty (@3 avecw; = v (#) € H' (T; 2). Done ¢ (¢%8) —
[Te @)=110+1p, (@) cest-a-dire:

a*(c(9) = 110+ w) e H* (E(P) T3 Z)

Remarques :

u, O
HSiG=U,,T= " , (U, ... Uy), alors g* est injectif en ver-

o U,
tu du principe de clivage (cf. appendice) appliqué au fibré vectoriel { =
P[C™], ou C™ est le U,-espace canonique. En effet, £ (P)/T n’est autre que

I’espace DU ({)(cf. appendice, remarque 1), homotopiquement équivalent a
Tespace D ({) des drapeaux de (.

2) Si G = U,, ¢ = identité,

T =
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alors ¢; n’est autre qu'un des fibrés vectoriels obtenus par le principe de
clivage appliqué a ¢ Dans cecas ¢; = p;et a(p;) est la fonction coordon-
née x; sur I’algébre de Lie R" de T.

3) On peut obtenir la formule ci-dessus sans utiliser la factorisation
g*¢é = @ &, mais seulement en utilisant 2) et la naturalité dela transgression.
En effet, factorisons g en

E®)TSEQP)T > X

ot r(xT)= (xx1)T" pour xeE(P) et s(yT") = yU, pour ye€E(,P).
Comme E (,P/T’) est homotopiquement équivalent a 1’espace des drapeaux
D (&), on a

s*(c(®) =111 +¢r,;/ v (py)

d’aprés 2). Par naturalité de la transgression,

ost(0(9) = T+ 0% ov ().

donc

q*(c(é)) = H(1+T1)T°V(¢i)) == H(l‘l"pr(wi))

en posant ¢, == p; 0 ¢ et w; = v (¢).

5. CLASSE DE CHERN D’UN ESPACE HOMOGENE PRESQUE COMPLEXE

En utilisant les notations du §1, soit G/U un espace homogene, dont le
fibré tangent £ est muni d’une structure complexe J invariante par G. On
va chercher les composantes irréductibles de la représentation isotrope
complexe 1’ restreinte & un tore 7 contenu dans U. On désignera par g et u
les algébres de Lie de G et U.

On va d’abord voir que 1’ est induite par Ad : G — Auty g, cette der-
niére étant définie par g |- do, (1), ou o, est Pautomorphisme intérieur de
G déterminé par g € G. En effet, sinm : G — G/U est 'application canonique,
on a dn(l)o Adu = d(noo,) (1) = 1 (u) o dn (1) pour ue U, puisque
noo,(g) =ugU =uonrn (g), en interprétant u comme translation 2
gauche de G/U. Donc Ad u, u € U, est un automorphisme de la suite exacte
0 —u—g_, (G/U), — 0, induisant "automorphisme 1 (x) de (G/U),.
Complexifions cette suite exacte. Alors:

1) La représentation i/ ® 1 de U dans (G/U), ® C est équivalente 2
177 @ 177, ot est la représentation conjuguée de 1’. Cela résulte du fait que
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