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Comment la classe d’Euler y (&) est-elle déterminée par ¢, ? Si T'est un tore
maximal dans G, on pourra donner une réponse compléte.

En ce qui concerne les classes caractéristiques, on suppose seulement
que ’on connait, pour tout fibré vectoriel réel orienté, sa classe d’Euler,
sa suite exacte de Gysin et 'existence d’une application classifiante.

Exemple :

Si G = U,,; (groupe unitaire a n+41 variables), et

(51
U =(—-—)
01U,

I’application G/U — PC" induite par g |- g (1, 0, ..., 0), g € G, est un difféo-
morphisme. Mais la variété PC" admet une structure complexe invariante

par G, donnée au voisinagede (1:0: ... :0)parlacarte (1:z,:... : z,4¢) | ‘
- (243, ..., Z,4 1) Soit J la structure complexe invariante induite sur le fibré
tangent réel & 4 PC". Alors &’ est le fibré tangent complexe.

Soit

le tore dans U, qui est d’ailleurs maximal dans G. Par définition, i/ (exp ix;,
s EXP X, 4 1), X, €R, est la différentielle complexe de la translation

(1:zy:..:z,0¢) > (exp ix; 12z, exp iXy:..Zypq XD iX,0q) =
(1:zy exp i(Xg—X1)t oot Zppq €XP i (Xy4q —X1))
au point (1:0:...: 0). Dans la carte ci-dessus, on a donc
J(exp ixy, ..., exp ix,.1)(z,) = z, exp i(x,—x1), a1,

Donc
qsi (ex.p ix19 -eey €XD ixn+1)(za) = Zy €Xp i(xa_xl)‘

2. EXTENSION DES FIBRES PRINCIPAUX

Etant donné un groupe de Lie compact réel G, un G-fibré principal P
est défini par un espace £ (P) muni d’une action libre et continue de G, a
droite, et par une projection z : E (P) — B (P)sur un espace de base compact
B (P), telle que 7 (x) = n (y) < x €y G. Un morphisme de G-fibrés prin-
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cipaux P’ — P est une application f: E(P') — E (P) équivariante par G;
elle induit une application B(P’) — B (P). Pour toute application g : B" —
— B(P), on appelle image réciproque ¢*P de P le G-fibré principal d’es-
pace E(q*P) = {(x,y)e B X E(P)|q¢(x) =n(y)} muni de Taction
(x,y) g = (x, yg) de g € G, et de la projection (x, y) = x sur B (¢*P) = B'.
Lorsque ¢ est induit par un morphisme de G-fibrés principaux P’ — P,
alors g*P ~ P'.

Exemples :

1) Soit U un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact G. En
posant £ = G muni des translations & droite par U, B = G/U, et n (g) =
— gU, g€ G, on obtient un U-fibré principal que I'on notera Gy. Plus
généralement, si P est un G-fibré principal, on obtient un U-fibré principal Py
en posant E (Py) = E(P), B(Py) = E(P)/U, et n (x) = xU, y e E(P).

2) Soit E = S§?"*1 <= C"*!, muni de laction (zy, ..., Z,+1) 4 =
= (z,A, ..., z,41A) du groupe unitaire Uy, = PC", et & :
— PC" I’application canonique. On obtient ainsi un U,-fibré principal y,
appelé fibré de Hopf.

Etant donné un G-fibré principal P et un G-espace F, c’est-a-dire un
espace muni d’une action continue & gauche de G, on appelle fibré de fibre F
associé a P ’espace E (P) X F quotient de £ (P) X F par la relation (x, y) =

G

= (xg, gy), g € G, muni de la projection E (P) X F — B (P) induite par
G
(x, ) |- 7 (x). On notera P [F] ce fibré et x x y la classe de (x, y) dans
G
E(P) x F.
G

Exemple :

Soit ¢ un fibré vectoriel complexe de rang n sur un espace compact B.
Introduisons sur ¢ un produit scalaire paramétré continliment par les fibres,
et soit £ I’ensemble des bases orthonormées (ei (b)) des fibres de &, muni
de T'action du groupe unitaire U, donnée par (e; (b)) 4 = ) aje; (b),

A = (a;;) € U, (4 devient ainsi la matrice de passage d’une base & autre).

Soit © : E — B la projection (e; (b)) = b. Afin d’obtenir une topologie
convenable sur E, considérons un ouvert trivialisant U = B, c’est-a-dire
que ¢{| U= Ux C" Pour beU, lapplication (e; (b)) |- (b, ), 4 =
= matrice de passage de la base canonique de C" & (ei (b)), est une bijection
¢y :n~ ' (U)~ U x U, équivariante par U,, ce dernier agissant par
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translations a droite sur U X U,. Dongc, si V est un autre ouvert trivialisant
pour &, alors ¢ydy' (b, 4) = (b, A (b) A) ou A (b) e U, dépend contini-
ment de be U n V. Il en résulte une topologie sur £ pour laquelle les ¢
sont des homéomorphismes, et I’action de G est continue. Cet espace muni
de n détermine donc un U,-fibré principal P. Pour le U,-espace canonique
C", E X C" est homéomorphe & E (&) par (e; (b)) X (3,) |- Y. yie; (b), d’ou
U, Un i
un isomorphisme & ~ P [C"].

En particulier, le fibré vectoriel canonique # sur PC”, dont ’espace est
par définition { (x, y) e PC" x C"*! [ yex}, est associé de la maniére
précédente au fibré de Hopf y.

Considérons maintenant un G-fibré principal P et un homomorphisme
¢ : G —» G'. Ce dernier détermine canoniquement une action a gauche de G

sur G', d’ott le fibré associé P [G']. Mais on peut munir E (P) X G’ des trans-
G

lations a droite par G'. Alors P [G'] devient un G'-fibré principal 4P, appelé
¢-extension de P. Un G'-espace F devient par ¢ un G-espace et alors ,P [F]
est canoniquement isomorphe a P [F].

Un isomorphisme de G’-fibrés principaux 4 : 4 P = P’ correspond
biunivoquement a une application f: E(P)— E(P’), telle que f(xg) =
= f(x) ¢ (g), la correspondance étant donnée par f(x) = A (xx 1).

G

Exemple :

Soit P un G-fibré principal, U un sous-groupe fermé, et i I'inclusion de
U dans G. Si q : E(P)/U — B(P) est I'application xU |- = (x), alors g*P
est canoniquement isomorphe a la i-extension du U-fibré principal Py. En
effet, cet isomorphisme correspond a I’application E (Py) — E (¢*P) donnée
par x — (xU, x).

Lemme : Soit G un groupe de Lie réel compact, U un sous-groupe fermé
de G, et 1 la représentation isotrope de U dans R" = (G/U),. Alors le
fibré tangent ¢ a G/U est G, [R"], R" étant le U-espace déterminé par 1.

Preuve : Choisissons dans ¢ un produit scalaire invariant par les trans-
lations a gauche de G/U par G. Cela revient a choisir un produit scalaire
dans R" = (G/U), invariant par 1. On a vu que & est associé au 0,-fibré
principal P’, (0, = groupe orthogonal a n variables), dont ’espace E (P’)
est celui des bases orthonormées des fibres de £. Choisissons une base ortho-
normée fixée (e;) dans R” = (G/U),, et considérons I’application f : E (Gy) —
— E(P’) donnée par g |- dg (e;), en interprétant g comme translation a

|
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gauche de G/U. On a évidemment f(gu) = f(g) 1 (u) pour ue U, donc
£ détermine un isomorphisme «(Gy) &~ P’. Il en résulte I’isomorphisme an-
noncé G, [R"] = .

Corollaire : Dans les conditions du lemme, soient 7" un sous-groupe de U,
et g : G/T — G/U lapplication canonique g7 |- gU. Alors g*E est le
fibré G [R"], R étant le T-espace déterminé par 1 | 7.

Prevve : On a déja vu que ¢*Gy est la i-extension de Gy. Or g*¢ est
associé au 0,-fibré principal ¢*P’, doncg* P’ = g* (Gy) = u(q*Gy) = (G 1)
Il en résulte que ¢*¢ ~ G [R"], pour I'action 1 | T"de T sur R".

3. INTERPRETATIONS DES REPRESENTATIONS COMPLEXES IRREDUCTIBLES
D’UN TORE T

Tout homomorphisme différentiable 4 : U; — U,; est de la forme
I (exp ix) = exp iax, a € Z. Cela résulte du fait que la différentielle d’une
translation a gauche 7, de U, est en tout point I'identité R — R, ce qui
implique dh (g) = dh (1),g € Uy, en vertu de dh (g) od 7, (1) = d(hot,) (1)
= d(t(,4 ©h) (1). Alors 4 est nécessairement de la forme ci-dessus, avec a € R.
Mais si x € Z, on doit avoir ax € Z, c’est-a-dire a € Z. Plus généralement, si
T=U; X..xU;etsik;:U,; - T applique exp ix sur (I, ... I, exp ix,
I,...1), tout homomorphisme /4 :7 — U; est de la forme A (exp ixy, ...

exp ix,) = Hh O k;(expix;) = H exp i a;x; = expi(a;x,+...+a,x,),
J J

a; € Z. D’ou une bijection canonique « : Hom (7, U,) = Z", « (h) = (a;).
Par ailleurs, Hom (7, U,) est un groupe abélien pour la multiplication des
homomorphismes, et 'on voit aussitdt que o est un isomorphisme de
groupes. En composant o avec I'inclusion Z" - Hom (R", R) donnée par
(a;) » a;x; + ... +a,x,, on obtient I'homomorphisme injectif & |-
— dh (1, ..., 1) de Hom (7, U,) dans le dual de ’algébre de Liet = R" de 7.
En particulier, si p; est la projection de 7" sur son j*° facteur, o (P;) est Ia
fonction coordonnée x; sur R".

Considérons maintenant les groupes de cohomologie H' (T;Z) et
H*(U,; Z), ou I'on suppose U, orienté de la maniére habituelle. Alors
H' (Uy;Z) = Z, donc tout 1 € Hom (T, U,) détermine un élément h*(1) e
e H' (T; Z), h* étant 'homomorphisme H' (U;;Z) - H' (T; Z) induit
par . On obtient ainsi un homomorphisme naturel v, : Hom (7, U,) —
— H! (T; Z).
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