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CLASSES DE CHERN D'UN ESPACE HOMOGÈNE

PRESQUE COMPLEXE

par S. Maumary *

1. Donnée du problème

Soit G un groupe de Lie compact réel, U un sous-groupe fermé, et

G/U l'espace des classes à droite gU, g eG. Ce dernier est une variété
differentiate réelle compacte, dont on désignera l'espace tangent au point
0 UeG/U par (G/U)0. Considérons la représentation isotrope i(u)

du (0) e AutR (G/U)0, ueU étant interprété comme translation à gauche
de G/U. Cette représentation détermine le fibré tangent £ à G/U: l'application

G X (G/U)o -, E (£), donnée par (g, v) |-> dg (v), en interprétant g e G

comme translation à gauche de G/U, devient un homéomorphisme si l'on
identifie (gu, v) avec (g, i (u) v).

Supposons que £ soit muni d'une structure complexe /, invariante par
G. Autrement dit, J est un R-automorphisme de £, tel que J2 —identité
et J o dg dg o J, en interprétant g e G comme translation à gauche de

G/U. Cette dernière égalité montre que J est déterminée par sa restriction
à la fibre (G/U)0 et que celle-ci est invariante par i (u), u e U. On écrira

J le fibré £ muni de la structure complexe J. La représentation réelle i se

factorise alors canoniquement par une représentation complexe iJ : U ->

-, AutC(G/U)J0, qui détermine comme précédemment.
Prenons un tore Ta U, et soit q : G/T G/U l'application canonique

gT j-, gU. La restriction i | T détermine q*£: l'application G X (G/U)o -,
-> E (#*£), donnée par (g, v) |-> (gT, dg (v)), devient un homéomorphisme
si l'on identifie (gt, v) avec (g, i (t) v), V t e T. Maintenant, iJ | T est somme
directe de représentations complexes 4>Ja de rang 1, donc q*^J est somme
directe de fibrés vectoriels complexes & de rang 1, déterminé par (/)«. La
classe totale de Chern c (£J) e H* (G/U; Z) vérifie donc

q*(c(X>) c(q*ZJ) -- Y\c{C)
oc a

*) Conférence donnée à la réunion des mathématiciens suisses aux Plans-sur-Bex
mars 1968.
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Comment la classe d'Euler x (£a) est-elle déterminée par Si Test un tore
maximal dans G, on pourra donner une réponse complète.

En ce qui concerne les classes caractéristiques, on suppose seulement

que l'on connaît, pour tout fibré vectoriel réel orienté, sa classe d'Euler,
sa suite exacte de Gysin et l'existence d'une application classifiante.

Exemple :

Si G Un+1 (groupe unitaire à w+1 variables), et

°

_
0 Un,

l'application G/U -> PCn induite par g |-> g (1, 0, 0), g e G, est un difféo-

morphisme. Mais la variété PCn admet une structure complexe invariante

par G, donnée au voisinage de (1: 0: :0) par la carte (1 : z2:... : zn + l) |-»

(z2, zn+1). Soit / la structure complexe invariante induite sur le fibré

tangent réel £ à PCn. Alors est le fibré tangent complexe.

Soit

lux 0\
TI Ut x x Ut

\o ••• uj
le tore dans G, qui est d'ailleurs maximal dans G. Par définition, iJ (exp ixu

exp ixn+1), xa e R, est la différentielle complexe de la translation

(1 : z2 : : zn+1) H (exp ix1 : z2 exp ix2 : : zn+1 exp ixn+1)

(1 :z2 exp i(x2-x1): ...:zn+1 exp i(xn+1-xx))

au point (1: 0: ...: 0). Dans la carte ci-dessus, on a donc

iJ (exp ixl9 exp ixn+1)(za) za exp i(xa — xJ a > 1.

Donc
4>i(exp exp ixn+1)(za) za exp i(xa-xt).

2. Extension des fibres principaux

Etant donné un groupe de Lie compact réel G, un G-fibré principal P

est défini par un espace E(P) muni d'une action libre et continue de G, à

droite, et par une projection n : E (P) B (P) sur un espace de base compact
B (P), telle que n (x) % (y) o x e y G. Un morphisme de G-fibrés prin-
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cipaux P' -> P est une application / : E{P') -> E(P) équivariante par G;

elle induit une application B (P') -> B (P). Pour toute application q : B' ->

->• B(P), on appelle image réciproque q*P de P le G-fibré principal d'espace

E (q*P) { (x, y) e B' X E (P) | q (x) tt 0) } muni de l'action

(x, 7) g (x, yg) de g e G, et de la projection (x, y) -> x sur P (£*P) P'.

Lorsque q est induit par un morphisme de G-fibrés principaux P' ->P,
alors q*P & P'.

Exemples :

1) Soit U un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie compact G. En

posant E G muni des translations à droite par G, B G/G, et 7c (g)

gG, g g G, on obtient un G-fibré principal que l'on notera Gv. Plus

généralement, si P est un G-fibré principal, on obtient un G-fibré principal Pv
en posant E (Pv) E(P),B(P0) «= E(P)/U, et 71 (x) - xG, x eE(P).

2) Soit E P2"+1 c C"+1, muni de l'action (z1? zn+1) X

(z1Â, zm+1A) du groupe unitaire U1, B PC", et n : P2m+1 ->

-PC" l'application canonique. On obtient ainsi un G-fibré principal y,

appelé fibré de Hopf.

Etant donné un G-fibré principal P et un G-espace P, c'est-à-dire un

espace muni d'une action continue à gauche de G, on appelle fibré de fibre P
associé à P l'espace P (P) X P quotient de P (P) X P par la relation (x, g) —

G

(xg, gy), g e G, muni de la projection P (P) x P -> B (P) induite par'
G

(x, y) |-> 71 (x). On notera P [P] ce fibré et x x g la classe de (x, y) dans
G

P(P) x P.
G

Exemple :

Soit £ un fibré vectoriel complexe de rang n sur un espace compact B.
Introduisons sur £ un produit scalaire paramétré continûment par les fibres,
et soit P l'ensemble des bases orthonormées (et (b)) des fibres de £, muni
de l'action du groupe unitaire Gn donnée par (et (b)) A ]T (ô),

i
A (au) g G„, (xl devient ainsi la matrice de passage d'une base à l'autre).

Soit 7ï : P -> B la projection (e£ (è)) -> è. Afin d'obtenir une topologie
convenable sur P, considérons un ouvert trivialisant G c P, c'est-à-dire
que £ I G « G x C". Pour è g G, l'application (et (b)) |-> (6, ^), xl

matrice de passage de la base canonique de C" à (et Çb)), est une bijection
</>£,: 7i~1 (G) ^ G x G„ équivariante par G„, ce dernier agissant par
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translations à droite sur G X Un. Donc, si V est un autre ouvert trivialisant
pour f;, alors J1 (ù, A) (b, A (b) A) où A (b) e Un dépend continûment

de b e G n V. Il en résulte une topologie sur E pour laquelle les 4>u

sont des homéomorphismes, et l'action de G est continue. Cet espace muni
de n détermine donc un G,rfibré principal P. Pour le G^-espace canonique
C", Ex Cn est homéomorphe à E (£) par (ei (b)) X (>/) |-> (b), d'où

Un Un

un isomorphisme £ « P [C].
En particulier, le fibré vectoriel canonique rj sur FCrt, dont l'espace est

par définition { (x, y) e PCn X Cn+ 1
| y e x }, est associé de la manière

précédente au fibré de Hopf y.
Considérons maintenant un G-fibré principal P et un homomorphisme

4> : G - G'. Ce dernier détermine canoniquement une action à gauche de G

sur G', d'où le fibré associé P [G']. Mais on peut munir E (P) x G' des trans-
G

lations à droite par G'. Alors P [G7] devient un G'-fibré principal ^F, appelé
0-extension de P. Un G'-espace F devient par 4> un G-espace et alors ^F [F]
est canoniquement isomorphe à P [F].

Un isomorphisme de G'-fibrés principaux h : $ P « P' correspond
biunivoquement à une application / : E (P) F (F'), telle que /(xg)

f(x) cj) (g), la correspondance étant donnée par f(x) h(xx 1).
G

Exemple :

Soit F un G-fibré principal, U un sous-groupe fermé, et i l'inclusion de

U dans G. Si q : E(P)[U -> F (F) est l'application xG |-> 7r (x), alors g*P
est canoniquement isomorphe à la z-extension du G-fibré principal Pv. En
effet, cet isomorphisme correspond à l'application E {Pv) -> E (q*P) donnée

par x (xG, x).

Lemme : Soit G un groupe de Lie réel compact, G un sous-groupe fermé
de G, et z la représentation isotrope de G dans Rn (G/G)0. Alors le

fibré tangent £ à G/G est G^ [Rw], R" étant le G-espace déterminé par z.

Preuve : Choisissons dans £ un produit scalaire invariant par les

translations à gauche de G/G par G. Cela revient à choisir un produit scalaire

dans Rn (G/G)0 invariant par z. On a vu que £ est associé au 0„-fibré
principal F', (0n groupe orthogonal à n variables), dont l'espace E (P')
est celui des bases orthonormées des fibres de Choisissons une base ortho-
normée fixée (ej dans R77 (G/G)0, et considérons l'application/ : F (G^) ->

E (F') donnée par g |-> dg (g/), en interprétant g comme translation à
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gauche de G/U. On a évidemment f(gu) f(g)i(u) pour ueU, donc

f détermine un isomorphisme (.(GA) ~ P'. Il on résulte l'isomorphisme
annoncé G{j [Rn] « A

Corollaire : Dans les conditions du lemme, soient T un sous-groupe de G,

et q : G/T -» GjU l'application canonique gT |-> gU. Alors q*Ç est le

fibré Gt [Rn], R" étant le E-espace déterminé par z | T.

Preuve : On a déjà vu que q*Gv est la z-extension de Gt. Or <7A est

associé au 0,rfibré principal q*P\ àoncq* P' « q*(fiu) t(GT).

Il en résulte que q*Ç « Gr [R"], pour l'action i \ T de T sur R".

3. Interprétations des représentations complexes irréductibles
d'un tore T

Tout homomorphisme differentiate h : Ut~+ U1 est de la forme
h (exp ix) ös= exp zax, a g Z. Cela résulte du fait que la différentielle d'une

translation à gauche de U1 est en tout point l'identité R -> R, ce qui

implique dh (g) — <Ez (1), g e t/l5 en vertu de dh (g) od xg (1) d(hoxg) (1)

d(r(hg) oh) (1). Alors h est nécessairement de la forme ci-dessus, avec ae R.

Mais si x g Z, on doit avoir ax g Z, c'est-à-dire a g Z. Plus généralement, si

T U1 X X Ci et si kj : U1 T applique exp ix sur (1, 1, exp z'x,

1, 1), tout homomorphisme h :T -> U1 est de la forme h (exp ixu
exp ixn) II h o kj (exp ixj) — Il exp z a^-Xy — exp z (a ^-f^A^x,,),

y j
a j e Z. D'où une bijection canonique a : Horn (Z, GJ » Z", a (h) (aß.
Par ailleurs, Horn (T, Uß est un groupe abélien pour la multiplication des

homomorphismes, et l'on voit aussitôt que a est un isomorphisme de

groupes. En composant a avec l'inclusion Z'1 Hom^ (R", R) donnée par
(aß -> a1x1 + + anxn, on obtient l'homomorphisme injectif h |->

-> dh (1, 1) de Horn (T, Uß dans le dual de l'algèbre de Lie t R" de T.

En particulier, si pg est la projection de T sur son jieme facteur, a (Pj) est la
fonction coordonnée Xj sur R".

Considérons maintenant les groupes de cohomologie H1 (T; Z) et
H1 (Ux ; Z), où l'on suppose C/x orienté de la manière habituelle. Alors
H1 (U1 ; Z) Z, donc tout h g Horn (E, GJ détermine un élément A*(l) g
g JE1 (E; Z), Â* étant l'homomorphisme ET1 (C/± ; Z) E/1 (E; Z) induit
par h. On obtient ainsi un homomorphisme naturel vT : Horn (E, Uß -

E71 (E; Z).
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En effet, si A et A7 sont deux homomorphismes de T dans Uu considérons
ie diagramme

p 1^

Ui x ^1 Pi= leme composante

k2

où k1 (<eie) (ew, 1), k2 (ew) (1, eiQ\ et m (ew, eie') ei9 ei6'

el(6+e,). Comme mk1 mk2 identité, on a k\m* (1) k*2m* (1) 1

dans H1 Z) Z. Donc (/c^)* m* (1) p\ (1), (k2p2)* m* (1)

— P2 0) dans H1 {U1xU Mais la formule de Künneth H1 (U1x
X U1; Z) « H1 (Ux; Z) © H1 (UZ) dit précisément que tout élément
a e H1 (£/x X U1; Z) s'écrit de manière unique a (k1p])* a + (k2p2)*a.
En particulier m* (1) ^ (1) + p\ (1), donc si hh' est l'homomorphisme
produit m o (h X A7), on a {hh') * (1) /z* (1) + /z'* (1), c'est-à-dire vr(AA7)

vT(A) + vT(hï). La naturalité de vT s'exprime ainsi: pour tout homo-
morphisme de tores <j) : T' T, on a <fi* o v — v o </>*, où le premier 0*
est l'homomorphisme induit H1 (Z; Z) -» 771 (Z7 ; Z), tandis que le second

est l'homomorphisme induit Hom(r; Ux) Hom(r7; LJ. Cela résulte
aussitôt de l'égalité (Ao<£) * (1) 0* (/z* (1)).

Lemme : vT est un isomorphisme.

Preuve : Dans le cas T Uu v est un homomorphisme Z -» Z
tel que v (1) 1 En général, on a des isomorphismes canoniques
Horn (T, Ux) « © Horn (Uu U,) et H1 (T; Z) « © H1 (Ux \ Z)
(formule de Künneth). Avec ces décompositions, la jleme composante de

h e Horn (T, Ui) est h o kj et celle de A* (1) est A* o A* (1) (AoAy)*(l).
Donc v se décompose en somme directe d'isomorphismes.

Considérons maintenant un E-fibré principal P de base B (.P) X.
Pour tout A e Horn (T, Ux)? on peut construire le fibré vectoriel de rang 1

P [C], où C est le T-espace déterminé par A. Sa classe d'Euler x (£/,)

est un élément de H2 (Z; Z). De cette manière, on obtient un homomorphisme

naturel pP : Horn (T, U±) H2 (X; Z). En effet, si A et h' sont deux

homomorphismes de T dans U1, et AA7 l'homomorphisme produit, on a un
isomorphisme canonique de fibrés vectoriels Çh ® Çh9 « Çhh', qui associe

à tout vecteur (x X z) ® (x X z') de ® le vecteur x x zz7 de Mais
Ui Ui u1

d'une manière générale pour deux fibrés vectoriels complexes £ et de

rang 1 sur Z, on a % Z (O + Z (£')• On le voit en utilisant des
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applications classifiantes pour % et x> en vérifiant que % (rj g) rj) —

xiv) © xOîX ® désigne le produit tensoriel externe sur PC1 X

X PC1 : si x est un point fixé de PC1, on a tj@ rj | x X PC1 rf et de même

rj 0 rj\ PC1 X y tj. Donc, si et désignent les inclusions
PC1 -> PC1 X PC1, k1 (y) *=* Cy, *)* ^2 O) ~ (*, Z», on a x 07® n) —

^2 X i1! ®*7) X (*7)- Mais on a l'isomorphisme de Künneth H2 (PC1 X

xPC1 ; Z) S H2 (PC1 ; Z) © H2 (PC1 ; Z) donné par a -> Tel (a) © k*2 (a),

puisque H1 (PC1; Z) 0 en vertu de la suite exacte de Gysin de rj. La
naturalité de jxP s'exprime comme suit: soient cj) : T' -> P un homomor-
phisme de tores, P' un P'-fibré principal, P un P-fibré principal et ^P' -> P

un morphisme de P-fibrés principaux. Si/ : X' -» Zest l'application induite
entre les bases, alors /* o fiP — Hr ° $*• En effet: /* (^) /*P [C] et

/* P « 4>P', donc /* (f ft) qP' [C], où C est le P-espace déterminé par /z

Mais qP' [C] P' [C], où C au second membre est leP'-espace dé terminé,

par ho Donc x (f*£h) X et ü suffit de rappeler que x (f*£h)

Lemme : Pour le P-fibré principal y X y X X y sur BT — PC" X

X X PC", iiyX...xy est un isomorphisme.

Preuve: Envisageons d'abord le cas T U1. Pour h identité:
Ui Uu Çh est Ie fibré canonique rç et xi1!) engendre H2 (PC"; Z) en
vertu de la suite de Gysin de rj. Donc fiy est surjectif. Comme H2 (PC" ; Z) ^
Z en vertu de la même suite exacte, jny est nécessairement injectif.

En général, on a des isomorphismes canoniques Horn (P, Ux) œ

« © Horn (Ll5 £/,) et H2 (BT; Z) « © H2 (PC"; Z) (formule de

Künneth). Avec ces décompositions, la jieme composante de h e Horn (P, E/)
est h o kj, et celle de x (£/,) est Te*- x 0/), où kj désigne cette fois l'application

identité de PC" sur x X x x PC" x x x x c Pr, qui est d'ailleurs
telle que k) (yx ...xy)kjy.Comme(£„) z (*#*) y (Mj.y[C]),
on a décomposé iiyX...xy en somme directe d'isomorphismes.

Définition : On appelle transgression dans un P-fibré principal P de base Z
l'homomorphisme composé tp iiPvPl : H1 (P; Z) -> H2 (Z; Z). Elle
est naturelle et c'est un isomorphisme lorsque P est universel, c'est-à-dire
lorsque P y x X y. La naturalité s'exprime ainsi: soit </> : T' -» P
un homomorphisme de tores, P' un P'-fibré principal de base Z', et
^P' -» P un morphisme de P-fibrés principaux induisant une application

/ : X' Z des bases. Alors/* o tp tp, o 0*, ce qui résulte de la naturalité

de fiP et vT.
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4. Classes de Chern d'un fibre vectoriel complexe
ASSOCIÉ A UN G-FIBRÉ PRINCIPAL

(G groupe de Lie réel compact)

Considérons un fibré vectoriel sur X de la forme £ P [Cn], où P est

un G-fibré principal et Cn le G-espace d'une représentation <fi : G - Un.

Soit T un tore contenu dans G. On peut supposer à une conjuguaison près,

M o\
que (j) (T) c T' où T' est le tore maximal I \ } de Un.

\o 'uj
Si q : E (P)/P X est l'application canonique xT (-* n (x), on sait que

q*Ç est associé au P-fibré principal PT, Cn étant cette fois le P-espace déterminé

par <p | T. Le feme facteur Ct de Cn est le P-espace de la représentation
4>t Pi ° 0 | ^e Horn (P, C/J, pi étant la projection de T' sur le ieme

facteur. Le P-espace Cn étant somme directe des P-espaces Ch on a q*£,

®PT [CJ. En posant £, P, [CJ on a c (Q - 1 + / fe) et x itd
i

PpT(<£;) Trr (®i); avec ù)iv ((/>;) e H1 (T; Z). Donc c (q*Ç)

FIc (U=n 0+TPr O»«)) c'est-à-dire:

Q*(c(Q) Y[{l+xPœùeH
i T

Remarques :

tu,o\1) Si G Um, T I '. J {U1 GJ, alors q* est injectif en ver-
\o 'uj

tu du principe de clivage (cf. appendice) appliqué au fibré vectoriel Ç

P[Cm], où Cw est le Gm-espace canonique. En effet, E (P)[T n'est autre que
l'espace P>G(£)(cf. appendice, remarque 1), homotopiquement équivalent à

l'espace D (£) des drapeaux de Ç.

2) Si G Un, <t> — identité,



— 311 —

alors n'est autre qu'un des fibrés vectoriels obtenus par le principe de

clivage appliqué à Dans ce cas <fii ptet cc(Pi) est la fonction coordonnée

Xi sur l'algèbre de Lie R" de T.

3) On peut obtenir la formule ci-dessus sans utiliser la factorisation

q*£> © £i, mais seulement en utilisant 2) et la naturalité de la transgression.

En effet, factorisons q en

E(P)IT^E(t>P)IT'

où r(xT) (xxl)T' pour xeE(P)et s(yT') yUn pour
Comme E ($P/T') est homotopiquement équivalent à l'espace des drapeaux

D (£), on a

s*(c(o) n(i+T?

d'après 2). Par naturalité de la transgression,

r* os*(c(£)) Y\(l+i:p °4>* ov(pi)),
T

donc

g*(c(0) n(1+Tr° v(^i)) n(1+Tr (<»>))
T T

en posant pt o $ et œt v

5. Classe de Chern d'un espace homogène presque complexe

En utilisant les notations du §1, soit GjU un espace homogène, dont le

fibré tangent £ est muni d'une structure complexe J invariante par G. On

va chercher les composantes irréductibles de la représentation isotrope
complexe iJ restreinte à un tore T contenu dans U. On désignera par g et u

les algèbres de Lie de G et U.

On va d'abord voir que iJ est induite par Ad : G -» AutR g, cette
dernière étant définie par g |-> dag (1), où ag est l'automorphisme intérieur de

G déterminé par g e G. En effet, si 7i : G -> GJU est l'application canonique,
on a dn (1) o Adu d(no<ju) (1) i (u) o dn (1) pour ue U, puisque
n ° <*u (#) USU u on (g), en interprétant u comme translation à

gauche de G/ U. Donc Ad u, u e U, est un automorphisme de la suite exacte
0 —> u — g dK> {GjU)o 0, induisant l'automorphisme i (u) de (G/U)0.
Complexifions cette suite exacte. Alors:

1) La représentation iJ 0 1 de U dans (GjU)0 0 C est équivalente à
i~J © i~ J, où iJ est la représentation conjuguée de iJ. Cela résulte du fait que
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si V est un espace vectoriel complexe de base (ek), V ® C admet la C-base

£k ek 0 1 ~ *ek ® h £k ek ® 1 + iek ® i- Etant donné un C-auto-
morphisme u de V par u (ek) J] ujk ej> on a

2) Si T est un tore maximal dans G, donc aussi dans U, alors u ® C

admet un supplémentaire V dans g 0 C invariant par Ad 0 1 | T. En effet,

l'algèbre de Lie t Rn de T devient une sous-algèbre de Cartan t 0 C de

u 0 C et g 0 C simultanément. Le théorème de structure g 0 C (70C) 0
0 Va, où a décrit l'ensemble R (G) des racines de G, et u 0 C (70C)©
© Vß, où ß décrit R (U), montre que l'espace vectoriel V — © Va

est un supplémentaire de u 0 C, invariant par ad t 0 C. Toute racine a

est une forme C-linéaire sur t 0 C dont la restriction à t est égale à i<xR, otR

étant une forme R-linéaire sur t Rn. Il existe une base (ej de V, ea e Va,

par rapport à laquelle la matrice de ad x, x e R", est

Comme Ad (exp ix) est la matrice exponentielle de cette dernière, on voit
d'une part que V est invariant par Ad (t) 0 1, A t exp ix e T\ et d'autre

part que les composantes irréductibles de Ad | T sont données par les homo-

morphismes t exp ix |-> exp i aR (x) de T dans U±.

D'après ce qui précède, si T est maximal dans G, les représentations
iJ 0 iJ | T et Ad 0 1 | T sont équivalentes. Donc les composantes irréductibles

iJa de iJ sont celles de Ad 0 1 | T prises seulement avec l'un des signes

+ ou —. Elles correspondent à un ensemble de racines positives. La donnée
de ces signes détermine d'ailleurs la structure complexe J de (G/U)0, en

vertu de dim Va 1. En posant co* v (z^), on a la

Proposition : Soit G/U un espace homogène presque complexe, tel que U
contienne un tore maximal T dans G. Alors, si q : G/T G/U est

l'application canonique, on a q* (c (G/U)) J~J (1+tGt (œa)) où a

parcourt les racines positives de R (G) — R (U) et c (G/U) est la classe

totale de Chern du fibré tangent £ à G/ U, muni de la structure complexe
invariante J.

j
u ® 1 (sk) X Ujk Sj et m (g) 1 (4) X Ujk éj

a e R (G) - R (U)
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Preuve : Il suffit de se rappeler que £J est associé au U-fibré principal G v

par la représentation iJ de U, et d'appliquer la formule trouvée au § 4.

Convention d'écriture: On écrit seulement — ctJR au lieu de tGt (co„),

de sorte que la formule précédente devient

q* (c (G/ [/)) na-4).
Exemple :

Reprenons PC" (cf. §1), pour lequel on sait que xa — xu a > 1,

donc q*(c(PCn)) Considérons C"+1 comme fibré vec-
a> 1

toriel C sur un point a. En composant q : Un+ 1/T -» PC" avec l'application
constante s : PC" -» a, on obtient l'application constante r : Un+ 1/T a.

D'après la remarque 2) du §4, ,s*(c (Q s'écrit J^[ (1 — xt). Donc [^(1 — xt) 1

i— 1

dans A H* (Un+ JT; Z), puisque c (Q 1. D'où l'identité J"| (Z—x,)
Xn dans l'anneau des polynômes en X à coefficients dans A. En substituant

1 + xt à X, on obtient q* (c(PCn)) (1+Xj)". On a £ © £",
avec de rang 1, puisque £ est associé à un U1 X — fibré principal par
iJ, et n'est autre que r* c'est-à-dire par construction y. Donc xx

q* (t), où t engendre H2 (PC"; Z). Comme g* est injectif en vertu du
principe de clivage, on en tire c(PC") (1 + 0".

On trouvera de profondes applications de la proposition dans [4].

Appendice : le principe de clivage

Soit £ un fibré vectoriel complexe de rang n sur un espace connexe X.
Considérons l'espace P (<!;) des droites contenues dans les fibres de £, ainsi
que la projection q : P (£) -» X induite par n : E (£) X.

Alors :

1) q*Ç contient le sous-fibré X de rang 1, déterminé par les couples
(d, x) e P (£) x E (£) avec x e d, de sorte que q*Ç œ X © + ;

2) q* : ET* (Z) H* (P (£)) est injectif pour les coefficients entiers.

Pour prouver 2), considérons le produit tensoriel externe £ 0 q sur
X x PCfc, k ^ n, où q est le fibré vectoriel canonique de rang 1 sur PC/c.
Si (£®P)o est le complémentaire de la section nulle, on a une application
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/ : (Ç®rj)0 -» P (£) associant à x ® z la droite passant par xz dans £. Le
diagramme

(£®>0o ~

71 X 71

i
X X PCk >X

est évidemment commutatif. On va montrer que (po (71X71'))* est injectif,
ce qui impliquera 2) en vertu de la relation/* o q* (po (71 X7ü')). Ecrivons
la suite exacte de Gysin du fibré vectoriel Ç® rj:

mult, par (71x7t')*
Hl'"2n (X x PC*) > H1 (X X PCk) >

X«®*)
/ — 2n + l /xa T>i~^k\>Hl(Ç®rj)0 -> Hl~2n + 1(X xPCk)

Comme 22* (XxPC*) « 22* (X) [t]/tk+1 en vertu delà formule de Künneth
(c'est ici que les coefficients entiers jouent un rôle) et p* applique H1 (X)
identiquement sur les constantes de degré total i dans 22* (X) [t]/tk+1, on
doit donc montrer que ces dernières ne sont pas divisibles par x (£®*7)> en
utilisant l'exactitude de la suite ci-dessus. Ecrivons x (£®*7) an +
+ an_1 t + + a0tn avec at e 222(n-l)(X). Si x est un point de X, alors

f (g) 771 x X PCk & Cn ® q & rj ® ® rj, par naturalité de la classe

d'Euler, l'injection i : x X PCk ->Ix PCk vérifie z* x (£ ® *7) X 0?©
©...©77) P, puisque X(77) t par définition. Mais z* (ö7) 0 pour

7 > 0 et z* (û0) <z0, donc a0 1. Cela implique la non divisibilité en

question.
En faisant subir à £' la même opération qu'à £, et ainsi de suite, on

obtient:

si D (f) désigne l'espace des drapeaux de £, formé des suites ordonnées de n

droites linéairement indépendantes dans les fibres de £, et q : D (£) -» X
la projection induite par celle de f, alors:

1) p*£ ^ © Ai avec rang At 1 ;
/ 1

2) #* : ET* (X) ET* (2) (£)) est injectif pour les coefficients entiers.

Remarques :

1) D (£) est homotopiquement équivalent à l'espace DU (£) des suites

ordonnées de n droites orthogonales dans les fibres de £, relativement à un
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produit scalaire quelconque dans £, paramétré par les fibres. Si P est le

Un-fibré principal formé par les bases orthonormées de £, alors DU(Ç)
E (P)/T, avec

2) Le principe de clivage reste valable pour les fibrés vectoriels réels,
à condition de remplacer les coefficients entiers par Z2. En effet, dans la
démonstration ci-dessus, on doit remplacer PCk par PRk et la formule de

Kiinneth ne reste juste que pour les coefficients Z2. (Rappelons que
H1 (PRk; Z) » Z2 pour i impair < k).
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