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L’une ou l'autre des deux congruences:
w2 +7t2 =0 ou wd + 8t =0, (17)
entraine que:
Kig(w, ) = wE + 21w 2 + 15w?t* =1, (17)
Pour l’entier premier N = 31, le quotieat:
Kys(w, 0w = w'? 4+ 3.26 w12 + 5.99 w®t* + 7.66 w*1® 4+ 9.5¢°

se décompose, dans le corps des restes d’entiers suivant le module 31 en
le produit: ' ‘

(w® + 122 (W + 162 (W + 183 (w* + 25¢7).

II. SOMMES DES PUISSANCES DES RACINES D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE

Pour généraliser facilement les résultats précédents, il est commode
d’utiliser les sommes S; des puissances des racines d’une équation algébrique:

Xn+1 —len —szn—l T e -—’0,,+1 = O, (16)

pour les exposants entiers j, tant positifs que négatifs ou nuls, et les com-
binaisons linéaires de ces sommes S.

Si on considére la puissance 0/ d’une racine § de 1’équation (16), d’expo-
sant j entier positif, négatif ou nul, comme une fonction f(j) de ’exposant j,
cette fonction vérifie la relation de récurrence:

SO = 2@ f(-1), (17)

ou la somme est étendue aux valeurs entieres de ide 1 a n + 1. Toute com-
binaison linéaire de plusieurs solutions de la relation de récurrence (17)
verifie aussi cette relation; en particulier, les sommes S; des puissances
d’exposant j des racines de I’équation (16) vérifie la relation:

S_] = Z(‘UL Sj—‘i)'

De fagon plus précise, on peut déterminer de maniére unique une solution
de la relation (17) qui prend des valeurs données pour n valeurs de la
variable j; elle peut €tre exprimée comme combinaison linéaire de »n solu-

tions particulieres de la relation (17), pourvu que ces solutions soient
linéairement indépendantes.
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En particulier, on peut déterminer une combinaison linéaire:
— j j j
K; (1,02, s Vp1q) = a1 0{ +a,05 + ... +a,.,0,{,

des puissances d’exposant j des racines de I’équation (16) telle que:

Kg=1, K., =0, K_,=0,.., K_, =0. (18)

-n

La fonction K est déterminée de maniere unique, pourvu que I’équation (16)
n’ait pas de racine multiple. Inversement, les fonctions f(j) = 67, pour
chaque racine 0 de I’équation (16), peuvent €tre exprimées comme com-
binaisons linéaires de n + 1 fonctions K ;, par exemple pour les valeurs
0, 1, ..., n de I'indice i.

Les fonctions K; (v, v,, ..., v,+1) peuvent &tre calculées, a partir des
valeurs initiales (18), au moyen de la formule de récurrence (17). Elles
peuvent aussi, pour les valeurs positives des indices j, étre exprimées en
fonction de v,, v,, ..., v,4+, par la formule:

P A A | I _
Kj<v1=v2, “'5vn+1) = 2<(]1 J2 J +1) '0]17}]2 ]n+1>

T 5 , 1 92 . Up4g
J1:J2 e idnt+1 ¢
(19)

ou la somme est étendue a toutes les décompositions de ’entier j en sommes
de la forme:

J=J1+ 2+ 33+ ... +m+1)j,4s (20)

avecC Ji, Ja, ---» Ju4+1 ENtiers positifs ou nuls.

Les sommes S;, ou plus généralement les fonctions S;, ; de l'indice j,
pour i fixe, peuvent étre exprimées comme combinaisons linéaires des
fonctions K; par la formule:

Si+j == uo K} + ul K_]-'l + ... —+ un Kj—-n

ou les coefficients u,, uy, ..., u, sont déterminés par les relations:

S.

i

= Up, Siv1 = Up Ky +uy, Sivz = Ug Ky +uy Ky + uy,
PN Si+n == uO Kn + ul Kn—l + .ne + Un.

Elles peuvent aussi &étre calculées, pour les entiers positifs j, en fonction
de v, v,, ..., v,41 par la formule:

ity e ey — DI
S—'Z(Ul J2 Jn+1 )

I JitiaVeednes !

j1_.j2 Jn+1
V] U3 ...vn+1> 21
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ol la somme est étendue aux décompositions de ’entier j de la forme (20) .

Exemples : Pour n = 4, les fonctions K, K5 et K¢ sont:

K, = v + 3v}0, + 20,05 + 97 + 0,
Ky =05 + 4030, + 3viv; + 3v,05 + 20,9, + 20,0, + 20,75
= 1% + 5viv, + 4vivs + 673%7)% + 3viv, + 6v,0,0;5 + 5

+ 20,0, + 035,

e
|

Pour n = 5, la fonction K, (avec v; = 0) est:

K, = 03 + 120,020, + 60202 + 5050, + 05 + 05 + 100303

+ 3v2v, + 6usv5v, + 12050507 .

IIT. CONGRUENCES DE DEGRE ARBITRAIRE

On cherche les conditions que doivent vérifier les entiers vy, vy, ..., Vy41
pour que la congruence:

X"t X" =0, X" - —0,,, =0, (N), (22

ol N est un entier premier, ait n + 1 solutions entieres et distinctes.
Le théoréme de FERMAT montre que, si les racines 6 de cette congruence
sont entieres, elles vérifient la congruence:

o1 =0, (N). 23)

Les fonctions K vérifient alors, pour toutes les valeurs enti€res positives,
négatives ou nulles de j, les congruences:

Kiin-1 = Kj, (N). (24)

Inversement, si n + 1 fonctions K;,; vérifient la congruence (24), les
racines 0 de la congruence (22), vérifient toutes la congruence de FERMAT (23)
et par suite sont entieres. Les fonctions K; ont d’ailleurs été choisies de
maniére que les conditions les plus simples correspondent aux valeurs
enticres de i de — n a 0.

Ainsi, les congruences:

Ky-n =0, Ky-w-1 =0, cee Ky-» =0, Ky-1, (N),

1) Loc. cit., p. 135, ou la formule est établie seulement pour vl = 0, mais peut étre généralisée facile-
ment. Voir aussi GLENISSON et DERDVIDUE, Mathesis (1960).
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