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d’ou, dans A4 [X]:
(2) UF + V¥ =u (modIl), u¢p

Prenons alors, avec I’hypothése faite sur ’anneau 4, un idéal maximal m
de A contenant p et ne contenant pas ua, ¢ p.

On vérifie aisément que I'idéal I engendré par m et ¥ dans 4 [X] a pour
projection m dans A. En effet: ¥ = a, X + ... + a” est tel que ap ¢m
puisque ua, ¢ m. Soit alors une égalité de la forme:

v = LY (mod A[X]m), wveA.

En prenant les coefficients modulo m, c’est-a-dire en opérant dans le
corps A/m et I'anneau A4/m [X], on remarque que le deuxi¢me membre,
s’il n’est pas nul, a un degré positif, tandis que le premier aurait un degre
nul. On a donc v = 0 (mod m), ou v e M.

Considérons un idéal maximal M contenant /. Sa projection M N A
contient I’idéal maximal m et elle est donc égale m. Il en résulte que ua, ¢ M.
Par suite, M contient ’idéal premier 2 d’aprés (1) et ne peut contenir le
polyndme F d’apres (2).

Le théoréme est établi. Le résultat est di a W. KruLL [6]. La démons-
tration donnée ici est inspirée de [7].

A propos de cette démonstration, on peut se poser le probléme suivant:

Probléme : La projection d’un idéal maximal M de A [X] est-elle un
idéal maximal m de 4 ?

La réponse n’est pas évidente pour un anneau de Jacobson quelconque.

On peut démontrer au moyen de la théorie de la dimension qu’elle est
affirmative dans le cas d’un anneau de polynomes 4 = k [X, ..., X,] a n
indéterminées sur un corps k. Cet anneau est un anneau de Jacobson
particulier: en effet, k£ [X;] étant un anneau de Jacobson, ainsi qu’on I’a
remarqué au début du paragraphe 3, le théoréme de transfert peut s’appli-
quer. On peut donc énoncer le résultat suivant:

THEOREME 6. k étant un corps commutatif quelconque, [’anneau de poly-
nomes k [Xy, ..., X,]| est un anneau de Jacobson.
5. LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT

Considérons un idéal premier propre & de I'anneau de polyndmes
k [Xy, ..., X,], k étant un corps quelconque. Soit k la cldture algébrique
de k; nous prendrons les zéros des polyndmes f € k [X, ..., X,] dans I’espace
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affine k”. Un zéro de f est donc un point M = (x, ..., x,); x; € k, tel que
fM) = f(xy, ..., x,) = 0. Par exemple, si k = R est le corps des réels, on
a k = C et les zéros des polyndmes (2 coefficients réels) sont pris dans
I'espace affine C" des points a coordonnées complexes.

Définition 3. On appelle zéro de l’idéal P, algébrique sur k, un point
de k" qui annule tous les polynémes de I'idéal 2.

Définition 4. On appelle variété algébrique V (2) de I'idéal premier 2
I’ensemble des zéros de 2; on a donc:

V(2) = (Mek'|f(M) =0 vyfe?}.

Le théoréme des zéros de Hilbert (Hilbertscher Nullstellensatz) s’énonce
alors:

THEOREME 7. 2 étant un idéal premier propre de [’anneau k [X{, X,, ..., X,],
et F un polynéme n’appartenant pas a P, il existe un zéro de P, algébrique
sur k, qui n’annule pas F.

La démonstration se fait comme pour le théoréme de transfert, avec
en plus un support géométrique utile donné par la notion de variété
algébrique.

Raisonnons par récurrence sur .

Si n = 1, on considere I'idéal premier 2 dans k [X], et le polyndme
F¢ 2. Dans le cas 2 = 0, 'existence d’un zéro de £ algébrique que k,
qui n’annule pas F, est assurée par le théoréme 3. Dans le cas & # 0, on
a? = (¥), ou ¥ est un polyndome irréductible sur k et on applique la
démonstration donnée pour le théoreme 3.

Supposons le théoréme établi pour n — 1 et démontrons le pour z.
En posant 4 = k[X;, .., X,_;] et X, = X, on étudie I'idéal premier 2
dans A4 [X] comme dans le théoréme de transfert (§ 4). L’idéal premier £
a pour variété algébrique V' (2) dans 'espace affine k", et I'idéal projection
P A = p a pour variété V(p) dans I'espace affine k"~ '. L’idéal proje-
tant IT engendré par p dans A4 [X] a pour variété un cylindre qui contient
V() et V(p)Y.

Premier cas: P = II.

Soit:
F=by X"+ ...+ b, ¢ ,by¢p.

1) ¥ (p) contient la projection ensembliste de ¥ (%) mais peut la contenir strictement. Exemple:
¢ = (XY —1) dans k [X, Y]a pour variété une hyperbole qui se projette sur O X suivant’axe X’ OX —{0¢,
alors que p = 0 a pour variété ¥V (p) = X' OX.
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D’aprés I'hypothése de récurrence, il existe un z€ro (xy, ..., x,_1)dep,
donc de I, algébrique sur k, qui n’annule pas b,.
Les racines de I’équation:

(3) bo(xl, [P xn_l)Xm + ... + bm(xl, ey Xn__l) = 0,

sont en nombre fini et on peut donc choisir dans k, qui est infini d’apres
le théordme 4c, un élément x, qui n’est pas une racine de I’équation (3).
Le point M = (xy, ..., X,_1, X,) sera donc un zéro algébrique sur k de &
qui n’annule pas F.

Deuxieme cas : Il < 2.
Reprenons les relations du paragraphe 4:

(1) abP = BY (mod II), ap¢p,
(2) UF + V¥ =u (modIl), wuep,
avec

W:aon‘*—...—l“‘ad, aoép, d>0.

Prenons, d’aprés hypotheése de récurrence, un zéro (xy, ..., x,_1)dep,
algébrique sur k, qui n’annule pas ua, ¢ p. Choisissons pour x, une racine
de I’équation:

Yj(xla *"axn—laX) = aO('xl) '“9xn—1)Xd + ...t ad(xD "'axn—-l) = 0.

Le point M = (x,, ..., X,_1, X,) est alors un zéro de tout polynome
Pe P dapres (1), et ce zéro ne peut annuler F d’aprés (2). Le théoréme
est donc établi.

Pour comprendre la signification du théoréme des zéros de Hilbert en
géométrie algébrique, considérons I'idéal J (V(£)) qui est ’ensemble des
polyndmes de 'anneau k [X|, ..., X,] s’annulant en tous les points de V (£):

JV(?) ={fek[Xs, ...X, ]I (M) =0 yMeV(2)}.
D’apres la définition 4 de V (2), on a évidemment:
JV(P)=22.

Supposons que I'inclusion soit stricte; il existerait donc Fe J et F¢ 2.
Mais le théoreme des zéros de Hilbert entrainerait 1’existence d’un point
Me V(2) tel que F(M) # 0, ce qui contredit la propriété FeJ. On a
donc:

J(V(P) = 2.
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Ce résultat exprime que tout idéal premier propre dans k [X,, ..., X,] est
[’idéal des polynémes qui s annulent en ses zéros algébriques sur k; un idéal
premier est donc défini par ses zéros algébriques sur k. Un idéal maximal
coincide avec 'idéal des polyndmes qui s’annulent en un point M e k" (ils
peuvent s’annuler en d’autres points, qui sont en nombre fini, et qu’on
appelle les conjugués de M sur k).

Du théoréme 7 on déduit d’autres variantes pour le théoréme des zéros
de Hilbert, par exemple:

THEOREME 8. Si un idéal 1 dans A = k [X,, ..., X,] n’a pas de zéros algé-
briques sur k, cet idéal est impropre: 1 = A.

En effet, si I’idéal I était propre, il serait contenu dans un idéal maxi-
mal M, donc premier. Il existerait un polynéome F¢ M et un zéro de M
donc de J, qui n’annulerait pas F.

Sous une forme plus élémentaire, le théoréme 8 exprime le résultat
suivant: si le systeme d’équations :

fi(X{,...,X,) = 0; i=1,2,....p,
avec
fiek[X¢, ... X,],

n’a pas de solutions dans la cloture algébrique k, il existe des polynémes
A;ek[Xy, ..., X,] tels que :

p
Z A fi = 1.
i=1

Signalons encore la conséquence:

THEOREME 9. Siun polynéme F € k [X,, ..., X,] s ‘annule pour tous les zéros
algébriques sur k d’un idéal 1 de k [X4, ..., X,), il existe un entier p positif

tel que :
fPel.

(Démonstration élémentaire de RABINOVITCH, & partir du théoréme 8,
exposée par exemple dans [9], p. 4, ou [10], tome II, p. 102.)
6. ANNEAUX REGULIERS

Le probléeme intervenant dans la définition d’un anneau de Jacobson
est celui de la représentation d’un idéal premier comme intersection des
idéaux maximaux qui le contiennent. On peut exiger davantage:
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