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INDEX ASSOCIE A UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE,
PERIODIQUE, DU SECOND ORDRE

par' Bruno V. SCHMITT

A. INTRODUCTION

Nous reprenons ici, sous le nom d’index, une notion qui a été introduite
d’une autre maniére, sous le nom de « rotation number », par H. Seifert [1].

Etant donné un systéme différentiel d’ordre 2, & coefficients périodiques
de période p, de la forme .

dx
— = f(t,x (1)
= f (¢, x)

a tout point x° du plan, nous associons un index i (x°) € Z qui a les pro-
priétés suivantes:

1. L’index i (x°) est défini si et seulement s’il ne passe pas de solution
de période p par le point x°.

2. Sien x° et en y° distincts, les index sont différents, alors sur tout
chemin continu joignant x° & »°, il existe un point z° par lequel passe au
moins une solution de période p.

Dans cet article nous limitons notre étude aux systémes différentiels
périodiques linéaires. Les résultats peuvent étre résumés ainsi: soit

dx N 5
7 () x (2)

le systéme différentiel linéaire, réel, d’ordre 2, de période p. Soit x (2, Zy, x°)
la trajectoire de (2) telle que x (¢, ¢, x°) = x°. Soit ¥ I’application linéaire,
du plan dans le plan, de matrice C (0), (C.II 1°), définie par ¥ (x°) =
= x (p, 0, x°). Soient 1, et A, les valeurs propres de %.

1osi(1—4,)(1—4,) #0,laseuletrajectoire de période p est x (t) = 0, I'index
du systéme (2) est défini en tout point x° distinct de 0, et il est indépendant
de ce point. L’index est alors un nombre ne dépendant que du systéme (2).
a) st (1—4;)(1—4,) > 0 l'index du systéme est nul (C. III 2°)

b) si (1-1;) (1—4,) < 0 lindex du systéme est 2k (C. III 8°)
ou k € Z est attaché a la classe d’homotopie (C. III 7°) du systéme (2).
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20 si(1—A)(1—41,) =0, et si en x° 'index est défini, cet index est nul
(IIT 2°) (ensemble J du tableau ci-dessous).

On pourra remarquer que I'index d’un systéme Jinéaire, en un point x°
ou il est défini, est dans tous les cas pair.

Ces résultats ont été détaillés dans le tableau ci-dessous: il représente
I’ensemble .o/ des systémes différentiels périodiques linéaires, d’ordre 2,
décomposé¢ en les sous-ensembles &;(i =0, 1, 2) définis dans C. IIIL.
On note par ¢,, I’ensemble des systémes différentiels d’index 2k. Les classes
d’équivalence de systémes (deux systémes différentiels étant équivalents
(C. IIT 4°) s’il existe un changement de variable linéaire et périodique
y = D (t)x permettant de transformer I'un en I’autre), ont été représentés
par des tirets. On remarquera que certaines classes sont en entier dans £,
(cas ou (1—4,)(1—1,)>0), donc que toute transformation linéaire sur un
systéme de cette classe laisse I’'index invariant et nul. Au contraire, si une
classe rencontre un _#,, (k+#0) (cas ou (1 —4,) (1—4,)<0), elle les rencontre
tous: étant donné un systéme différentiel dans une telle classe, tout index pair
peut étre obtenu a I’aide d’une transformation linéaire périodique adéquate.

o | L
| ! i I I I Jzk I I/
[ I l | [ ( l | l/
| I R O I/
! I 1 I ! | l | NON |
L [ . n/ /
' ! 2 DEFINI /
I ! [ | | | | [ /
A A R %
! ! | ! ! I | | I
G—o O‘Z
B. DEFRINITION DE L’INDEX i (f, x°)
Soit le systéme différentiel
[ dx,
—_— = I,X,X
dt fl ( 1 2)
(3)
dx,
—_— = 1, X{,X
a J2 (1, %4, X,)
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sous forme vectorielle

dx
— = f(t,x) (4)

dt

ol f, et f, sont des fonctions réelles de ¢ et x, périodiques en ¢, de période p.
On suppose que le systéme (3) satisfait la condition de Lipschitz et la con-
dition restrictive que toute trajectoire est définie pour tout . On note par

x (1, t,, x°) la trajectoire de (3) telle que x (t,, Zo, x°) = x°.

1. Comme f (¢, x) admet la période p relativement a ¢, on a, pour
tout #:

x(t,t9,x%) = x(t+p,to+p,x%. (5

2. On considére dans le plan des x, le point x!, dépendant de ¢, et x°,
noté x' (t,, x°), défini par:

x' (1o, x%) = x(to +p, 1o, x°%) .
On obtient alors, en considérant (5):
x! (to +p,x%) = x* (to, x°) to R

il s’en suit que, pour x° fixé, x! (#,, x°) dépend périodiquement de z,, avec
la période p; le point x! (¢,, x°) décrit donc dans le plan des x, lorsque f,
parcourt [o, p], une courbe fermée, continue (car les solutions dépendent
continiment de la valeur initiale 7,); nous appelons dans la suite cette
courbe courbe des p-différences en x° du systéme (3) notée c ( f, x°).

3. Définition de l’index en x° : soit x° un point du plan, n’appartenant
pas & ¢ (f, x°). On appelle alors index du systéme (3) en x°, noté i ( £, x°),
le nombre

i(f,x%) = ¥ [c(f,x°),x°]eZ
index (ou Verschlingungszahl) de ¢ (f, x°) relativement a x° [2].

4. Propfiéz‘és de l'index :

Il y a équivalence entre les trois propositions:
«I1 existe #; tel que x (7, t;, x°) a la période p. »
« La courbe ¢ (f, x°) passe par x°. »
« Le nombre i (f, x°) n’est pas défini. »
La solution x (z, ¢,, x°) dépend continQiment de (ty, x°), ainsi que le
point x' (f, x°); donc la famille des courbes ¢ ( f, x°), paramétrées par #,,
dépend continliment de (#,, x°); et le nombre i (£, x°) est, pour f donnée,
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une application continue de tout domaine ouvert ou il est partout défini,
dans Z. Il s’en suit que i (f, x°) est constant dans tout ouvert connexe du
plan ou il est partout défini.

Si, pour un méme systéme différentiel, en deux points x° et y° distincts,
les index sont différents 'un de 1’autre, sur tout chemin continu joignant x°
et »°, il existe au moins un point z° en lequel I'index n’est pas défini, et par
lequel passe donc une solution de période p.

5. Cas d’un systéme autonome : Un tel systéme différentiel s’écrit sous
la forme

dx__
—c—i_; = f(x)

ol f'est indépendant de ¢. Quel que soit p>0, le systéme a la période p en ¢;
donc x! (z,, x°) dépend avec la période p de t,, donc est indépendant de ¢,;

¢ (f, x°) est réduite & un point x1; si alors I'index est défini, donc si x* est
distinct de x°, on a:

i(f,x% =0.

C. INDEX ASSOCIE A UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINFAIRE

Soit le systéme différentiel
dx

— = A0x (6)

ou x est une matrice colonne réelle, 4 (¢) une matrice carrée réelle, d’ordre 2,
continue sur R, de période p.
I. Rappels et notations

1. Les solutions sont définies pour tout ¢, et I’ensemble des solutions
a une structure d’espace vectoriel réel de dimension 2.

2. On appelle solution matricielle fondamentale de (6), une matrice
X (¢) réelle d’ordre 2, dont les deux vecteurs colonnes sont des solutions
indépendantes de (6). On a alors:

det X (f) = det X (to) exp (|, Tr A (u) du) . (7

3. Soit X (¢, t,) la solution matricielle fondamentale telle que
X (ty, t;) = I, matrice unité. On a alors:

x(t, 10, x°) = X (t,t)x°.
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4. Si X(t) et Y (¢) sont deux solutions matricielles fondamentales, il
existe C, matrice réguliére, indépendante de ¢, et telle que

Y =X(@C. (8)
Soit X (¢, t,) la solution matricielle définie en 3. On a:
X (t1,t3) = X (t;,1) - X (t2,15) ti, 1,13 €ER. 9)

II. Matrice des p-différences

1. Définition : La matrice Y (¢) = X (¢+4p, t,) est, comme X (¢, ¢,), une
solution matricielle fondamentale. D’aprés (8), il existe une matrice, indé-
pendante de ¢, mais dépendant de ¢, notée C (¢,), telle que

X(t+p,ty) = X(t, 1) C(ty) . (10)
Avec les notations introduites ci-dessus, on a
x' (29, X°) = X (to +p, 10, x°) = X (to +p, 1o) x°

= X (tg,t0) - C(tx) x° = C(t5)x°. (11)
La courbe des p-différences en x° a donc pour équations paramétriques
x = C(ty) x° (12)

La matrice C (t,) est appelée matrice des p-différences du systéme (6).

2. Propriéteés :

On sait que x' (%, x°) dépend périodiquement de #,, avec la période p;
d’apres (11), on a donc

C(to+p) = C(ty) to €R
D’aprés (5), on a:
X(to+p,p) = X(1,,0)
On en déduit |
C(to) = X(to+p,t) = X (to+p,p) - X (p,0) X (0, t,)
= X (1,0)-C(0)- X' (t5,0). - (13)

Donc C(f,) est semblable a C (0), pour tout ¢, € R.
D’aprés (7):

dét C(tg) = exp ([ Tr A(u)du) > 0. (14)
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1. Classification des systémes différentiels linéaires

Soit o/ 'ensemble des matrices A (¢) réelles, d’ordre 2, continues sur R,
de période p. On appelle aussi o I’ensemble des systémes différentiels
Jinéaires, d’ordre 2, associés a A4 (¢) de la forme

dx — A
dr *

A - xl
ou x est la matrice colonne
X3

Soit &7, (i = 0, 1, 2) le sous-ensemble de &/ défini de la maniére suivante:

Soir A (t) e /. Si le sous-espace vectoriel des solutions de période p du
systéme différentiel linéaire de matrice A4 (¢), est de dimension i (i = 0, 1, 2),
on dit que 4 (¢) € ;. Les &, ainsi définis forment une partition de <.

Notation. L’index associé¢ au systéme différentiel linéaire de matrice
A (1), en x°, sera noté dans la suite i (4, x°).

1. Proposition 1 : Soit A (t) € o/, ; Vindex i (4, x°) est défini pour tout x°
non nul, et est indépendant de x°.

Démonstration: Comme A (t) est dans </, la seule trajectoire de
période p est x = 0. L’index i (4, x°) est donc défini dans Pouvert complé-
mentaire de O dans le plan; et d’aprés les propriétés de I'index, i (A, x°)
est indépendant de x° dans ce domaine ouvert connexe.

Notation : Si A (¢) est dans 7, nous noterons i (4, x°) par i (4).

2. Proposition 2 :

a) Soit A (t) e sf,y, C(t,) sa matrice des p-différences, A, et A, les deux

valeurs propres de C (¢,).
Si

(1-4)(1—=4,) >0
Alors
i(4) = 0.
b) Soit A (t)e of,. Si en x°, i(4, x°) est défini, alors
i(4,x°) = 0.

Démonstration : Soit y; un point de ¢ (4, x°) (courbe des p-différences
en x° du systéme différentiel de matrice 4 (¢)). D’apres (12), il existe ¢, € R
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tel que y; = C (¢,) x°. Soit y, un point de la droite a passant par les points O
et x°; il existe alors A € R tel que y, = Ax°. Soit y € aNc (4, x,); on a alors
C (1)) xy = Ax°. |

Nécessairement A est alors une valeur propre de C (t;), donc aussi de
C (0).

a) Soit A (t) € &/,. La condition

entraine — soit que A; et A, sont complexes conjugues.
La droite o et la courbe ¢ (4, x°), n’ont pas de point commun; I'index
en x° est donc nul.
— soit que A, et A, sont réels, tous deux supérieurs & 1 ou tous deux
inférieurs & 1. Les points communs 2 ¢ (4, x°) et & o, s’ils existent, sont donc
tous deux du méme coté de x° sur o, et I'index en x° est nul.

b) Soit A (1) € /. 1l existe au moins une solution, non identiquement
nulle, de période p; donc il existe des points y° distincts de O tels que

yee(4,y%

et C (t,) admet donc quel que soit #,, la valeur propre 1.

Soit A la seconde valeur propre, et soit x° un point en lequel I'index est
défini; ¢ (4, x°) ne contient donc pas x°, et I'intersection de ¢ (4, x°) avec a
est vide ou réduite au point y = Ax°; I'index est alors nul.

La théorie qui suit va permettre de déterminer 'index d’un systéme
différentiel appartenant a «/,, dans le cas ou les valeurs propres de la
matrice des p-différences sont telles que

(1—2)(1—2,) <0.

3. Groupe & d’opérateurs sur <.

Définition : On appelle & le groupe des matrices D (t), réelles, d’ordre 2,
réguliéres et continliment dérivables sur R, de période p, et telles que
D (0) = 1, matrice unité.

Soit alors le systéme différentiel

dx ,
= = A()x, Al)ed. (15)

et considérons la transformation linéaire définie par

E=D(H)x, DM)ed. (16)
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Le systéme (15) devient:

d
“_ome 00 =[d’;® +D(r)-A(t>]D-‘(r>ew- (17

Appelons D (¢) * I’application de of dans ./ définie par:
d D (¢)

D)*A() = d(t) = l: +D(t)~A(t)] D7 1(p).

Cette application fait de 2 un groupe d’opérateurs sur <.

Proposition 3: Les sous-ensembles o/; de /(i =0, 1, 2), sont inva-
riants par 9.

En effet, les solutions x = x (¢) et £ = £ (¢) de (15) et (17) liées par
E()= D(t) x(¢), ont, ou n’ont pas, simultanément la période p. Le
groupe d’opérateurs 2 induit sur & une relation d’équivalence:

4. Relation d’équivalence dans <f.
Définition : Deux matrices A4;(¢) (i =0,1) de &, ou deux systémes
différentiels de matrice A;(¢), sont dits équivalents, s’il existe D (t)e @

tel que
Ay (1) = D(0)* 4, (1).

Propriété de cette relation d’équivalence: deux matrices 4; (¢) (i = 0, 1)
de &/ sont équivalentes si, et seulement si leurs matrices des p-différences
C; (t,) sont égales pour 7, = 0 [3].

5. Soit la matrice constante B de </, telle que:

_ <#1 0 ) . .
B = ; MmeR;  mweR;  pp, <0. (18)
0

De la théorie de Floquet [4] on peut déduire: soit 4 (¢) € &, telle que
sa matrice des p-différences C (0) ait ses deux valeurs propres 4, et 4, telles
que (1—4,) (1—4,)<0. Alors il existe B e 7, de la forme (18) équivalente
a A (¢); il suffit en effet de choisir y; € R (i = 1, 2) tels que 4; = exp u;.

Les systémes différentiels qui nous intéressent sont donc équivalents a
des systémes de matrice constante réelle B de la forme (18); dans les para-
graphes suivants, nous allons déterminer I'index de systémes différentiels
dans des cas particuliers en partant d’un systéme de matrice B, puis, grace
a la relation d’homotopie (§ 7), nous pouirons ramener I’étude de I'index
a ces cas particuliers. -
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6. Etude de !’index dans des cas particuliers.
a) Soit p = 2n pour simplifier I’écriture. et

cos t —sin t
D,(®) =|{ . .

sin ¢ cos t
Le systéeme différentiel
A, () =D, ()*B
ou B est donnée par (18), admet la solution matricielle
X (t,0) = D, (t) - exp (Bt)
et d’aprés (13), la matrice des 2n-différences de ce systéme est:
C(ty) = Dy (o) -exp (2nB) - D1 (to) -

La courbe des 2n-différences ¢ (4,, x°), pour x° = (1, 0), a pour équa-
tion

‘= Cli)x® = [y cOs® ty + p, sin? tg
° (g — p12) sin g cos 1y

c’est une ellipse, contenant x° = (1, 0) dans son intérieur, parcourue deux
fois si ¢, parcourt [0, 27], dans le sens direct. On a donc i (4,) = 2.

b) Soit encore p = 27, et soit D, (1) € 2, la matrice

cos kt —sin kt
sin kt cos kt)

D, (1) = Di (1) = < (19)

Soit C, (¢,) la matrice des 2n-différences pour le systéme différentiel de
matrice A, (t) = D, (t) * B, ou B donnée par (18). On a:
Ci (o) = Dy (t,) ~exp(2n B) - Dk_l (to)
= D (kto)-exp(2nB) - D{ ' (kty) = Cy (kto).

Les courbes des 2n-différences ¢ (4,, x°) et ¢ (4,, x°) sont donc confon-
dues en tant qu’ensembles; mais si ¢, parcourt [0,27], ¢ (4, x,) est par-

courue deux fois, tandis que ¢ (4, x°) est parcourue 2k fois (k € Z). Donc
i (4,) = 2k.

7. Relation d’homotopie : Soit

keZ.

cos 2kmt/p —sin 2kmt
D, (9 :< / /p>

sin 2k t/p cos 2k mt/p
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Soit D (t) € Z; on peut trouver [5], une famille D (z, u), dépendant con-
tiniment de u € [0, 1], et k € Z unique, tels que D (¢, u) € 2, D (¢, 0) = D (¢),
D (t, 1) = D, (t); ceci nous permet de définir ’homotopie de deux éléments
de Z; on appellera 2, = 9 la classe d’homotopie de D, (¢); le sous-ensemble
9, est un sous-groupe de &, qui induit donc sur &/ une relation d’équi-
valence:

Définition : On dit que deux matrices 4;(¢) (i = 0, 1) de &/ sont homo-
topes s’il existe D (t) € D,, telle que A, (t) = D (t) * A, (2).

Proposition 4: Si deux matrices A4;(t) e 4, (i = 0, 1) sont homotopes,
leurs courbes des p-différences ¢ (4;, x°) sont homotopes dans R*—{ x° },
quel que soit x° non nul.

Corollaire: S1 A;(t)e o, (i = 0, 1) sont homotopes, les index associés
sont égaux.

Démonstration de la proposition : Soit D (t) € D, telle que
A (1) = D(5)* Ao (D)

D (z) étant homotope a I dans 2, il existe une application continue u— D, (¢),
de [0,1] dans & telle que D, (¢t) =1, D, (t) = D(t). Soit A,(t) =
= D, (t)* A, (). Soit C,(t,) et c (4, x°), la matrice et la courbe des
p-différences en x° du systéme différentiel de matrice A4, (7).

D’aprés la proposition 3, A4, (¢) est dans </, pour tout u, et donc la
courbe fermée ¢ (4,, x°) ne contient x° pour aucun u. Comme C, (¢,) dépend
continiment de u, la proposition est démontrée.

8. Soit alors A4 (t)e o/, telle que les valeurs propres A, et 1, de sa
matrice des p-différences vérifient:

(1-1)(1—2,) <0. (20)

D’aprés 5, il existe B e </, de la forme (18) si on se place dans une base
convenable, et équivalente & A (¢). Donc il existe D (¢) € & telle que

A() =D(@®)*B
Soit 9, la classe d’homotopie de D (), D, (¢) la matrice de cette classe
donnée par (19). Soit
A, (®) = D () *B.

Comme D (1) . D! (1) est dans @, A (¢) et A4, (t) sont homotopes et ont
donc méme index. Il s’en suit que i(4) = 2k.
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Théoréme : Soit A (t) € A, telle que la relation (20) soit réalisée. Soit
B e o/, matrice constante et D (¢) € & telle que

A@) =D(t)*B .

On a alors:
i(A) = 2k

ol k € Z est tel que 2, est la classe d’homotopie de D (¢).
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