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Le Schwarz partiellement responsable de ce théorème est Hermann

Amandus, le complice ès inégalités de Cauchy et Buniakovski; ce

n'est pas le distributeur bien connu.
De même l'inégalité (6) montre ce qui suit:

Théorème de F. Severi — Etant donnée une courbe C, les couples formés

dune courbe C' de genre g' ^ 2 et d'un morphisme séparable % de C sur
C' sont (à isomorphisme près) en nombre fini.

En effet la formule (4) de Hurwitz-Zeuthen montre que g' et le degré

n de 7T ne sont susceptibles que d'un nombre fini de valeurs. On peut
donc considérer que les indices (n— l, n — 1) de S sont donnés, et

(6) montre que les diviseurs S possibles sont en nombre fini.

On peut généraliser le théorème de Severi en remplaçant, dans son
énoncé, la courbe C par une variété V de dimension quelconque. Pour
varier, donnons l'énoncé correspondant pour des corps.

Corollaire 1 — Soient k un corps et K une extension régulière de type fini
de k. Les corps intermédiaires L(^cLc K) qui sont de degré de transcen -
dance 1, de genre ^ 2 et séparablement contenus dans K sont en nombre

fini.
Un cas particulier est:

Corollaire 2 — (De Franchis) — Soient V une variété et D une courbe de

genre ^ 2. Les morphismes séparables non constants de V dans D sont
en nombre fini.

Ainsi les graphes de presque tous les morphismes de V dans D
sont tangents au « champ horizontal » de F X D. La séparabilité
est essentielle: prendre V ~ D définie sur un corps fini Fq et considérer

les itérés du morphisme de Frobenius x -> xq sur D.

III. LA CONJECTURE DE MORDELL POUR LES CORPS DE FONCTIONS

La conjecture de Mordell est la suivante: étant donnée une courbe C
de genre ^ 2 définie sur un corps de nombres algébriques K, /'ensemble CK
des points de C à coordonnées dans K est-il fini

Cet énoncé reste une conjecture. Cependant D. Mumford a récemment
montré que les éléments de CK sont «assez rares»: plus précisément le
nombre d'éléments de CK dont la hauteur est au plus égale à un nombre
réel donné x est de l'ordre de Log (Log x) (x-> + oo) ([6]).
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Il est connu que les corps de fonctions algébriques sont un peu plus
faciles à traiter que les corps de nombres, car on y dispose de toutes les

ressources de la géométrie algébrique: un exemple déjà ancien est celui
de l'hypothèse de Riemann. Ici encore, l'analogue de la conjecture de

Mordell pour les corps de fonctions a été récemment démontré, par Ju Manin
(en caractéristique 0, méthode analytique) et par Hans Grauert (méthode
algébro-géométrique, valable aussi en caractéristique p ^ 0 moyennant un
petit complément dû à l'auteur) (cf. [4], [5], [7]).

On considère ici un corps algébriquement clos k, un corps K de fonctions
algébriques sur k, et une courbe C de genre g ^ 2 définie sur K. On suppose

que CK est infini, et on cherche à montrer qu'il l'est de façon « triviale ».

L'essentiel de la démonstration consiste à montrer que, dans ces conditions:

(1) Il existe un isomorphisme u : C -» C' de C sur une courbe C' définie

sur k (une « courbe constante »)
La démonstration est longue et délicate. L'idée consiste à considérer C

comme la courbe générique d'une famille de courbes paramétrée par un
modèle V du corps K sur k. Une récurrence sur la dimension permet de

supposer que V est une courbe, de sorte que la famille ci-dessus engendre

une surface S fibrée en courbes de genre g ^ 2 au-dessus de C. On considère

alors, sur S, le fibré des directions tangentes à S qui sont transversales aux
fibres de S -» V; c'est un fibré en droites affines au-dessus de S; l'essentiel

du travail consiste à montrer qu'il admet une section. Ainsi la fibration
S -> V est « infinitésimalement » un produit, ce qui donne (1). L'hypothèse

g ^ 2 intervient sous la forme 2g — 2 > 0, ce qui veut dire que les diviseurs

canoniques de C sont amples.

Voyons maintenant ce qu'on peut déduire de (1). Le cas le plus simple
est celui où l'isomorphisme u de (1) est défini sur K; il en est toujours ainsi

en caractéristique 0, et aussi en caractéristique p lorsque C n'est isomorphe
à aucune courbe définie sur un corps fini (comme on dit, lorsque C « est à

modules transcendants »). Alors u donne une bijection de CK sur C'K.

Or, en notant V un modèle de K sur k, les points de CK correspondent aux

applications rationnelles de V dans C". Le théorème de De Franchis (cf. § II)
dit alors que C'k — CK est fini en caractéristique 0 ; il en est de même dans

le cas « à modules transcendants » de caractéristique p par le théorème plus

précis de F. Severi.

Lorsque C est isomorphe à une courbe C définie sur un corps finiFq,
les isomorphismes u : C -> C' peuvent n'être définis que sur une extension
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galoisienne finie K' de K. Alors C est munie du morphisme de Frobenius

f : x -» xq, et on montre que C'K, — C'k est réunion d'un nombre fini de

«familles de Frobenius» (fn(x))neN. Ceci donne une description de C'

on descend alors à CK par une descente galoisienne où intervient le

morphisme de Frobenius.
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