Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 13 (1967)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: COURBES ALGEBRIQUES

Autor: Samuel, P.

Kapitel: lll. LA CONJECTURE DE MORDELL POUR LES CORPS DE
FONCTIONS

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-41554

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 22.02.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-41554
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

— 309 —

Le Schwarz partiellement responsable de ce théoréme est Hermann
Amandus, le complice &s inégalités de Cauchy et Buniakovski; ce
n’est pas le distributeur bien connu.

De méme I’inégalité (6) montre ce qui suit:

Théoréme de F. Severi — Etant donnée une courbe C, les couples formés
d’une courbe C' de genre g’ = 2 et d’un morphisme séparable n de C sur
C’ sont (a isomorphisme prés) en nombre fini.
En effet la formule (4) de Hurwitz-Zeuthen montre que g’ et le degré
n de © ne sont susceptibles que d’un nombre fini de valeurs. On peut
donc considérer que les indices (n—1, n—1) de S sont donnés, et
(6) montre que les diviseurs S possibles sont en nombre fini.

On peut généraliser le théoréme de Severi en remplagant, dans son
énoncé, la courbe C par une variété V' de dimension quelconque. Pour
varier, donnons I’énoncé correspondant pour des corps.

Corollaire 1 — Soient k un corps et K une extension réguliere de type fini
de k. Les corps intermédiaires L (k = L = K) qui sont de degré de transcen -
dance 1, de genre = 2 et séparablement contenus dans K sont en nombre
fini.

Un cas particulier est:

Corollaire 2 — (De Franchis) — Soient V une variété et D une courbe de
genre = 2. Les morphismes séparables non constants de V dans D sont
en nombre fini.

Ainsi les graphes de presque tous les morphismes de ¥ dans D
sont tangents au « champ horizontal » de V' X D. La séparabilité
est essentielle: prendre V' = D définie sur un corps fini F, et consi-
dérer les itérés du morphisme de Frobenius x — x? sur D.

ITI. LA CONJECTURE DE MORDELL POUR LES CORPS DE FONCTIONS

La conjecture de Mordell est la suivante: étant donnée une courbe C
de genre = 2 définie sur un corps de nombres algébrigques K, I’ensemble Cyk
des points de C a coordonnées dans K est-il fini ?

Cet énoncé reste une conjecture. Cependant D. Mumford a récemment
montré que les €léments de Cy sont « assez rares »: plus précisément le
nombre d’éléments de Cy dont la hauteur est au plus égale & un nombre
réel donné x est de I'ordre de Log (Log x) (x— +o0) ([6]).
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Il est connu que les corps de fonctions algébriques sont un peu plus
faciles a traiter que les corps de nombres, car on y dispose de toutes les
ressources de la géométrie algébrique: un exemple déja ancien est celui
de I’hypothése de Riemann. Ici encore, I’analogue de la conjecture de
Mordell pour les corps de fonctions a été récemment démontré, par Ju Manin
(en caractéristique 0, méthode analytique) et par Hans Grauert (méthode
algébro-géométrique, valable aussi en caractéristique p # 0 moyennant un
petit complément dii a 'auteur) (cf. [4], [5], [7]).

On considére ici un corps algébriquement clos &, un corps K de fonctions
algébriques sur k, et une courbe C de genre g = 2 définie sur K. On suppose
que Cg est infini, et on cherche a montrer qu’il I’est de fagon « triviale ».

L’essentiel de la démonstration consiste a montrer que, dans ces condi-
tions:

(1) Il existe un isomorphisme u : C — C' de C sur une courbe C' définie
sur k (une « courbe constante »)

La démonstration est longue et délicate. L’idée consiste a considérer C
comme la courbe générique d’une famille de courbes paramétrée par un
modeéle ¥ du corps K sur k. Une récurrence sur la dimension permet de
supposer que V est une courbe, de sorte que la famille ci-dessus engendre
une surface S fibrée en courbes de genre g = 2 au-dessus de C. On considere
alors, sur S, le fibré des directions tangentes a S qui sont transversales aux
fibres de S — V; c’est un fibré en droites affines au-dessus de S'; I’essentiel
du travail consiste & montrer qu’il admet une section. Ainsi la fibration
S — V est «infinitésimalement » un produit, ce qui donne (1). L’hypothese
g = 2 intervient sous la forme 2g — 2 > 0, ce qui veut dire que les diviseurs
canoniques de C sont amples.

Voyons maintenant ce qu'on peut déduire de (1). Le cas le plus simple
est celui ou 'isomorphisme u de (1) est défini sur K; il en est toujours ainsi
en caractéristique 0, et aussi en caractéristique p lorsque C n’est isomorphe
a aucune courbe définie sur un corps fini (comme on dit, lorsque C « est a
modules transcendants »). Alors u donne une bijection de Cy sur C'g.
Or, en notant ¥ un modéle de K sur k, les points de C’y correspondent aux
applications rationnelles de ¥ dans C'. Le théoréme de De Franchis (cf. § 1I)
dit alors que C’, — C’g est fini en caractéristique O; il en est de méme dans
le cas « & modules transcendants » de caractéristique p par le théoréme plus
précis de F. Severi.

Lorsque C est isomorphe a une courbe C’ définie sur un corps finiF,,
les isomorphismes u : C — C’ peuvent n’€tre définis que sur une extension
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galoisienne finie K’ de K. Alors C’ est munie du morphisme de Frobenius
f:x — x%, et on montre que C'y. — C’, est réunion d’un nombre fini de
« familles de Frobenius » (f"(x)),.y. Ceci donne une description de C’'g;
on descend alors & C, par une descente galoisienne ou intervient le mor-
phisme de Frobenius.
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