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On peut compléter 'espace métrique sous-jacent a 4/nm", obtenant un
espace métrique noté 4 qui contient 4/nm" comme sous espace partout
dense. Le fait que les applications de (4/nm")* dans (4/nm") qui définissent
les lois de composition dans 4/nm" sont uniformément continues permet
de les prolonger par continuité en des applications de (4)? dans 4 définissant
des lois de composition sur 4. On vérifie que 4 est ainsi muni d’une structure
d’anneau local de méme corps résiduel que 4. Cet anneau local est appelé
le complété séparé de I’anneau local A.

Si I'idéal maximal m de A4 est de type fini, on montre que ce complété
séparé est noethérien et d’idéal maximal m . A (idéal engendré par m dans
A, ie. (m/nm") 4)

Si l’anneau A est noethérien (et, donc, aussi 4), ’anneau A est fidélement
plat sur A :
ceci peut se traduire sous la forme suivante peut-&tre plus intuitive pour
un non initié: si (1) > ;Zja;;x; = b; (i=1, ..., n) est un systéme d’équations
linéaires a coeflicients dans A4, toute solution (x;); dans A™ est combinaison
linéaire a coefficients dans 4 de solutions dans A™.

II. LES EXEMPLES LES PLUS IMPORTANTS

Ils sont de quatre type.

1. Les anneaux de la géométrie algébrique classique

On considére un corps k et # indéterminées X , ..., X,. L’anneau « type »
1 n
est ’anneau

k [X1> tees Xn](Xl,...,Xn)
des fractions rationnelles

(X, ..., X,)
g (X, ... X,

ouf(X,,.., X, et g(X,,....,X,)

sont des polyndmes tels que g (0, ..., 0) soit non nul.

Si k est le corps des réels ou le corps des complexes (ou tout autre corps
valué complet non discret ou topologique), cet anneau s’identifie a /'anneau
des germes de fonctions rationnelles au voisinage de 0 dans k" (muni de la
topologie produit). Dans le cas général, on peut munir £" d’une topologie
moins fine que la topologie naturelle mais rendant les mémes services.
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Les anneaux de la géométrie algébrique classique sont les quotients de
ces anneaux. IIs sont locaux de corps résiduel .

2. Les anneaux de la géométrie formelle

11 s’agit ici d’un point de vue purement algébrique, aucun point de vue
fonctionnel ne pouvant €tre développé.

L’anneau type est I'anneau k [[X, ..., X,]] des séries formelles & coeffi-
cients dans le corps k en les indéterminées X, ..., X,. C’est un anneau /ocal,
car une série formelle est inversible si et seulement si son terme constant est
non nul, de corps résiduel k, et complet. On vérifie qu’il est le complété de
anneau type précédent. Les anneaux locaux qui interviennent en géomé-
trie formelle sont les anneaux quotients des anneaux types. Il est possible
de les caractériser intrinsequement comme les anneaux locaux complets
de corps résiduel k£ admettant un sous-corps isomorphe a k et noethériens.

3. Les anneaux de la géométrie analytique

Le corps k est valué complet non discret (plus précisément tel que la valua-
tion définisse une topologie non discréte): par exemple, le corps R des réels,
le corps C des complexes ou le corps Q, des nombres p-adiques.

On note k {{X}, ..., X, }} le sous-anneau de k [[X, ..., X,]] des séries
convergentes, 1.e. des séries Z‘Zn...in X:L.. X" pour lesquelles on peut trou-
ver deux nombres positifs & et M tels que

@y, | < MR
(M et  dépendant de la série).

C'est aussi un anneau local de corps résiduel k et dont le complété est
'anneau k [[X, ..., X,1] des séries formelles.

Les anneaux locaux de la géométrie analytique sont les quotients d’an-
neaux de ce type. Ils sont appelés k-algébres analytiques.

On remarque que l'anneau k {{ Xy, ..., X, }} s’identifie & Panneau des
germes de fonctions analytiques au voisinage de 0 dans k" (3 un germe de fonc-
tion analytique on fait correspondre sa série de Taylor).

4. Les anneaux locaux de la géométrie différentielle

Ici le corps de base est le corps R des nombres réels. On désigne (avec
B. Malgrange) par &, I’anneau des germes de fonctions de classe C* au
voisinage de O de k". A un tel germe il est possible de faire correspondre sa
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série de Taylor formelle: si f est un tel germe, on note f une fonction de classe
C® dans un voisinage de 0 dans k" représentant f et on définit

oXil...o0X/m
ai1+...-f~in f(O)

comme la dérivée correspondante & ’origine de f; la série de Taylor for-
melle de f est la série |

3

Un théoréme classique d’E. Borel affirme que ’homomorphisme ainsi
défini de &, dans I'anneau k [[X, ..., X,]] est surjectif.

Comme 'anneau k [[ X, ..., X,]] est complet, on voit qu’il est le séparé
complété de &,,.

Le noyau de I’homomorphisme surjectif &, — k[[Xy, ..., X,]] est
I'idéal des germes de fonctions plates (exemple, en une variable, x— xke=1/*%),
Si m est I'idéal maximal de &,, ce noyau est, évidemment, N m". L ‘anneau
&, n’est donc pas noethérien. Toutefois, 1’idéal m est de type fini engendré
par les germes des fonctions coordonnées. Les quotients des anneaux &,
sont appelés algebres différentiables.

14+, Xil in
]

. _Foy=L .
axil...ax,;nf() ! i

III. THEOREME DE PREPARATION:
WEIERSTRASS. MALGRANGE

Cas formel.

Une série f(Xy, ..., X)) €k [ Xy, ..., X,] est dite réguliére d’ordre s
en X, si, en ’ordonnant par rapport a X,, f (X, ..., X)) = fo (Xq, -0y Xu— 1)
b fis (X X ) X+ f(X o, X~ ) X5+ ..., les conditions
suivantes sont satisfaites:

f0(0,..,0) = ... =f,_4(0,..,0) =0

f:(0,...,0) #0
Si le corps k est de caractéristique 0 ou si s = 1 ceci se traduit par les

conditions:
B, mens 1) = 0,0 =0
f(0,...,0) = ... = oxe1 O 0 =
0°5f
J ©,...,0)#0

0X,

n
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