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MODULES PROJECTIFS, MODULES INJECTIFS
GÉNÉRALISATIONS

par G. Maury

Je voudrais exposer de façon succinte, après un bref historique, les résultats

obtenus par une équipe de chercheurs de la Faculté des Sciences de Lyon
sur le thème « Modules projectifs, Modules injectifs. Généralisations ».

Je rappelle que c'est en 1940 que Baer a introduit la notion de module

projectif et celle de module injectif [1]. Ces notions ont donné lieu depuis
à de très nombreux mémoires : dans son livre [2] Report on injective modules

(1966), Tsai Che T. donne une bibliographie sur les modules injectifs
comportant environ quatre-vingt-dix mémoires.

1. Plusieurs généralisations sont intervenues par la suite:

Module de Baer : Un ^4-module à gauche M est dit un module de Baer
si pour tout idéal à gauche I de A et pour tout homomorphisme /: I A

il existe un élément x de M tel que, quel que soit i appartenant à /,/ (i) ix.
Baer a montré que si A possède un élément unité et si M est unitaire il

y a identité entre les notions de ^4-module à gauche injectif et celle de

T-module à gauche de Baer. Par contre si A ne possède pas d'élément unité
ou si M n'est pas unitaire, la notion de module de Baer constitue une
généralisation stricte de celle de ^(-module injectif [Faith et Utumi (3), 1964].

Module quasi-injectif : Johnson et Wong [(4), 1961] ont introduit la
notion de module quasi-injectif: un ^4-module à gauche M est quasi-injectif,
si quel que soit le sous-module A de M et quel que soit / homomorphisme
de N dans M il existe un endomorphisme de M qui prolonge /. La notion
de module quasi-injectif constitue une généralisation stricte de la notion de

module injectif. Elle a donné lieu à un certain nombre de mémoires
principalement japonais et français [Myashita (18), Harada (19), N. Chaptal (20),
Wong (21)...].

Module I-injectif : Sanderson [(17), 1965] considère une famille non
vide 1 d'idéaux à gauche de l'anneau unitaire A. Un A-module unitaire M
est dit T-injectif si quel que soit l'homomorphisme / d'un idéal à gauche I
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quelconque mais appartenant à la famille 1 dans M, il existe un homo-
morphisme g de A dans M qui prolonge /. Si l'on prend pour I la famille
de tous les idéaux à gauche de A, les notions de module « T-injectif » et de

module « injectif » coïncident. Soit P un A-module à gauche, Sanderson

définit un sous-module N ^-essentiel dans P (notation: NAP):
i

JV/jP^YxePj/Jx) {A e A | A x e N} e I et IN (x). x / 0
r

si x ^ 0. Si l'on prend pour I la famille de tous les idéaux à gauche de A,
la relation A coïncide avec la relation d'essentialité A bien connue.

i
Module semi-injectif au sens de Govorof : Govorof [(5), 1963] définit un

Z-module à gauche semi-injectif de la façon suivante: M est semi-injectif
si quel que soit le sous-module N de M, tout endomorphisme / de N se

prolonge en un endomorphisme de M. Govorof établit que cette notion est

une généralisation stricte de celle de module quasi-injectif.

Modules stables par les endomorphismes idempotents de leur enveloppe

injective : considérés par G. Renault [(6), 1966]. Comme les modules quasi-

injectifs peuvent être caractérisés par la propriété d'être stables par les

endomorphismes de leur enveloppe injective ce sont des modules particuliers
de ce type.

Module plat : La notion de module plat a été introduite par J. P. Serre

[(7), 1955]: un .4-module à gauche M est plat si le foncteur .®A M de la

catégorie des ^-modules à droite dans celle des Z-modules est exacte. Tout
module projectif est plat.

Module quasi-projectif : cette notion introduite par Myashita [(8), 1966]

constitue une généralisation stricte de la notion de module projectif: c'est

la notion duale de celle de module quasi-injectif : un ^(-module à gauche M
est quasi-projectif si étant donné un module quotient M/A de M et un
T-homomorphisme / de M dans M/N il existe un endomorphisme h de M
tel que th /, t étant l'épimorphisme canonique de M sur M/N.

Citons enfin pour mémoire la notion de module fidèlement injectif
introduite par B. Ballet [(22), 1968].

2. Parallèlement à ces généralisations, s'est développé un autre type
de généralisations, consistant à étudier les objets projectifs et les objets
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injectifs dans des catégories autres que celles des modules. Citons dans cette

voie, d'abord la thèse de P. Gabriel [(18), 1962] où la notion d'enveloppe

injective est définie et étudiée dans une catégorie de Grothendick à générateur,

le travail de Z. Semadeni [(9), 1963] qui vise à déterminer les objets

injectifs, respectivement projectifs dans certaines catégories topologiques
usuelles [cf. aussi M. Hacque (10), 1964], une note de A. Daigneault
[(23), 1968] donnant des conditions suffisantes sur une catégorie pour que
chaque objet y admettre une enveloppe injective.

3. Nous avons obtenu, à Lyon, des généralisations dans chacune des

deux directions précédentes et aussi dans une troisième direction dont nous
parlerons pour terminer. Dans la première direction, signalons les travaux
suivants :

Ravel [(11), 1966] a défini les modules semi-injectifs (respectivement
semi-projectifs): un ^4-module à gauche M sera dit semi-injectif (au sens

de Ravel) si lorsque M est sous-module d'un module M', il existe un épi-
morphisme de M' sur M. La notion de « module semi-projectif » est duale.
Un module injectif (respectivement projectif) est semi-injectif (respectivement

semi-projectif) mais la réciproque n'est pas exacte: par exemple
l'anneau A Z/4 considéré comme v4-module est semi-injectif sans être

injectif et semi-projectif sans être projectif. Plusieurs propriétés de ces

modules sont données par Ravel au chapitre 3 de sa thèse de spécialité [11]
Par ailleurs, dans un travail non encore publié, Ravel introduit et étudie les

couples quasi-injectifs de modules: un couple {M, M') de ^-modules à

gauche est quasi-injectif si, pour tout sous-module A de TU et tout homo-
morphisme f: N -» M\ il existe un homomorphisme de M dans M' qui
prolonge /. Dire que (M, M) est un couple quasi-injectif équivaut à dire
que M est un module quasi-injectif.

J'ai étendu [(14), 1968] les propriétés démontrées par G. Renault dans
sa thèse [(6), 1966] pour les compléments d'un module donné, aux L-complé-
ments d'un module donné: nous avons défini plus haut un sous-module
P L-essentiel dans un module M (notation P A M), M est dit aussi exten-

v

sion -^-essentielle de P.Nous dirons qu'un sous-module P de M est un
X-complément de Msi P'sous-modulede M, P A P', entraînent P

i
Dans le même travail, je définis et étudie les modules X-quasi-injectifs, qui
généralisent les modules quasi-injectifs: un module M est dit X-quasi-
injectif, si quel que soit le sous-module avec t quel que soit
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l'homomorphisme f:N-+M il existe un endomorphisme g de M qui
prolonge /.

J. Dazord [(15), 1966] a étudié les anneaux linéairement filtrés de

Gelfand, c'est-à-dire des anneaux commutatifs à élément unité munis d'une
filtration linéaire compatible telle que le radical de Jacobson est ouvert:
les anneaux de Zarisky en constituent un cas particulier. Dazord étend à ces

anneaux des propriétés des anneaux de Zarisky et étudie le complété Â de A

en tant qu'^-module au point de vue de la platitude et de la fidèle platitude.
Dans la deuxième direction, je voudrais signaler les résultats suivants :

Objet semi-injectif au sens de Ravel dans certaines catégories : la définition

d'un objet semi-injectif au sens de Ravel, donnée plus haut dans la

catégorie des modules, s'imagine sans peine dans une catégorie quelconque.
Ravel dégage un type de catégories pour lesquelles les objets semi-injectifs
sont les objets finaux. La catégorie des demi-groupes, grâce à un résultat de

Sutov [12], celle des groupes sont du type précédent et par suite les objets

semi-injectifs sont ceux réduits à un élément. Dans la catégorie des demi-

groupes commutatifs, les injectifs sont les demi-groupes réduits à un
élément, comme une démonstration directe permet de l'établir [(11), 1966

ch. 1 et 3].

Objet quasi-injectif dans une catégorie de Grothendick : J'ai remarqué
[(13), 1966] que les théorèmes de base sur les modules quasi-injectifs s'étendent

aux objets quasi-injectifs, dont la définition s'imagine sans peine, dans

une catégorie de Grothendick, si l'on ajoute l'hypothèse que ces objets

possèdent une enveloppe injective et que les sous-objets forment un ensemble

(ces hypothèses sont vraies pour tout objet lorsque la catégorie possède un
générateur). C'est ainsi que l'on peut établir que les objets quasi-injectifs
sont ceux qui sont stables par les endomorphismes de leur enveloppe

injective.
Si la catégorie de Grothendick possède un générateur, on peut aussi

déduire mes résultats du théorème de Popescu-Gabriel [(14), 1964]: c'est ce

que Tisseron a montré [(24), 1967].

Enfin, je voudrais signaler des résultats dans une troisième direction:
G. Renault a étudié les modules M tels que tout sous-module admette une
extension essentielle maximale unique dans M [(6), 1966]. J'ai étendu ses

résultats aux modules M tels que tout sous-module admette une extension

L-essentielle maximale unique dans M [(14), 1968].

Ravel a repris les travaux précédents en prenant pour cadre un treillis :

il caractérise les treillis modulaires et n-continus dans lesquels tout élément
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admet une extension essentielle maximale unique, la relation d'essentialité

se définissant facilement dans un treillis. Il étend ainsi et précise les résultats

de G. Renault et en revenant aux modules il donne une propriété inédite des

modules quasi-injectifs [(11) ch. 2 et 3]. Dans un travail non encore publié,

Ravel étudie par ailleurs, un treillis n-continu muni d'une relation dite

d-axiomatique: la relation d'essentialité, la relation de I-essentialité dans

le treillis des sous-modules d'un module constituent des relations d-axio-

matiques. Ravel étudie les treillis dans lesquels tout élément admet une

extension d-axiomatique maximale unique.
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