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L’HYPOTHESE DE FERMAT
POUR LES EXPOSANTS NEGATIFS

par Jean-Daniel THEROND

Rappelons tout d’abord Ihypothése de Fermat et les derniers résultats
connus.

Hypothése de Fermat : L’équation diophantienne
F,(x,y,z)y =x"+)y"—2z" =0

n’a pas de solution non triviale si I'entier n est strictement supérieur a 2.

Un calcul rapide (F, (ax, ay, az) = a" F, (x, y, z)) montre qu’il suffit de
chercher x, y et z premiers entre eux; les racines seront alors appelées
primitives. De plus, si n = gp, Uidentité F, (x,y,z) = F,(x%, Y% 2% nous
conduit & ne démontrer la proposition uniquement lorsque n est 4 ou un
nombre premier impair. Euler le fit pour 3 et 4, puis Legendre et Dirichlet
pour n = 5 en 1825 seulement (I’hypothése, publiée en 1670, date de 1637)
et, en 1840, Lamé et Lebesgue pour n = 7.

Kummer crut trouver une démonstration générale en raisonnant dans
I’extension Z [C] de Z, ou ( est une racine primitive n-iéme de I'unité, et
en écrivant F, (x, y, z) = 0 sous la forme:

x+HNEH)E+HEY) o x+ T ) = 2

Il avait en effet supposé implicitement, ce que les résultats de 1831 sur les
entiers de Gauss pouvaient laisser espérer, que dans ’anneau Z [{] (anneau
des entiers algébriques du corps cyclotomique Q (C)) la décomposition en
produit de facteurs premiers est unique (ce qui implique que si le produit
de deux nombres premiers entre eux est une puissance n-iéme d’un autre,
chacun en est).

Or ce n’était pas le cas, comme il le démontra lui-méme. Il réussit
néanmoins, en créant la notion d’idéal et la théorie des corps de nombres
algébriques, a démontrer I’hypothése de Fermat pour les entiers n dits
réguliers, c’est-a-dire tels que le nombre de classes de diviseurs du corps
cyclotomique d’ordre n Q ({) soit divisible par n (on pourra en trouver la
démonstration dans [5]). Ces nombres vérifient un certain critére ou inter-
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viennent les nombres de Bernouilli. L’hypothése fut ainsi vérifiée pour tous
les nombres premiers impairs inférieurs & 100 hormis 37, 59 et 67. Depuis,
de trés nombreux auteurs (cf. [4]) ont démontré d’autres 1ésultats utilisant
d’autres critéres qui, vérifiés a ’aide de calculatrices, permettent d’affirmer:

L’hypothese de Fermat est démontrée pour toutes les puissances n supé-
rieures a 2 et telles que n comporte, dans sa décomposition en produit de
facteurs premiers, soit 4 soit un nombre premier impair inférieur a 25 000
(<. [31).

Le probléme n’a pas, semble-t-il, été examiné pour les exposants négatifs.
C’est ce que, en admettant ’hypothése de Fermat, on va faire maintenant
en démontrant:

THEOREME 1: L ’équation diophantienne F, (x,y, z) = x"+y"—z" = 0 ou
neZ
— n’a pas de solution si n < —2
— posséde des solutions sin = —1 oun = —2.

On calculera explicitement ces solutions.

DEMONSTRATION: L’exposant de x, y et z étant dorénavant négatif, on
I’écrira sous la forme —n ou n>0.

x" y" Xy

= Z = ———.

x" 4+ y" "X Y

z e N* =>”\/x"+y"eQ*¢>3p et geN*:"/x"+)" 7
q

qui implique

F_,(x,y,2) = 0=2" =

(gx)" + (qy)" — p" = 0.

Or, d’aprés I’hypothése de Fermat, ’équation diophantienne F, (¢x, gy, p) =0
n’a pas de solution non triviale si #>2, donc F_, (x, y,z) = 0 n’a pas de
solution en nombres entiers si #>2. Ce qui démontre la premiére partie du
Théoréme 1. A
Pour la seconde, on calculera effectivement les racines primitives.

Pour » = 1 on va montrer:
- . o L .11 1
THEOREME 2: Les racines primitives de [’équation diophantienne — + — = —
X y =z
sont x = p+1,y =p(p+1), z= p ou pe N*.



249 —

DEMONSTRATION: Il existe p et g, premiers entre eux, tels que px = gy
(car (x,y) = 1), donc

1 + 1 px
F_l(x,y,z):():;__l_i:p q=——=>Z°—
X

pX pX z S pHq

(p,q) = 1= (p,p+q) =1 o1 ze N* donc p+q divise x, ainsi il existe un
entier m vérifiant x = m (p+q) d’ou

p p
z = pm y=-x==m(p+q)
q q

or I’on exige (x, y,z) = 1 d’ou, en divisant x, y et z par m,

p
X = p+q y=5@+® zZ=p.

Or y n’est entier, puisque (p, q¢) = 1 et (p+4q,q) = 1, que si g = 1, ce qui
démontre le Théoreme 2.

%
% %

Pour n = 2 on utilisera le théoréme suivant que I’on ne démontrera pas.

THEOREME 3: Les racines primitives non triviales de |’équation diophan-
tienne F, (X,y,2z) = x> +y* — z2 = 0 sont
a?—b? a’ +b?
y = ab g =
2 2
ou a et b sont impairs et premiers entre eux.
Démontrons, en utilisant ce résultat:

X =

. . . 1 1 1
THEOREME 4 : Les racines primitives de l’équation diophantienne —+—==-,

Yy Z
sont

x =4n(4n*+1) y =U@n"-1)(@n*+1) z =4n(4n®>—-1) neN*

DEMONSTRATION :
1 1 1 x> y?
—_ et —=— =7 = —
xZ y2 ZZ x2 +y2
oll x,y et z sont premiers entre eux, donc x*+y? est un carré que I’on
notera t2.

x*4+y? =1t* < F,(x,y,t) =0 dont les solutions primitives sont
(cf. th. 3)




= — B a? + b?
2 2

ou (a,b) =1, a et b impairs.
Donc

X =

xy a’—b?
t b
A quelles conditions z est-il entier ? Les entiers a et b étant impairs (et
différents sinon x = 0 et x~ 2 n’est pas défini), posons
a =2p+1 b =2g+1 avec p>gq (sinon x <0)
ou p € N ainsi que gq.
a+b =2(p+q+1) et a—b =2(p—q)

b.

z =

donnent
. = 2(p+q+1)2(p—-9)(2p+1) (29 +1)
2p+1)* + (2q +1)*
dont le dénominateur égal a 4p* - 4dp - (4g*°+4g+2) égale aussi
4(p—q)(p+q+1) +2(2g+1)% donc
. - 2(p+q+)(p—q9 Cp+1)(2g+1)
2p+g+1)(p—q) + (2q+1)*
Le fait que z doive étre entier exige que 2¢g-+1, premier avec 2p-+1, soit
divisible par p—q ou p+g-+1 (qui sont premiers entre eux sinon 2p-+1 et
2g-+1 ne le seraient pas). Or p+¢g-+1 > 2g-+1 donc
2+k)yg+1
0 ,
dans lequel I’entier k est impair, sinon p n’est pas entier.
Ainsi

2g+1 =k(p—q)=p =

. 2(p+q+1)C2p+1)(2g+1)
2(p+q+1) + 29+ 1k

Or
k+2 k+1
2p+1=(2q+1)—k— et p+q+1=—k—— (2g +1)

d’ou

2 [(241 +1) lf——;;—l—] [(2q +1) %E‘J (2g +1)

k+1
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d’ou
C2(k+1)(k+2)
C k[(k+1)?+1]

(2g +1)*.

Or (k, 2) = 1 (sinon p ¢ N); (k, k1) = 1 et (k, k+2) =1 car k est impair,
ce qui implique, en outre, ((k+1)* 4+ 1,2)=1. Il existe p =1 et
g = —(k+1) tels que p(k+1?+1)+g(k+1)=1, donc k+1 et

= (k+1)*> -+ 1 sont premiers entre eux. En divisant (k-+1)* + 1 par k42
suivant ’algorithme d’Euclide, on obtient comme dernier reste non nul 1
car k est impair; ainsi ces deux nombres sont premiers entre eux.

Donc kK est premier avec 2 (k1) (k-+2) il faut donc que (2g+1)?,
donc 2g-+1, soit divisible par kK; ainsi 2g+1 = ckK pour un certain
entier ¢ donc 2g-+1 = b = ckK et ’

k+2
a =2p+1 = (2q+1)T = (2+k)cK.

Ainsi

az—bz . 2 2 _a2+b2 .2 3
— =2+ DK t=o s =K

X =

y =ab = k(k+2)* K>  z = ’“t_y = Ue(k+1)(k+2)* K.

Or 'on désire (x, y, z) = 1 d’ot, en divisant x, y et z par ¢* K et en rem-
plagant K par sa valeur

x =2k +1)[(k+1)*+1]
vy =kk+2)[(k+1)*+1] = [(k+1) =1][(k+ 1) + 1] [(k +1)? +1]

z = 2&(k+1)(k+2) = 2[(k+1)—1](k+ 1) [(k+1)+1]

ol k est impair donc k-1 = 2n ol n € N*, ce qui termine la démonstration
en donnant les valeurs annoncées.

Les premiéres valeurs des triplets (x,y,z), pour » = 1 a 10, sont:
(20, 15, 12); (136, 255, 120); (444, 1 295, 420); (1 040, 4 095, 1 008); (2 020,
9999, 1980); (3480, 20 735, 3 432); (5 516, 38 415, 5 460); (8 224, 65 535,
8 160); (10900, 97 775, 10 828); (16 040, 159 999, 15 960).
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