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FIBRES SUR LE BRANCHEMENT SIMPLE

par C. Godbillon et G. Reeb

1. Introduction

On sait l'intérêt que présentent les variétés topologiques non séparées

à une dimension dans l'étude des feuilletages du plan. En effet, tout feuilletage

F du plan possède les propriétés suivantes:

a) les feuilles de F sont fermées et homéomorphes à la droite réelle 9? [1];

h) l'espace des feuilles X de F est une variété topologique à une dimen¬

sion, en général non séparée, simplement connexe et à base dénom-

brable [1];

c) la projection canonique du plan sur X est une fibration localement

triviale [2].

La situation la plus simple (en dehors du cas bien connu où X est la
droite réelle est celle où X est le branchement simple [1]. La non séparation

de X met alors en défaut les deux résultats fondamentaux suivants [3] :

— un fibré localement trivial dont la base est contractile est trivial;

— un fibré localement trivial dont la fibre est contractile a une section.

Le but de cet article est d'aborder, sur le cas du branchement simple,
une étude des fibrés localement triviaux de fibre 9? dont la base est une
variété à une dimension non séparée.

Après avoir obtenu des critères de séparation et de non séparation de

l'espace total, on montre comment le type de ces fibrés peut varier à l'infini.
Sans vouloir en expliciter une classification générale (d'un intérêt d'ailleurs
limité), on donne cependant un théorème d'unicité des fibrés ayant un
espace total séparé. Ces fibrés, qui sont tous isomorphes pour le groupe des

homéomorphismes croissants de la droite, se répartissent en deux classes

d'équivalence pour ce groupe; par contre, ils sont tous équivalents pour
le groupe des homéomorphismes.

Interprété en termes de structures feuilletées du plan, ce théorème

permet de donner une classification de ces feuilletages (orientés ou non)
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ayant le branchement simple pour espaces des feuilles, résultat qui précise
ici un théorème général de W. Kaplan [2].

Dans une dernière partie on restreint le groupe structural des fibrés au

groupe des translations et au groupe des difféomorphismes de 9t. Dans ce
cas-ci on obtient aussi un théorème de classification des fibrés differentiates
séparés; par contre on ne peut plus en déduire une classification differentiate

des feuilletages differentiates du plan.

2. Le branchement simple

Soient 9tx et 9t2 deux exemplaires de la droite réelle paramétrés
respectivement par x± et x2. Le branchement simple X est le quotient de la somme
topologique I 9^ u 9t2 par la relation d'équivalence qui identifie les

points xx et x2 pour x1 — x2 x < 0. On note n la projection de I sur X.
L'espace X est une variété topologique de dimension 1 non séparée.

En effet U1 n (9tx) et U2 n (9î2) sont des ouverts de X, et les restrictions

de n à 9^ et 9t2 définissent un atlas de X; on identifiera l'intersection
U U1 n U2 avec l'intervalle ] — oo, 0 [ de 9t. Les points o1 e Ut et o2e U2,

images par n des origines de 9^ et 9t2, sont les points de branchement de X
(points non séparés).

L'involution de I qui échange les deux exemplaires 91
x et 9t2 définit une

involution continue h de X qui échange les deux ouverts U1 et U2 en laissant

fixes les points de U.

Plus généralement, un homéomorphisme f de X laisse Ut et U2

invariants ou les permute; le premier cas est caractérisé par /(oJ o1 (ou

/(o2) o2), le second par /(oj — o2 (ou / (o2) ot). Dans tous les cas

on a f{U) U.

On peut enfin remarquer que le branchement simple est un espace

contractile, donc acyclique.
I

I

j 3. Fibrés sur le branchement simple

Soit t] — (E,p, X) un fibré localement trivial de base X et de fibre 91;

tous les fibrés intervenant dans la suite étant de ce type, on dira simplement

que rj est un fibré sur X.

On peut considérer rj comme un fibré à groupe structural au sens de

Steenrod [3]; le groupe de structure est ici le groupe G des homéomor-
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phismes de la droite réelle iR muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts.

Les fibrés induits par rj sur les ouverts U1 et U2 sont triviaux. Deux tri-
vialisations : Ux x 9Î -» p~x (Ux) et <P2\ U2 X $1 -» p~x {U2))àtr]jU1Qt
tf/U2 déterminent alors un changement de carte continu g: ] — oo, 0 [ -» G

(noté x gx) tel que

4>i(xuy) $2{x2,gx{y)) pour xt x2 x<0.
Réciproquement une application continue g de ] — oo, 0 [ dans G permet

de construire un fibré rj (E,p, X) sur X; g détermine de plus des

triavialisations <PX et <P2 de fi/Ul et rj/U2.
Soit g' une seconde application continue de ] — oo, 0 [ dans G et soient

y\ (E',p', X) le fibré associé, et $2les trivialisations correspondantes
de rj/U1 et ff/U2. Un isomorphisme F de rj sur r\ détermine un homéo-

morphisme / de X. Si o1 est un point fixe de /, on peut trouver deux
applications continues a et ß de 91 dans G telles que

F&1 (xuy)X(/(xi), aXi(y))

F<P2(x2,y)<P'2(f (x2), ßXi(y))i

la condition de compatibilité s'écrit alors

9'f(x)axßxdxpourtout x < 0

Réciproquement la donnée de deux applications continues a et ß de iR

dans G et d'un homéomorphisme / de ] — oo, 0] vérifiant la condition de

compatibilité précédente permet de construire un isomorphisme F de rj
sur y\

Si par contre / échange ox et o2 la condition de compatibilité s'écrit

9ff(X)ßx9x Pour tout x < 0

Les fibrés rj et y\ sont équivalents dans G si on peut trouver un isomorphisme

F pour lequel / est l'identité.

Proposition 1.

Soit rj (E, p, X) un fibré sur X. On peut réduire le groupe de
structure de rj au sous-groupe G+ des homéomorphismes croissants
de 5R.
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Démonstration. — Le groupe G des homéomorphismes de 51 a deux

composantes connexes par arcs: le sous-groupe G+ et l'ensemble G~ des

homéomorphismes décroissants.
Soit g le changement de carte associé à des trivialisations de rj/U1 et

rj/U2. Si g est à valeurs dans G~, rj est équivalent au fibré associé à —g; il
suffit en effet de prendre otx —ßx identité pour tout x e 9L

Corollaire.
Tout fibré sur X est orientable.

On supposera dorénavant que les fibrés sur X sont définis par un
changement de carte à valeurs dans G+

Proposition 2.

Les fibrés rj et r\ associés aux changements de carte x gx et

x -» g"1 sont isomorphes dans G+.

Il suffit en effet de prendre pour a et ß l'application constante de 91 sur

l'identité, et pour homéomorphisme de X l'involution h.

Remarque. — Les fibrés rj et q ne sont pas en général équivalents dans
1

G comme le montre l'exemple où g est défini par gx(y) — y + —."" ' " '

x
Mais dans cet exemple rj et r\ sont équivalents dans G (on prend

ßx ~ ~ identité pour tout x e 91). Par contre si g est défini par
Sx (y) — xy> *1 *]' ne sont pas équivalents dans G.

Proposition 3.

Soit rj (E, p, X) un fibré sur X. L'espace E est une variété

topologique de dimension 2 (en général non séparée), simplement

connexe et acyclique.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la trivialité locale

et de la suite exacte d'homotopie de rj [3].

Corollaire.
Si E est séparé, il est homéomorphe au plan 9t2. Les fibres de tj

définissent alors un feuilletage du plan ayant X pour espace des

feuilles.

Remarque. — Dans cette dernière situation le changement de carte g
définit non seulement une orientation du feuilletage, mais aussi une
orientation du plan.
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Si deux tels fîbrés sont isomorphes dans G+, l'homéomorphisme
correspondant du plan est compatible avec ces deux orientations; par contre un

isomorphisme dans G, et non dans G+ induit un homéomorphisme compatible

avec les orientations des feuilletages, mais renversant l'orientation du

plan.

4. Critères de séparation

Soient rj (E, p, X) un fibré sur X, et &2 des trivialisations de rj/U1

et rf/U2, et g le changement de carte associé.

Les ensembles p-1 (È/j), p~x (U2) et/?-1 (X — { ou o2 }) sont des ouverts

séparés de E. Par conséquent si ei g p-1 (C/J et e2ep~1 (U2) sont des points
non séparés de E on a ex (Pl (0, y) et e2 $2 (0, z).

Proposition 4.

Pour que E soit non séparé, il faut et il suffit qu'il existe

une suite (£n) de nombres négatifs tendant vers 0,

une suite (yn) ayant une limite finie y,
telles que la suite (g^n (yn) ait une limite finie z.

Démonstration. — La condition est suffisante car la suite sn (£n,
yn) <P2 (én, gçn (yn)) converge simultanément vers les points e- (0,y)
et e2 <P2 (0,z).
Supposons réciproquement que q1 (0,y) et e2 (P2 (0,z) soient deux

points non séparés de E. Soient (V„) neN (resp. (W„) neN) un système
fondamental de voisinages emboités de ei (resp. de e2) contenus dans p-1 (Ui)
(resp. p-1 (U2)). Pour tout n on peut trouver un point s„ — (£„,y„)

(£«> g!;n (Yn)) dans V„nw„. La suite (e„) tend alors simultanément vers

e! et vers e2 ; les suites (Q, (y„) et (g (£„) yn) ont donc respectivement 0,
y et z pour limites.

C.q.f.d.

Corollaire.
Soit z un point d'accumulation de gx (p) pour y fixé et x tendant

vers 0. Alors les points <P1 (0, y) et #2 (0, z) ne sont pas séparés
dans E.

Exemples. — Soient (rjdo^i^i les fibrés associés aux changements de

carte suivants:
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0 - 0x00

1

2 —

3 -
4 -
5 -

9x(y) y + sin-

dxOO y + - sin -
X X

Sx (y) y+ -
X X

9x(y) -xy
— xy si | y | ^ 1

0X OO •! - x + y - l siy ^ 1

x + y + 1 si y < — 1

1

y + -
6 - gx(y)

1

y H h exp
x

1 1

—I—ô

7 - 9 x(y) y + -
X

si y ^ 0

si y > 0

On déduit du corollaire précédent que les fibrés (rji)0^i^5 ne sont pas
séparés, et de la proposition 4 que r\6 est aussi non séparé alors que rj7 est

séparé.

On peut d'ailleurs remarquer, en considérant les ensembles d'accumulation

de gx (y) pour y fixé et x tendant vers 0, que ces fibrés sont tous
distincts (deux à deux non isomorphes).

Ces exemples montrent aussi comment on peut varier à l'infini le type
des fibrés sur X.

Proposition 5.

Pour que E soit séparé il faut et il suffit que pour tout y dans 91

on ait lim gx (y) — co (ou + oo).
x-+0

Démonstration. — Si E est séparé, le corollaire de la proposition 4

montre que gx (y) n'a pas de point d'accumulation à distance finie pour y
fixé et x tendant vers 0; on a donc lim | gx (y) | oo pour tout y dans 91.

Désignons par A (resp. B) l'ensemble des points y de 9ï tels que

limgx(7) — oo (resp. +oo) et supposons A et B non vides.
x->0
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Si y0 est dans A (resp. y% dans B) on a aussi y dans A (resp. dans B) pour
y rg y0 (resp. y ^ yx). Les ensembles^ et F sont donc des intervalles

disjoints recouvrant 5t. L'un des deux, par exemple A, est fermé; on note alors z

le plus grand élément de A.
Soit (Ç„) une suite de nombres négatifs tendant vers 0 telle que g^n (z) < 0

pour tout n. On peut trouver une suite strictement décroissante (yn) tendant

vers z telle que g^n (y„) < 0. Chacun des yn étant dans B, il existe Çn > Çn

tel que g^n (yn) 0. La proposition 4 montre alors que cette situation est

impossible si E est séparé; on a donc A <fi ou B </>.

Supposons maintenant que pour tout y dans 5t on a lim gx (y) — oo.
x^O

Soient (£„) une suite de nombres négatifs tendant vers 0 et (yn) une suite

ayant une limite finie. Si z est un majorant de la suite (yn) on a g^n (yn) ^ gçn(z)

pour tout n; et par suite lim g^n (y„) — oo. L'espace E est donc séparé.
n-* oo

C.q.f.d.

Corollaire.
Si lim gx (y) — oo pour tout y dans lim g"1 (y) +oo pour

tout y e 5?.

5. Classification des fibres séparés

Soient rj (E, p. X) et r\ (E\p\ X) deux fibrés sur X associés à

des changements de carte g et g', et tels que E et E' soient séparés.

Proposition 6.

Soit Fun isomorphisme de rj sur r\ pour le groupe G+ induisant
un homéomorphisme / de X ayant ot comme point fixe. On a alors
lim gx (y) lim gx (y) pour tout y dans 5t.
x^O x^O

La démonstration est immédiate.
Plus précisément, on a d'ailleurs:

Théorème.
Pour que les fibrés séparés rj et rj' soient équivalents dans le

groupe G + il faut et il suffit qu'on ait lim gx (y) lim g'x(y) pour
tout y dans 5t x^° x~*°

La condition nécessaire est une conséquence de la proposition 6. Supposons

donc que lim gx (y) lim gx (y) - oo pour tout y dans 5t (le cas
x-+0 x->0
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où cette limite est +00 se traiterait de façon analogue).

Lemme 1.

Il existe une application /de [— 1, 0 [ dans 51 ayant les propriétés
suivantes :

a) lim f(x)= +00

b) g-1 (/ — i)) 0

c) 9x{f(x))<0 pour tout x > — 1

d)lim gx(f(x))-co.
x->0

Démonstration. — Soit (yn)n^1 une suite strictement croissante de

nombres positifs tendant vers l'infini. On peut construire une suite strictement

croissante (On^i dans ] — 1, 0 [ tendant vers 0 et telle que l'on ait pour
tout n gx(yn) < -n pour x ^

On a alors

9x(y„) <-npour xe[£„, £„ + 1]

9in+1(y)< -(" + P°ur ye [>„,y„ + 1]

Il existe donc un homéomorphisme croissant /„de [£„, £„+1]sur [yn,yn + 1]

tel que gx (/„ (x)) < —n pour tout x e [£„, Çn+1]. Le recollement des fn détermine

/ sur l'intervalle [£ls 0 [; on étend alors / à [ — 1, 0 [ de façon à satisfaire

aux conditions a) et h/ Cqfd
On construit de même une application /' de [— 1, 0 [ dans 51 ayant les

propriétés a), b), c), d) du lemme 1 avec g' en place de g.
On désigne par F (resp. F') le fermé réunion de la droite x 0 et de

l'ensemble des points (x, y) tels que —1 ^ x < 0 et \ y | ^ | (/ (v)) |

(resp. \y\g I g'(/'(x)) |.

Lemme 2.

Il existe un homéomorphisme de F sur F' de la forme

(x, y) -» (x, ex (y)) où pour tout x, ex est une application croissante,

et e0 identité.

Démonstration. — On définit ex (y) par

ex(y) y Si \yIg inf(|^(/(x))|, \g'x(f(x)\)
ex(dx(/(*))) g'x(f(x))
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ex(-gx{f {*))) ~g'x{f(x))
exest affine pour y^iinf(| |, I 0* (/'(*)) I)

et y g | g'x(f (x)) |)
C.q.f.d.

Lemme 3.

Il existe une application continue a de 51 dans G+ ayant les

propriétés suivantes:

ax — identité pour x rg — 1 et x 0

«Ay) dx1 e'1 g'x(y)si g

On construit a par un procédé analogue à celui utilisé dans la démonstration

du lemme 2.

Démonstration du théorème. — On définit une application continue ß

de 51 dans G+ par

ßx identité si x ^ 0

ßx(y)ex(y) Si Oc,y) 6

ßx(y) g'x^A 9xAy)six < O et (x,y)$F.

On a alors ßx gx <xx — gx pour tout x < 0.

C.q.f.d.

Corollaire 1.

Pour le groupe G+ il existe deux classes d'équivalence de fibrés

séparés sur X.

En effet, si rj est défini par un changement de carte g tel que
lim gx (y) — oo pour tout y dans 5t il est équivalent dans G+ au fibré rji
x-+0

associé au changement de carte gx (y) y ~f—.
x

Si, par contre, lim gx{y) +oo pour tout y dans SR, rj est équivalent
x->0

dans G+ au fibré rj2 associé au changement de carte g"x (y) — y —
x

Enfin on a remarqué après la proposition 2 que les fibrés rjt et rj2 ne sont
pas équivalents dans G.
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Mais rj1 et rj2 sont isomorphes dans G+ et équivalents dans G; on a

donc:

Corollaire 2.

Tous les fibrés séparés sur X sont isomorphes pour le groupe G+.

Corollaire 3.

Tous les fibrés séparés sur X sont équivalents pour le groupe G.

On peut traduire ces corollaires dans la théorie des feuilletages du plan.
Rappelons pour cela que deux structures feuilletées J5" et 3F' du plan sont
équivalentes pour un groupe T d'homéomorphismes du plan s'il existe un

homéomorphisme / dans T qui transforme chaque feuille de 3F en une
feuille de 3F* ; si 3F et 3F' sont orientées / doit de plus être compatible avec
les orientations de ces feuilles. On a alors (comparer à [2]):

Corollaire 4.

Tous les feuilletages (non orientés) du plan dont l'espace des

feuilles est le branchement simple sont équivalents pour le groupe
des homéomorphismes conservant l'orientation.

Corollaire 5.

Pour le groupe des homéomorphismes conservant l'orientation,
les feuilletages orientés du plan dont l'espace des feuilles est le

branchement simple se répartissent en deux classes d'équivalence.

Corollaire 6.

Tous les feuilletages orientés du plan dont l'espace des feuilles

est le branchement simple sont équivalents pour le groupe des

homéomorphismes.

6. Spécialisation du groupe de structure

Les résultats précédents montrent que chaque fibré séparé sur X est

équivalent dans G+ à un fibré pour lequel le changement de carte prend

ses valeurs dans le groupe Tdes translations de 3t. On peut donc se proposer
d'étudier les fibrés localement triviaux de base X, de fibre 3t et de groupe T ;

un changement de carte s'identifie alors à une application continue de

]-oo, 0 [ dans 3t. Si oc et ß sont deux telles applications, les fibrés associés

sont isomorphes dans T si et seulement si il existe un homéomorphisme/de
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] — oo, 0] tel que a (x) - ß (/ (x)) se prolonge à 9?; ils sont équivalents si

1

a (x) — ß (x) se prolonge à 91. Par exemple les fibrés définis par a (x) -

et ß (x) — sont isomorphes, mais ne sont pas équivalents dans T; les
x

1 11 •

fibrés définis par a (x) - et ß (x) - + sin - ne sont pas isomorphes
x xx

dans T (mais sont équivalents dans G+).
On peut aussi réduire le groupe de structure au sous-groupe H des

difféomorphismes de 91 et au sous-groupe H+ H n G+.
Si l'on suppose de plus que X est muni d'une structure differentiate,

on peut aussi se restreindre aux applications / dans H (ou H+) qui
déterminent des applications differentiates du produit de la source de / par 91

dans 9t. Avec cette restriction, on démontre, comme dans le cas continu,
le même théorème de classification des fibrés differentiates séparés sur X.

Par contre on ne peut pas déduire de ce résultat une classification
differentiate simple des feuilletages differentiates du plan. Il existe en effet
des structures feuilletées differentiates du plan ayant le branchement simple

pour espace des feuilles, et induisant sur X des structures differentiates non
difféomorphes [1].
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