Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 12 (1966)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Artikel: UBER EINE FUNKTIONALGLEICHUNG

Autor: Domiaty, R. Z.

Kapitel: 4. SATZE UBER DAS RECHNEN MIT Z-FOLGEN
DOI: https://doi.org/10.5169/seals-40727

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 09.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-40727
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

— hh

4. SATzE UBER DAS RECHNEN MIT Z-FOLGEN

Die eineindeutige Zuordnung der reellen Zahlen aus (0,1) zu
den Z-Folgen aus D schreiben wir abgekiirzt in der Form

xo(d,) xe(0,1), (d,)eD.

Damit ist gemeint, dass (d,) die der Zahl z gemiss (Z) zuge-
ordnete Z-Folge ist. Daraus kann man sofort folgende Aussage
ableiten:

(A) Wenn z; & (d,,,) und z, « (d,,,) 1st, so st z, = x,
gleichbedeutend mit d, ,, = d,,, fir alle m = 1,2, 3, ...

Das gibt jetzt Anlass zu der

DeriniTioNn 1. Die natiirliche Zahl 1 = 1 (x,, x,) heisst der
Index zweier verschiedener reeller Zahlen x; und z, aus (0,1),
wenn folgendes gilt:

1_ xl (—)(dl,m) und .X2 ('—)(dz’m)

2. dy,; #4dy,
3. Wenn ¢ > 1 ist, so sei auch d, , = d, , fur alle k = 1,2, ...,
1 — 1.
Mit dieser Bezeichnung gilt jetzt
(B) Es sei
xl # x?.)xl H(dl,m)s x2 H(dZ,m) und 1= i(x19x2) .

Dann ist x; > x, gleichbedeutend mit d, ; < d, ;.

Hivrssarz 2. a) Es sei x — (d,). Dann gibt es zu jedem
e > 0 ein k(e) derart, dass fir alle ye (0,1) aus der Beziehung
1 (x,y) > k die Beziehung |x — y| < ¢ folgt.

b) Es set

Ty > (dp,m)y T < (dy), T, # 2 und 1, = 1 (z,, 2)

fir n=1,2,... Dann folgt aus lim i, = oo die Beziehung
n—
lim x, = x.

n-—oo



Beweis. Da b) unmittelbar aus @) folgt, geniigt es, a) zu
beweisen. ¢ > 0 sei beliebig und fest. Wir wihlen jetzt eine
natiirliche Zahl & so, dass ¢ > 2'*ist, und betrachten nur solche
y aus (0,1), fiir die 7 (z,y) = &k + 1 ist. Ein solches y greifen wir
heraus. Die zugeordnete Z-Folge sei (d,), und der Index sei i*.
Dann kann man die Differenz |xr — y| vermoge (3) abschétzen:

lx — y| — |2—(d1+---+dk+1+k+1) '3 9 —(i+..+dg 2 +k+2) + ..

— @t gtk D) o=@ttt a ki)

A

2—(d1+...+dk+k+1)[2-—dk+1 4 2 Wrprtdig2+l) Lo
4+ 27kt 4 Whpitdi2t ) ]

é 2—(d1+...+dk+k+1)[1 + 2-—1 3 2—2 e 1+ 2—1 o 2—2 .3 ]

é 2—(d1+"'+d,k) 2—k+1 <e.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Aussage b) in
Hilfssatz 2 nicht umkehrbar ist. Das zeigt das Beispiel

X, =21 +27% +27%"(,,) =(0,3,n,0,0,...0,..)
x =2"'+2%-(d,) =(0,4,0,0,...0,..).

Es gilt Iim z, = z, aber lim 7, = 2.

n—* o0 n-> oo

Im weiteren bendtigen wir oft den bekannten

Hivrssatz 3. (q,) set eine Folge natiirlicher Zahlen. Dann ist
die Negation der Aussage lim g, = oo gleichwertig mit der Aus-

-
- sage, dass in der Folge (¢;) ene feste natiirliche Zahl k unendlich
- oft vorkommd.

Weiter brauchen wir den

/ HivLrssatz 4. Es sei z, o (d,,), o (d,), z, <z und
1, =1 (2, %) firn =1,2,3, ... Dann ist lim z, = x gleichwertig
mit lim i, = o . e

n— o
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Beweis. Wegen Hilfssatz 2, b) haben wir nur zu beweisen,
dass unter der angegebenen Voraussetzung aus lim z, = z die

n—aoo

Behauptung lim i, = oo folgt. Wir fithren den Beweis indirekt.

n—oc

Aus der Annahme, dass lim ¢, = oo nicht gilt, folgt mit Hilfs-

satz 3, dass es eine natiirliche Zahl k& gibt, die in der Folge der
(1,) unendlich oft vorkommt. Es sei also (4,) eine unendliche Teil-
folge aus der Folge der natiirlichen Zahlen (r) mit der Eigen-
schaft

i, =k (n =1,2,..). (4)

Fir alle n gilt wegen (4)

xo — xln —_ 2“(d1+1) + 2"(d1+d~2+2) + L. + 2-(d1+...+dk+k) + .

D I e N
e N L AL
_ oy @ittt +2—(d1+...+dk+1+k+1)

~@,,  trtda, k) teeddy o k1)

—_— 2_(d’1n,1

2—(d1+...+dk_1 +k) {2 —dy,

~2

—(dptdr+1t+1)

+ 2 + ...

- [2—d,1,,,k + LT R SRR ] j -

Nach unserer Voraussetzung sind alle z,, kleiner als x. Weil
fir jedes A, stets i (x, ,x) = k ist, gilt also wegen (B) fiir alle
A, die Beziehung

d.+1=d; .

Setzt man das in die vorhergehende Formel ein, so erhdlt man
fir alle n

—(dy+ ... +d +k —dk+1+1)
B i P SU RN

n

xO‘—xl

— 2—(d}'n,k-dk)[1 = 2-(dln,k+1+1) + ]}

2—(d1+...+dk+k))[1 4 2"("k+1+1) _2—1(1 + 2—1 + )]

v

—(di+ . tdg4q thk+1)

=2 > 0.
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Fir alle n gilt demnach

X — x,Zn ; 2“(d1+... +dp41t+tk+1) > 0.

Das bedeutet aber gerade
lim inf (x —x, ) > 0,

d.h. die Folge (z,) kann nicht gegen x konvergieren. Damit ergibt
sich ein Widerspruch gegen die Annahme, dass lim i, = o0

nicht gilt. Somit ist diese Annahme falsch und der Hilfssatz
bewiesen.

5. KONSTRUKTION EINER LOSUNG VON (2)

Es sei (d,) eine Z-Folge aus D. (Siehe Abschnitt 2). Jeder
solchen Folge kann man einen Ausdruck

z = Y*d,' (5)
m=1

zuordnen. Dabei bedeutet Y * die Summe iiber alle m, fir die

d, # 0 1st. Es lasst sich zeigen, dass z entweder eine positive
reelle Zahl 1st oder co. Denn nach Definition einer Z-Folge (d,,)
sind alle d,, nicht negativ, und mindestens ein d,, ist von Null
verschieden. Die Folge der Partialsummen

(Zre)

~1st daher eine monoton steigende Folge. Also ist z entweder
- konvergent oder bestimmt divergent. Es gilt daher

z&(0, o0].

Nach den Uberlegungen im Abschnitt 3 kann man jeder

reellen Zahl aus (0,1) in eineindeutiger Weise eine Z-Folge aus

- D zuordnen. Somit kann man mit (5) auf folgende Art eine
positive reelle Funktion erkliaren: Wenn

x «(d,)
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