8. Les variétés de contact lagrangiennes.
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qui se présentent, pour 2 < £ < n— 2 surtout: d’ailleurs, pour
k = 1, on pourra y chercher 'explication mathématique de phé-
nomenes de turbulence.

Les variétés greffées sont évidemment un cas particulier des
variétés généralisées B. Nous ne possédons, & vrai dire, pas
d’exemple de variété généralisée B non greffée. Un tel exemple
existe probablement: nous avons récemment résolu affirmative-
ment une question dans le méme ordre d’idées [21 V]. D’autre
part, en utilisant la remarque & la fin du paragraphe précédent,
on peut démontrer qu'en ajoutant, & une variété généralisée B,
une variété singuliére d’étendue aussi petite que l'on voudra,
on aboutit a un mélange de variétés greffées.

8. LLES VARIETES DE CONTACT LAGRANGIENNES.

I1 serait bon que nous précisions la notion de mélange. Nous
nous permettrons donc d’intercaler quelques remarques qui se
rapportent & nos conventions de mesurabilité. Soit 4 un ensemble
de variétés généralisées Z,; nous conviendrons de considérer les
suffixes o comme des étiquettes pour distinguer les £, dans A,
et nous désignerons par da une mesure dans A, ou, ce quirevient
au méme, dans 'espace des étiquettes o. Une variété généralisée
se laissant exprimer sous la forme

(8.1) L (f) =]Z.(f)de,

sera dite mélange des %,, ou mélange de A. Or nous avons
convenu de ne considérer que des ensembles boréliens, ce qui
présuppose une topologie.

Expliquons-nous.

Nous allons voir dans un instant qu’on peut se borner aux
variétés généralisées situées dans un cube fixe, ¢’est-a-dire qui
ont une intersection nulle avec le complément de ce cube!.
L’espace de telles variétés généralisées sera doué de la topologie
faible en ce qui concerne la convergence des suites: on dit que
la suite &, (v=1,2,...) converge si celle des valeurs &, (f)
converge pour chaque intégrant f. Cette topologie est équivalente

1) Plus généralement, nous dirons d’'une variété généralisée £ qu’elle possede un
supporl borélien E dans I’espace des x, si son intersection avec le complément s’annule.
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a celle d’une métrique particuliére, que nous appellerons métrique
de McShane:sa définitionse calquesur[6, p. 534]. Nous n’utiliserons
cette métrique ici guére que pour en tirer la notion d’ensemble
borélien et celles de mesurabilité, etc., que nous avons convenu
de sous-entendre: done, n’en parlons plus.

D’accord avec la topologie faible, la formule (8.1) signifie

2(1)=[Z. (1) do,

pour chaque intégrant f. Puisque & est situé dans un cube fin'
[8 (3.1)], presque chaque %, sera situé dans ce méme cube. On
pourra donc se borner a la partie de A4 qui comprend des variétés
généralisées situées dans ce cube.

Cela étant, nous dirons d’une variété généralisée & qu’elle
est, par rapport & A, lagrangienne, si elle se laisse exprimer sous
la forme (8.1), ¢’est-a-dire comme un mélange de A. Dans le cas
ou, pour la mesure da, les membres £, de A4, sauf ceux d’une sous-
classe éventuelle de mesure da nulle, possedent des supports
boréliens disjoints, ¥ sera dite, par rapport a A, lagrangienne
par décomposition.

Nous écrirons A (A), A, (A) respectivement, pour les classes
de variétés généralisées, qui sont, par rapport a A, lagrangiennes,
ou lagrangiennes par décomposition. Nous dirons simplement:
variété lagrangienne, variété lagrangienne par décomposition,
lorsque A se réduit a la classe des variétés B. Les classes corres-
pondantes seront désignées par A, A, Dans le cas d’une variété
de contact, nous dirons variété de contact lagrangienne, etc.
Nous dirons aussi variété non lagrangienne, etc., pour une
variété généralisée qui ne posséde pas la propriété lagrangienne
correspondante, et variété lagrangienne généralisée, ete., lorsque
A est la classe des variétés généralisées B: dans ce dernier cas,
nous écrirons Ag, Ags pour A (A), A, (A). Nous dirons encore
variété lagrangienne greffée, etc., lorsque A est la classe des
variétés greffées, et nous écrirons dans ce cas, pour les deux
classes obtenues, 4,, 4. |

Nous dirons enfin, en abrégeant au besoin comme ci-dessus,
que & est, par rapport & A, presque lagrangienne, et nous rem-
placerons dans les classes correspondantes A par A", §'il existe,
pour tout ¢ positif, une variété singuliére §,, dont I'étendue est
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inférieure a ¢, telle que % -+ S,, soit, par rapport a A4, lagran-
gienne.

Désignons, pour une classe quelconque 4 de nos variélés
généralisées, par 14", 0 les classes correspondantes de substrata
%, et de frontiéres 0%, de membres ¥ de A . Les expressions
=t 2, 01 0 désigneront les classes de variétés généralisées
chacune desquelles a le méme substratum, ou la méme frontiere,
qu'un membre correspondant de .

Nous aurons les inclusions suivantes:

(8.2) A,cA CAgCAGCA(J;CT—l‘EA;Ca—l@AZ.

Or, on remarque de suite que
(8.3) 1114l =1-114, 0-10Afd=-104,

et que, d’apres ce qui a été dit a la fin du paragraphe 4, la classe
0~' 0A est celle des variétés généralisées qui possédent une fron-
tiere A, c’est-a-dire les mémes frontieres que des o-polytopes
avec poids. Quant a la classe 7' 74, nous dirons pour abréger
que ses membres sont les variétés a substratum lagrangien. Cette
classe n’est pas universelle: elle est comprise dans la classe des
variétés généralisées de frontiere A, et 'on remarquera qu’il
existe des variétés généralisées sans frontiére A, par exemple la
variété généralisée £ définie par la fonctionnelle & (f) = f (xy, jo,)
ou x,, j, désignent un point et un multivecteur fixes. (On suppo-
sera j, simple et de grandeur unité.) Ainsi il existe certainement
des variétés & substratum non lagrangien: pour le mouvement
des fluides, on constate donc que la description eulérienne est
bien plus générale que celle de Lagrange; nous reviendrons cepen-
dant sur cette question dans le paragraphe suivant.

Remarquons encore, d’apres ce qui a été dit & la fin du para-
graphe précédent, que

(8.4) As=4].

Nous pouvons done récrire (8.2), en lui ajoutant quelques inclu-
sions évidentes, comme suit:

A,cA cAg]
(85)  A,cAucd,| A
ApcAgicAg| cAy et ttdco-1 04




— 220 —

On remarquera sans peine que certaines des inclusions (8.5)
sont strictes, mais 1l est possible que d’autres se réduisent & des
égalités.

Les mémes inclusions sont encore valables, si ’on désigne par
les symboles A4,, A, A, etc., les classes correspondantes de
variétés de contact d’un systeme donné d’équations différen-
tielles de la forme (2.1), ou d’un systéeme analogue k-dimensionnel.

Pour bien comprendre un tel systeme, et pour bien com-
prendre la notion de variété, au sens généralisé que nous utilisons
icl, 1l faudra avant tout, selon la remarque & la fin du para-
graphe 3, étudier la question de savoir quelles inclusions (8.5)
se réduisent peut-étre a des égalités. Par exemple, l'égalité
0, = A~' 0A signifierait, pour les variétés de contact, que toute
solution de frontiére A de (2.1) se réduit a une variété de contact,
presque lagrangienne, greffée. Ensuite, pour les inclusions strictes,
on cherchera a caractériser chaque fois les membres de la classe
étroite parmi ceux de la classe large.

9. IEQUATION DE CONTINUITE DES FLUIDES.

(est d’abord l'inclusion finale de (8.5) qui nous intéresse.
Se réduirait-elle a une égalité ?

Pour simplifier, bornons-nous aux variétés généralisées closes
faisant partie des classes considérées. Cette réduction n’est
possible, a vrai dire, que pour £ < n, nous y reviendrons apres
ce paragraphe. Rappelons qu'une variété généralisée est dite
close, lorsque sa frontiere s’annule.

La question que nous nous sommes posée devient la suivante:
une variété généralisée close a-t-elle le méme substratum qu’une
variété lagrangienne ? En d’autres termes: un substratum clos
est-il lagrangien ? Nous allons donner a cette question une autre
forme, qui nous rapproche encore de la mécanique classique des
fluides.

Nous aurons besoin de quelques notations.

Nous utiliserons pour la multiplication extérieure des multi-
vecteurs le signe X. On définit alors la comultiplication @ par
la formule ¢ ® b = (a* X b)*, ou l'astérisque désigne la nor-
male. Rappelons que la normale a* d'un k-vecteur a se définit
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