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nommerons variété de contact intégrale. Plus généralement, nous
nommerons variété généralisée B, une variété généralisée dont
le substratum est celui d’une variété B; si une variété géné-
ralisée B est de contact, nous la nommerons variété de contact
a substratum B.

C’est dans le cas multiforme que de telles variétés se présen-
teront. Elles jouent un réle important dans un bon nombre de
problémes classiques, qui sans elles seraient insolubles. Les
courbes généralisées du calcul des variations sont un cas parti-
culier [7, 6]; rappelons leur origine.

Supposons qu’on demande le trajet le plus rapide pour une
barque a voiles, descendant contre le vent le cours d’un fleuve
de P & Q; admettons que le vent soit constant, et directement
opposé a PQ, tandis que la vitesse du fleuve serait constante
seulement sur le segment PQ, et qu’elle y atteindrait son maxi-
mum, sa direction étant alors celle de PQ. On voit tout de suite
que la solution ne peut étre une courbe traditionnelle: ce sera
une courbe généralisée. On peut se 'imaginer comme un chemin
qui suit le segment PQ, mais avec des zig-zags infiniment petits.
En chaque point de PQ, la barque se dirigerait, pour un instant,
d’abord dans une certaine direction 0, et ensuite dans la direction
symétrique 0*. La longueur ds sur un tel chemin se distingue
par un facteur constant de la longueur sur PQ. Plus générale-
ment, I'intégrale d’une fonction f (z, ') prendra la forme

| 1
(5.3) L(f) = J{Ef(x,0)+2f(x,9*)}ds.

Or c’est la fonctionnelle (5.3) qui sert de définition & notre solu-
tion. Par conséquent cette solution existe.

6. LES MICROSTRUCTURES GREFFABLES.

Nous appellerons schéma de Gauss d’une variété générali-
sée £ la restriction de la fonctionnelle % (f) aux intégrants f (j)
indépendants de x. Deux variétés généralisées, qui possédent
le méme schéma de Gauss, seront dites paralléles. En particulier,
une variété généralisée est paralléle & une microvariété, concen-
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trée en un point donné z,. On la définit en écrivant, pour tout
intégrant f (z, j),

M) = ZL(fy) ou  fo(x,)) = f(xe,J)) -

Il est clair que le schéma de Gauss de %, et la microvariété
paralléle concentrée en un point donné, se déterminent mutuelle-
ment. Nous appellerons donc cette derniére le schéma de Gauss
de £ au point donné. '

D’autre part, nous avons associé a la variété généralisée &,
par la formule (3.1a) une autre microvariété .# (f), concentrée
en un point z,. Nous l'appellerons microstructure de £ en ce
point. Rappelons que cette microstructure est d’étendue unité,
et qu’elle est définie presque partout pour la mesure u qui inter-
vient dans notre formule.

Ainsilesmicrovariétés joueront unroledouble: d’unepartlerole
de schémas de Gauss, et d’autre part celui de microstructures.

A coté des restrictions a des classes d’intégrants f particu-
lieres, qui nous ont servi a définir successivement le substratum,
la frontiere, et maintenant le schéma de Gauss, on peut consi-
dérer la restriction a leur partie commune. Or cette partie com-
mune se compose d’intégrants de la forme f(x,j) = aj ou «a
désigne un multivecteur composé quelconque. La restriction
correspondante d’une fonctionnelle linéaire % (f) prendra la
forme aJ, ou J désigne un multivecteur composé, que nous
nommerons le flux de &, ou de son substratum, ou de sa fron-
tiere, ou encore de son schéma de Gauss. Les composantes du
flux de % seront les valeurs prises par & (f) pour les intégrants
f(j), se réduisant aux composantes de j. En particulier le flux
d’une variété généralisée &£ sera dit résultante de &£ §’il se
réduit & un multivecteur simple. Nous parlerons de méme de la
résultante de son substratum, de sa frontiére, ou de son schéma
de Gauss. A

Dans la suite, nous aurons surtout affaire & des schémas de
Gauss de types particuliers.

Nous appellerons micropolytope le schéma de Gauss, en un
point donné, d’un polytope quelconque £. Un tel micropolytope
aura donc une résultante si 2 en a une, ou, ce qui revient au
méme, sila frontiere de £ en a une. Ce sera certainement le cas
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¢'il existe un entier non négatif m et un simplex 4, tels que 2
ait la méme frontiére que m4: nous dirons alors que Z possede
un orifice simplicial m fois superposé et le schéma de Gauss d'un
tel polytope en un point donné sera dit micropolytope, m fois
greffable, de Klein, par analogie avec la bouteille de Klein bien
connue en topologie élémentaire.

On peut s’imaginer une opération qui consisterait & greffer
sur les simplex infinitésimaux 4 d’une variété m fois super-
posée, des polvtopes 2 infinitésimaux tels que celui de tout a
I'heure. C’est une opération toute semblable a celle utilisée au
paragraphe précédent pour passer du segment PQ & la courbe
généralisée (5.3).

Plus généralement, une microvariété ./# concentrée au
point x, sera dite m fois greffable, si l'on a

(6.1) o= 1lim .4, ,

ou chaque ./, est un micropolytope, m fois greffable, de Klein,
concentrée au meéme point. Nous utilisons ici la limite faible:
¢’est-a-dire que . (f) = lim ./, (f) pour tout intégrant f, ou
ce qui revient au méme dans le cas des microvariétés concen-
trées en un méme point xy, pour chaque intégrant f de la forme
f (j), indépendant de x. Notons que dans le cas m = 0 une micro-
variété m fois greffable se réduit a une microvariété singuliére,
et vice versa. Cela résulte de théoremes sur les systemes de
multivecteurs, que nous avons démontrés ailleurs [13 III]. Dans
le cas général, les microvariétés m fois greffables rentrent dans
la classe plus large des microvariétés possédant une résultante,
mais on mangque encore d'informations sur le role qu’elles y jouent.

D apres [13 I1I], en ajoutant & un micropolytope, qui pos-
sede une résultante, un micropolytope singulier convenable,
d’étendue aussi petite que 'on veut, on peut toujours le trans-
former en un micropolytope, m fois greffable, de Klein, pour une
valeur appropriée de m. Par contre, lorsqu’il s’agit d’une micro-
variété possédant une résultante, on ignore en général si ’addi-
tion d’une microvariété singuliere convenable, d’étendue arbi-
trairement petite, conduira pour une valeur correspondante
de m, & une microvariété m fois greffable. Ce qu'on peut déduire
du résultat que nous venons de citer, ¢’est qu'une telle addition
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pourra toujours conduire & une microvariété .# possédant la
propriété suivante: .# se laisse exprimer comme un mélange de
micropolytopes .#,, ou chaque .#, est m fois greffable, et ou
Ientier m et la résultante de .#, sont indépendants de o.

7. LLES VARIETES GREFFEES.

J4 4

Nous dirons d’une variété généralisée ¥ qu’elle possede une
représentation en pointillé x (w), greffée m fois, si ¥ a la forme
(3.1)a, ou la microstructure .# est m fois greffable, et si, de plus,
Z ale méme substratum qu’une variété généralisée, possédant,
au sens du paragraphe 5, m fois la représentation en pointillé
x (w). Remarquons que pour m = 0 l'application z (w) ne joue
aucun role, et que les variétés généralisées £ qui possédent une
telle représentation greffée m fois, se réduisent alors aux variétés
singulieres.

Nous nommerons variété greffée, une variété généralisée &
se laissant exprimer comme une somme, dénombrable au plus,
de termes Z,, chacun desquels posséde, pour un m, correspon-
dant, une représentation en pointillé x, (w) correspondante,
greffée m, fois. Si & est de contact, nous la nommerons variété
de contact greffée.

Dans [12], les variétés greffées sont dites variétés généralisées
admissibles B. Nous y avons démontré qu’elles constituent la
fermeture, dans un certain sens, des polytopes, et c’est dans ce
méme sens que la courbe généralisée (5.3) se laisse approcher par
des zigzags finis. A cet égard, ce sont les variétés greffées, plutot
que les variétés généralisées B, qui auront a jouer, vis-a-vis des
variétés B, le role analogue aux courbes généralisées, vis-a-vis
des courbes rectifiables. ,

Ce qui nuit un peu a cette analogie, c’est qu’elle ne tient pas
compte d’effets trés différents que peut produire I'addition d’une
variété singuliere 1. Ce n’est la qu'une partie des complications

1) Apres une telle addition, les variétés greffées restent variétés greffées, les variétes
généralisées B restent variétés généralisées B, tandis que les courbes géncéralisées n’ont
pas la propriété analogue. La méme opération peut aussi, cas échéant, transformer
en variété greflfée, une variété généralisée B, tout comme clle peut changer radicalement
le caractére d’une variété, méme trés simple, en topologie élémentaire: un tore devient
du type de la sphere, quand on ajoule une paire convenable de disques superposés,
d’orientations opposées.
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