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4. ROLE DE LA FRONTIERE.

Nous avons retrouvé, sous une forme nouvelle, un fait bien
connu: c¢’est que la solution générale d’un systéme d’équations
différentielles n’est que le premier pas dans I’étude de ce systeme.
Un des éléments les plus importants d’une telle étude sera le role
de la frontiere. Celle-ci ne peut étre entiérement prescrite, dans
le cas qui nous occupe, d’'un systéme du premier ordre, mais on
peut lul imposer certaines conditions restrictives, par exemple
des conditions initiales. On peut aussi lui imposer des conditions
qui n’ont rien de numeérique, et de telles conditions sont préci-
séement sous-entendues dans toute 1’Analyse classique. Pour
k=1, 11 était coutume de n’admettre que des frontiéres se
réduisant a deux extrémités, donc & un seul cycle. I’analogie
avec la situation pour & > 1 en souffrait: car dans celle-ci les
nécessités géométriques avaient bientdt forcé 'admission des
frontieres formées d’un nombre fini quelconque de cycles.

Or ces frontiéres-la sont encore trés particulieres. Il est mal-
commode d’avoir & se borner a elles, car déja Pintersection d’un
demi-espace avec une variété tres simple n’aura pas toujours une
telle frontiére. C’est l'intuition géométrique qui servait & faire
définir la notion de frontiére, et c¢’est d’elle que nous viennent
de pareilles restrictions. Elles n’ont plus la méme raison d’étre
dans une théorie abstraite.

La frontiére d’une variété généralisée ¥, ou d’un courant T,
se laisse définir sans qu’il soit besoin de recourir a des hypothéses
simplificatrices. On la définit comme la restriction de la fonc-
tionnelle & (f), ou T (f), & une sous-classe bien déterminée d’in-
tégrants, ou de formes différentielles, f: celle dont les membres
sont exacts. On appelle exacte une forme k-dimensionnelle qui
se laisse exprimer comme la différentielle dg d’une forme g de
dimension & — 1. Des formes exactes, on passe d’une maniere
évidente aux intégrants exacts, la distinction étant purement ver-
bale. Si les formes f, g sont sujettes & la relation f = dg, on dira
des intégrants f,, g, correspondants que f, est la dérivée Dg,de g,.

Puisque nous possédons, maintenant, une définition de la
frontiere tout a fait générale, nous sommes a méme de nous
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passer des hypothéses mal commodes, et plus ou moins implicites,
de ' Analyse classique. Néanmoins, parmi les solutions, s1 géné-
rales, de (2.1) ou de son analogue k-dimensionnelle, il va falloir
étudier celles qui possédent une frontiére pas trop irréguliére,
que nous nommerons frontiére A4.

Une frontiére A est, par définition, la frontiére d’un o-poly-
tope avec poids, ¢’est-a-dire celle d’une variété généralisée & se
laissant exprimer comme une somme au plus dénombrable
Ye, &, ou les ¢, sont réels et positifs — ce sont eux que nous
appelons les poids — et ou chaque &, est une fonctionnelle
Z,(f) définie par une intégrale k-dimensionnelle de f sur un
simplex orienté, de méme dimension. A la place de g-polytope
avec poids, nous dirons o-polytope (tout court), lorsque les c,
sont des entiers; en outre, nous omettrons le préfixe ¢ lorsque
la somme Zc¢, &, est finie.

Les notions classiques de frontiére peuvent étre considérées
comme des cas particuliers d’une frontiere A. Ce ne sont pas les
seules: chaque espéce de frontiére qu'on ait admise jusqu’ici,
dans la théorie des équations différentielles ou dans le calcul des
variations, peut étre regardée comme un cas particulier, soit
d’une frontiére A, soit, dans certains contextes, d’une classe de
frontieres A. En outre, nous avons montré ailleurs [12] que les
frontiéres A constituent un espace linéaire métrisable complet,
et que les variétés généralisées, a frontiere A, constituent la
fermeture, dans une topologie métrique convenable, de la classe
des polytopes avec poids, ou ce qui revient au méme, la hulle
convexe de la classe des polytopes, ou polyédres ordinaires.

Dans le méme travail, nous avons démontré une propriété
des frontieres 4 qui sera pour nous décisive, puisque nous allons
envisager les solutions lagrangiennes comme des mélanges de
solutions plus simples. D’apres ce qui a été dit, ces solutions plus
simples auront sans doute des frontieres 4, sans quoi leur sim-
plicité serait illusoire. Or nous avons montré [12 Ap. I11] que la
propriété de posséder une frontiére A se conserve sous ’opération
du meélange. Il s’en suivra que les solutions lagrangiennes
devront posséder une frontiére A.

(’est la réciproque que nous voudrions étudier: les solutions
de frontiere A sont-elles lagrangiennes ?
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