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SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

DU PREMIER ORDRE

par V. Marig et M. Vuilleumier

Soit Téquation différentielle

y' (1)

lorsque/ est une fonction rationnelle en x et y, Hardy [1] a donné

le comportement asymptotique des solutions définies dans un
voisinage de Y infini. En outre, il a montré que toute solution,
ainsi que toute fonction rationnelle d'une telle solution, est ou
bien constante, ou bien strictement monotone à partir d'un x.

Or, en ne faisant que des hypothèses relatives au signe de /,
on peut encore obtenir des résultats sur le comportement des

solutions, à savoir qu'elles tendent vers une limite, finie ou

infinie, ou même qu'elles sont quasi-monotones, c'est-à-dire que

pour tout a, ou bien y (x) -j- a > 0 ou bien y (x) + a < 0

à partir d'un x. *)

Ces résultats sont donnés par les deux théorèmes suivants:

Théorème 1. Si f (x, y) est continue pour x >x0ety1 < y < y2
et si quel que soit y fixe, f (x, y) est constamment > 0 ou
constamment < 0 à partir d'un x, alors toute solution de (1) définie
dans un voisinage de l'infini tend vers une limite, finie ou
infinie.

Démonstration. On suppose par l'absurde que y (x) est une
solution de (1) telle que

lim inf y (x) < lim sup y (x)
X->00 X-+OD

*) Cette définition correspond à celle qu'a donnée Hardy [21 pour les suites, à
savoir, une suite est quasi-monotone si chaque terme n'est minoré (ou majoré) que par
un nombre fini de termes.
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Alors, quels que soient deux nombres Z1? l2 tels que

lim inf y (x) < lx < l2 < lim sup y (x)

et quelque grand que soit x, il existe deux nombres £2,

x < ^ < (2, tels que

h <y(ti)<ytf2)

(ou, si Ton veut, tels que •- [. y (£2) < y (£1) < /2) •

On peut donc construire un £, avec ç;t < ç < ç2 tel que

3>(Éi) < r(0 <>'(ç2), et / (ç) > 0

(resp. y(^)> y (£) > y(Ç2),et/(£)<0).

D'après la continuité de y\ on en déduit l'existence d'un intervalle

entier [x1,x2] contenant t, tel que pour tout xg[x1,x2]
on a y' (x) > 0 (resp. < 0) et tel que lt < 3; (x1) < y (x2) < l2

(resp. h <y (x2) < y (xx) < /2).
On peut ainsi trouver une suite d'intervalles [x2i_1,x2J,

avec X; -> 00 sur lesquels y' est alternativement > 0 et < 0, et
dont les images forment une suite d'intervalles fermés emboîtés.
Si y0 désigne un élément commun à tous ces intervalles, il lui
correspond une suite {fj telle que çt 00 y (<ff) y0 et y' (^f)
est alternativement > 0 et < 0, ce qui contredit l'hypothèse
que / (x, y0) est de signe constant à partir d'un x.

Théorème 2. Soit f (x, y) définie pour x > x0 et yi < y < y2 ;

supposons quéà tout y0 e(y1? y2) on puisse associer un ensemble

ouvert 3} du plan, contenant la droite y y0 pour x assez

grand, de telle sorte que f (x, y) soit constamment > 0 ou
constamment < 0 sur Vun des deux ensembles

{ 0, y):(x, y0}
OU

{(X> y) •• (X. y) e SU et y < y0}.

Alors, toute solution de (1) définie dans un voisinage de l'infini
est quasi-monotone.
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Démonstration. Supposons par l'absurde qu'il existe une
solution y définie dans un voisinage de l'infini qui n'est pas

quasi-monotone, c'est-à-dire qu'il existe un y0 e (yu y2) et une
suite {xj, xt -> oo tels que

j>(*2i)>j>o et y(x2i+D<yo-

Soit pt la distance du segment [(xi3 y0)> (xi+15 y0)] au bord du
domaine S). Il existe alors un <U, xt < çt < xi+1 tel que y0 < y(Çt)
< Uo + Pi (resp. y0 ~ Pi < y (£») < To) et y' (£») < 0 si i est

pair et y' (<jU) > 0 si i est impair. Puisque <Y -> go cela contredit
l'hypothèse que/(x, y) est de signe constant dans $J+ (resp. L/)~).
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