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changeant l'ordre des termes, on peut obtenir une série moins
rapidement convergente, méme au sens de Borel, que u,,.

Borel s’attache particulierement au cas ou les séries con-
sidérées ont une « convergence réguliére » parce que, d’apres lui,
ce sont les seules séries qui se rencontrent naturellement. Il
montre cependant qu’on peut «fabriquer» une convergence
irréguliere et, par exemple, construire une série ou les sommes
partielles s, sont, pour une suite de valeurs de n, voisines de e”
et pour une autre suite de valeurs de n, voisines de e*".

Représentons par la notation
Rap. s > Rap.?

le fait que la série s converge plus rapidement que la série ¢; on
voit facilement que cette notation est transitive. Nous avons
pu montrer par un exemple (voir la note ci-dessus) que la rela-
tion: Rap. s > Rap.? (exprimant qu’on n’a pas: Rap. ¢ > Rap. s)
nest pas transitive. Mais notre exemple est & convergence
irréguliére. Il serait intéressant de voir si la relation redevient
transitive quand on se borne aux convergences régulieres.

I1. Sommabilité d’'une série

Borel a obtenu ([5]) une condition suffisante pour qu’en
opérant un certain changement dans l'ordre des termes d’une
série semi-convergente, on n’altére pas sa somme: il suffit que
le produit du terme général (de rang m) par le déplacement

1
maximum des termes qui le précédent, tende vers zéro avec — .
m

Mais la contribution principale et trés remarquable de Borel
concernant les séries, c¢’est sa définition des séries divergentes
sommables, [19], [41], [42] et ’étude de leurs propriétés.

L’égalité:

1

= 14x4+...+x"+...
1—x

n’était traditionnellement valable que pour |z | < 1, ¢’est-a-dire
quand la série était convergente au sens classique.
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Mais quand |z|> 1, le premier nombre garde un sens
alors que le second n’en a plus aucun. Ne peut-on généraliser le
sens du mot somme de telle facon que, quand la série aurait une
somme au nouveau sens, cette somme soit précisément égale au
premier nombre. Avec d’autres, Borel a indiqué et étudié une
réponse étendue & cette question, mais il en a tiré de nouvelles
et importantes conséquences. Il précise d’abord les conditions
qu’il est naturel d’imposer & tout procédé de sommation.

1o Toute série convergente doit étre sommable avec la méme
somme généralisée.

20 Silon modifie un nombre fini de termes d’une série sommable,
Xu,, on obtient une série ¢, qui doit étre sommable et les
sommes généralisées ne doivent différer que de la facon qui
s'impose, c’est-a-dire d’un nombre égal & (u, + ... +u,)—
(¢,+...+v,) si le dernier terme modifié est de rang r.

30 Si 2w, est aussi une série sommable et si B, y sont deux nom-
bres réels quelconques, la série 2 (Bu,+yw,) doit étre aussi
sommable et sa somme généralisée doit étre égale-a Ps+yt
siset tsont les sommes généralisées de Zu, et Zw,.

Il impose encore deux autres conditions 4° et 5° que nous
énoncerons plus loin.

Si s, = u,+...4u, reste compris entre deux bornes quand
n varie, 1l est naturel d’imposer & la somme généralisée d’étre
aussi entre ces deux bornes. Dés lors, Borel observe:

1° qu'un moyen d’y parvenir est de prendre pour somme
généralisée une moyenne des s,,;

20 mais la somme généralisée devrait se rapprocher surtout
des s, de rangs élevés. Il y a donc lieu, pour le calcul de leur
moyenne, d’affecter les s, de poids d’autant plus grands que =
est plus grand. Pour réaliser cette condition au maximum, Borel
propose de faire dépendre les poids d’un paramétre o de facon
que la discrimination souhaitée s’accentue quand a augmente.
Plus précisément, il propose de prendre une moyenne de la forme:

CoSyt+ ... +c,a’s,+ ...

C,+eia+...+c,a + ...
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ou les ¢ sont des nombres > 0, le dénominateur # 0 et ou 'on
fait croitre a indéfiniment.
Borel abandonne alors ces généralités et choisit de prendre:

1
Cy, = —
" on!
de sorte que le poids de s, sera:
n
—a 4
e S
n!

et la somme généralisée sera la limite quand a — 40, de
Y

Il montre que cette définition vérifie les conditions 19, 20, 30,
ci-dessus.

On peut observer que ce dernier résultat peut étre obtenu
pour une sommation beaucoup plus générale.

Appelons P la suite de poids p, (a), ... p, (@) ... vérifiant na-
turellement les conditions classiques

pn(a)goa zpn(a) = 1.

a"s,

n!

Pour réaliser la condition supplémentaire désirée sur les
poids, nous supposerons, de plus, que pour chaque »n fixe:

lim p,(a) = 07
car les premiers des p, (a), ... p, (a), ... seront tres petits pour

a assez grand, alors que 2p, (a) restant égal & I'unité, les suivants
ne le seront que pour a beaucoup plus grand. En résumé, nous
dirons qu’une série Zu, est sommable P si:

A. La série
m(a) = s,p,(@)+ ... +s,p, (@) + ...

est convergente quel que soit @ (ou au moins pour a assez grand).

B. Quand @ — + o0, m (a) tend vers une limite finie, s.
Alors, s sera appelée la somme généralisée P de Zu,.
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Atitre d’exemples ou les conditions A, B, sont réalisées figurent
non seulement la sommation exponentielle de Borel, ou
n

pn(a)ze _’,ﬁ

mais aussi plusieurs définitions connues de la sommabilité, ou
P, (a) a des expressions différentes.
Par exemple, Cesaro prend dans sa définition (C, 1) @ entier et

1
— pour n < a
pn(a)“—" a

| 0 pour n>a.

Marcel Riesz prend, dans sa définition (C, d), a entier et

1\° a—1\°
m(a =u,+(1——)u +...+ (1 - Uy_q;
| a

a

done
Pa(@) = poey(a) = ... =0,

p.(a) = 1— (1——1> e po{a) = <1— A (1—- "+1>6,
a a a

pour n <a—1, et

Lindel6f prend
1
m(@) = u,+uy+ —u,+ ... + —u, + ...
2 n
2 — n—
a a
done
1 1 1
po(a) = O: pl(a) = 1- PN Pn(a) = - g eee
2 n n+1
— n— (m+1)
a a a

On peut démontrer que les propriétés 1°, 20, 30, sont vérifiées
pour la sommabilité P la plus générale, ce qui dispense de les

I’Enseignement mathém., t. XI, fasc. 1. 4
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démontrer successivement pour les quatre cas particuliers ci-
dessus ou pour les nombreuses autres sortes de sommabilité qui
ont été proposées.

Toeplitz et Schur ont obtenu une condition nécessaire et
suffisante pour que la condition 1° soit réalisée par un procédé
de sommation de la forme:

s = lim ) p,(a)s,.
a—>o hn

Quand cette condition de Toeplitz est réalisée, les conditions
20 et 3° sont aussi réalisées. La sommation de Toeplitz est un peu
plus générale que la sommation P. Mais elle n’est plus une
moyenne et perd ainsi le caractere intuitif de la sommation P.
(’est sans doute pourquoi la plupart des formules de sommation
proposées se trouvent étre des sommations P particulieres.

Ni les sommations de Toeplitz, ni les sommations P ne
suffisent, au contraire, a vérifier les conditions 4° et 5° posées
par Borel.

Occupons-nous d’abord de la condition 49.

49 Siune série 2u, est sommable, on doit pouvoir grouper en un
seul terme, un nombre fini quelconque, r, des premiers termes
de Xu,, sans modifier, ni sa sommabilité, ni sa somme généralisée.

Pour pouvoir traiter de cette condition 4°, rappelons qu’avant
de définir la sommabilité, Borel avait défini la limite généralisée
d’une suite: z,, z, ... x,, ... ; c’est la limite quand elle existe,
de e % z(a), quand @ — - o0 ol

an

x(a)=xy+xya+ ...+xnﬁ + ...

est supposée convergente quel que soit a.

En vue de 4°, Borel a cru d’abord [19] avoir démontré que
Sl Z,, Xy, ... L, ... a une limite généralisée, il en est de méme de la
suite xq, ... &, ... lLoutefois cette démonstration est inexacte,
comme 1’a signalé Hardy !) en donnant le trés simple exemple
suivant: z (a) = cos e, pour lequel la suite z,, z{, x,, ... a une
limite généralisée, mais non la suite zy, z,, ...

1) Voir The Quaterly Journal of Math., 35, 1903.



5 —

Mais dans son ouvrage ultérieur Legons sur les séries di-
vergentes, Borel ne reproduit pas son erreur. Au contraire, il
s’exprime ainsi: « Mais 'étude des séries simplement sommables
présente des difficultés analogues & I’étude des séries qui sont
convergentes sans 1'étre absolument; nous la laisserons de coté,
pour nous occuper exclusivement des séries absolument som-
mables que nous allons définir. »

Observons cependant que I’on peut sauver le premier résultat
en imposant une condition supplémentaire. Plus précisément:
quand la série u, +u, -+ ... est sommable P (avec la somme
généralisée s), la condition nécessaire et suffisante pour que la
série u;-+uy,-+... soit sommable P, avec la somme généralisée
s—u,, est que la suite uy, u,, ... ait pour limite généralisée zéro.

Le cas de la condition 5° est plus compliqué encore. On sait
que si les séries Zu,, Z¢, sont absolument convergentes au sens
classique et ont pour sommes s et ¢, alors le produit st est égal
a la somme de la série (absolument convergente) Xw, ol

W, = Ug¥,+UVp_1+ ... +U, V.

Mais quand les séries s et ¢ sont convergentes sans étre
absolument convergentes, il peut arriver que la série Xw,
diverge. A fortiori, la propriété classique ne peut étre vérifiée par
la sommabilité P que si on impose & « cette sommabilité » une
nouvelle condition supplémentaire.

Nous n’essaierons pas de préciser cette condition. Car il est
déja tres difficile de la déterminer pour la sommabilité exponen-
tielle. Pour traiter cette question, il a fallu & Borel, déployer, en
dehors de ses dons d’invention, une trés grande habileté analy-
tique.

Il particularise encore plus la sommabilité P, non seulement

n
en prenant p,(a) = e”“}% , mais en exigeant de la série Zu,
qu’elle soit « absolument sommable », en ce sens que chacune
des trois intégrales suivantes doit avoir un sens 1).

1) La condition précédente: que e~ % x (a) ait une limite quand a — % est équiva-

o8}
lente & la condition que l’intégrale j e~ % u (a) da ait un sens.
o
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too + o + o
| e“u(a)da, [ e *|u(a)|da, | e *|u(a)]|da
o o o
et ceci quel que soit Pordre r de dérivation dans a‘” (a).

Ceci étant, Borel démontre ce que deviennent les propriétés
20, 30, 4°, 50 quand on y suppose les séries données absolument
sommables et quand on affirme que les séries qui en sont déduites
dans ces propriétés sont absolument sommables. La propriété 10
subsiste aussi sous la forme: toute série convergente est absolu-
ment sommable et sa somme est égale a sa somme généralisée.
De ces résultats, Borel déduit un théoréme tres général: si
Pon a un polynome & une ou plusieurs variables réelles, par
exemple, P (u, ¢, w), si 'on y remplace u, ¢, w par des séries
absolument sommables et si 'on développe formellement P (u,
¢, w) apres ce remplacement, on obtient une série absolument
sommable dont la somme généralisée est égale au résultat obtenu
enremplacant dans P (u, ¢, w), u, ¢, w par leurs sommes généralisés.

Mais c’est 'intervention des séries divergentes dans la théorie
des fonctions de variables complexes qui a incité Borel a les
rendre convergentes en un sens plus général et qui a fourni la
plus importante de ses applications (dont nous parlerons plus
loin), sa sommabilité exponentielle. Aprés les publications de
Borel sur ce sujet, le nombre des mémoires d’autres auteurs sur
les séries divergentes a décuplé.

THEORIE DES ENSEMBLES

Placons-nous dans un espace R a 1, 2, 3 ou un nombre fini
de dimensions. Borel appelle ensemble bien défini et on appelle
ensemble borélien (ou ensemble B) soit un ensemble élémentaire
(intervalle, rectangle, cube, etc ... ) soit un ensemble formé &
partir d’ensembles élémentaires par la répétition, un nombre
fini ou dénombrable de fois, des deux opérations suivantes:

I. Réunion d’une suite dénombrable finie ou infinie, d’en-
sembles disjoints déja définis.

II. Différence de deux ensembles déja définis dont I'un
contient 'autre.
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