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AVANT-PROPOS

Le texte qui suit a été inspiré par la rédaction d’un manuel
de géométrie élémentaire plane (voir[10])1). Le maitre du second
degré qui désire initier ses éleves a I’élaboration d’une théorie
mathématique ne trouve pas toujours d’exposé élémentaire qui
réponde & son attente. Pour la géométrie euclidienne, les con-
structions axiomatiques les plus connues — dont celle de Hilbert
reste le modeéle (voir [12]) — sont presque inutilisables par
I’enseignement élémentaire. Le choix des axiomes y est dicté
surtout par les exigences du logicien alors que le maitre a besoin
d’axiomes aussi constructifs et aussi simples que possible.
D’autre part, les axiomatiques traditionnelles ne font que trop
peu de place aux idées de F. Klein (voir [14]), qui semblent pour-
tant s’accorder assez heureusement a la mentalité actuelle des
éleves.

Le présent exposé a pour but de mettre en évidence quelques-
unes des propriétés des groupes fondamentaux de la géométrie
euclidienne qui peuvent étre utilement exploitées dans ’ensei-
gnement élémentaire. Il importe toutefois de préciser que I’on
n’y trouvera pas le plan d’un manuel destiné aux jeunes éléves.
Au contraire, bien que le travail s’inscrive dans le domaine d’une
géométrie euclidienne assez étroitement définie, il permet de
deviner quelques perspectives mathématiques intéressantes.

Cet essai, d’abord destiné & un usage tout personnel, n’aurait
jamais vu le jour sans l’aide et I’encouragement de M. Jean DE
SIEBENTHAL, professeur a 1’Université de Lausanne et de
M. Gustave CHOQUET, professeur & la Sorbonne. J’ai abondam-
ment bénéficié de leurs conseils et je m’en suis trés largement
inspiré dans I’établissement de ce texte. Je tiens a leur témoigner
ici ma vive gratitude. Enfin je désire remercier MM. les Profes-
seurs G. pE Ruam et J. Karamara dont les avis bienveillants
m’ont été extrémement précieux. .

1) Les numeéros entre crochets renvoient aux références bibliographiques réunies &
la fin. )




INTRODUCTION

La géométrie dite « élémentaire » est une notion assez con-
fuse. Elle dissimule — si I’on ose dire — certains chapitres de
mathématiques derriére une collection de recettes, de con-
ventions et de rites extrémement subtils qui présentent un carac-
tére quelque peu ésotérique. Ce ne sont pas ces procédés qui nous
intéressent ici, mais bien le domaine mathématique auquel ils
s’appliquent: celui de la géométrie euclidienne a deux ou trois
dimensions. Pour la suite, il nous est nécessaire de préciser ce
que nous entendons par la. Nous avons le choix entre trois défi-
nitions qui, bien qu’équivalentes, refletent des attitudes tres
différentes.

La premiere définition peut étre considérée comme « analy-
tique ». Soit K un corps réel (autrement dit le corps R des
nombres réels ou 'un de ses sous-corps) contenant la racine
carrée de chacun de ses éléments positifs. On appelle points les
éléments de K"; tout point x est un systéme ordonné de n élé-
ments de K: z = (;) = (21, %y, . . ., Z,). On introduit une dis-
tance d dans K” en posant:

i
2
.
>

X = (xi)n y = (yi)eKn'

d(x, ) = [_g: (xi—y,-f]

On appelle isométrie de K" toute application de K" dans lui-
méme qui conserve la distance d. On montre qu’'une isométrie de
K" est une application biunivoque de K" sur lui-méme. I en-
semble des isométries de K” constitue donc un groupe que nous
désignerons par GE(n, K): le groupe euclidien de dimension n
sur K. On appelle géoméirie euclidienne de dimension n sur K la
recherche et la classification des invariants de K" vis-a-vis du
groupe GE(n, K).

Une translation de K" est une application de K" dans lui-
méme définie par (r;) — (1;+a;) ou (a;) est un point arbitraire-
ment choisi dans K". L’ensemble des translations de K" est un
sous-groupe distingué 7, de GE(n, K). Le groupe 7, est visible-
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ment isomorphe & K% , ou K, désigne le groupe additif sous-
jacent & K. Le sous-groupe des éléments de GE(n, K) qui laissent
fixe le point (o, o, . . ., 0), ou groupe de stabilité de (o, o, . . ., 0),
est isomorphe au groupe orthogonal & n variables sur K, noté
O(n, K). Ce groupe O(n, K) est constitué par I'ensemble des
automorphismes de l'espace vectoriel de dimension n sur K
(que I’on désigne encore par K") qui laissent invariante la forme
quadratique

d(x) =Y x7; x = (x;)eK".
i=1

On montre que GE(n, K) est le produit semi-direct de 7, et
du groupe de stabilité de (o, o, . . ., 0) (voir 2.3). Il en résulte, en
particulier, que les géométries euclidiennes & deux ou trois dimen-
sions ne sont que des épisodes mineurs dans I’étude des formes
quadratiques (voir [7]). La définition que nous venons de rappeler
a 'avantage de la concision et de la netteté. Elle insére treés
naturellement la géométrie élémentaire dans I’édifice des mathé-
matiques tel qu’il est concu actuellement par beaucoup de
mathématiciens.

La deuxiéme définition pourrait étre qualifiée de « physi-
que ». C’est celle qui apparait chez Euclide, celle qui a été mise
en forme par Hilbert dans ses Grundlagen. A la suite d’expé-
riences innombrables pratiquées par toutes sortes d’individus,
il §’est révélé possible de déerire convenablement une quantité
considérable de faits matériels en employant quelques termes et
expressions bien choisis: point, droite, intersection, étre sur,
étre entre, etc. Les régles permettant de combiner ces mots
entre eux sont consignées une fois pour toutes dans des axiomes,
dont I'axiome d’Euclide est le plus fameux. Lia géométrie eucli-
dienne est alors I'art de découvrir et de classer les propositions
correctes que ’on peut formuler & partir des notions fondamen-
tales et des axiomes. Nous ne préciserons pas plus ces notions
fondamentales et ces axiomes, renvoyant pour cela aux ouvrages
de Hilbert [12] et de Kerékjarto [13]. Disons simplement qu’il
-est possible de le faire de maniere que la définition « physique »
de la géométrie euclidienne soit équivalente & la définition
-« analytique ». Vue sous cet angle, la géométrie élémentaire cons-
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titue une branche de la physique théorique élémentaire, com-
parable & la mécanique rationnelle, par exemple. Le mérite d'un
exposé « physique» de la géométrie élémentaire est de refléter
une étape essentielle dans le cheminement historique des mathé-
matiques et, par 1a-méme, de convenir & des intelligences adoles-
centes qui doivent parcourir en raccourci un cheminement ana-
logue. Le grand inconvénient d’un tel exposé est de dissimuler
ce que I'on considere aujourd’hui comme les structures fonda-
mentales des mathématiques.

La troisieme définition reléve des idées de F. Klein. Soit I
un ensemble £ muni d’une structure bien déterminée S. Soit G
un groupe de transformations agissant effectivement et transi-
tivement dans Eg; cela signifie que G est un sous-groupe du
groupe des automorphismes de Eg tel qu'a tout couple d’éléments
(a, b) de E on puisse faire correspondre au moins un élément de &
qui envoie a sur b. G peut étre muni d’une structure S’ plus forte
que celle de groupe (de groupe topologique, par exemple). La
céométrie de Eg relativement a G est I’étude des invariants de
Eg vis-a-vis de G.

Si I’on désigne par g le sous-groupe de stabilité de 1’élément
a de E dans G, on peut établir une correspondance biunivoque
canonique f entre E et I'espace homogeéne G/g. Lorsqu’on con-
sidére que G agit simultanément dans £ et dans G/g, on observe
que f commute avec chaque élément de G. I’espace homogéne
(/g peut souvent étre muni d’une structure §” obtenue a partir
de §" « par passage au quotient » suivant g. Il peut alors se pro-
duire que f soit un isomorphisme entre G/g et Eg. (A ce propos,
voir par exemple [17], page 65.) Nous dirons que la géométrie de
Es par rapport a G est réguliére dans ce cas. On peut alors sub-
stituer G/g a L, et pour autant qu'on se borne aux géomeétries
régulieres, on peut poser la définition suivante:

Sott G un groupe (muni éventuellement d une structure
plus forte que celle de groupe) et g un sous-groupe de G tel que
Uintersection des sous-groupes conjugués de g dans G se réduise
da élément neutre. On appelle géoméirie de G relativement & g
Uétude des invariants de Uespace homogéne Glg vis-d-vis des
transformations qui y sont induites par les éléments de G.
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Les axiomes d’une telle géométrie s’expriment par des hypo-
théses formulées sur le groupe G uniquement. Une telle situation
se présente justement dans le cas de la géométrie euclidienne de
dimension n sur un corps K: elle est la géométrie du groupe
GE(n, K) par rapport au groupe de stabilité d’'un point quel-
conque de K”. De ce point de vue, la géométrie euclidienne est un
paragraphe de la théorie générale des groupes.

Sil'on néglige la définition dite « physique » qui ne se préte
pas & une généralisation suffisante, semble-t-il, il ne reste en
présence que la définition « analytique » et la troisieme définition
que 'on hésite & qualifier de «synthétique», ce terme étant
officieusement condamné par les tenants de la premiere défini-
tion. Nous ne prenons pas partl ici entre « analystes» triom-
phants et « synthétistes » obstinés. Nous remarquerons seulement
que la géométrie euclidienne est une introduction a deux
domaines trés vastes qui ne se recouvrent pas: la théorie des
formes quadratiques et celle des groupes de transformations. Loin
de condamner une définition au profit de ’autre, I’enseignement
elémentaire a tout avantage & adopter a I’égard de la géométrie
euclidienne deux attitudes mentales qui se complétent. Dans ce
qui suit, nous allons essayer d’examiner la contribution que peut
apporter notre troisiéme définition a la- géométrie élémentaire.
Pour cela, nous partirons de la définition analytique de GE (n, K)
et nous formulerons un systeme d’axiomes dont nous montrerons
qu’il caractérise GE(n, K). Afin de préciser notre cheminement,
nous allons rappeler quelques faits tres simples.

Pour fixer les idées, nous nous placons dans le cas de la
géométrie plane: n = 2. A toute droite d du plan, on peut asso-
cier une isométrie distincte de la transformation identique I et
laissant fixes tous les points de d. Cette i1sométrie est unique; on
Pappelle la réflexion suivant d. Tout élément A de GE(2, K)
peut étre obtenu en formant le produit d’un certain nombre de
réflexions. Ce nombre peut étre borné a trois et sa parité est uni-
voquement déterminée par I’élément A. Les éléments de
GE(2, K) qui résultent du produit d’un nombre pair de réflexions
sont. dits propres et constituent un sous-groupe d’indice 2 dans
GE(2, K). Lorsque trois droites a, b et ¢ passent par un méme
point ou admettent une méme perpendiculaire, le produit des
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réflexions suivant a, b et ¢ est encore une réflexion; la réciproque
est vraie. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
droites a et b soient perpendiculaires est que les réflexions asso-
ciées & a et b soient distinctes et commutent. Les seuls éléments
involutifs de GE(2, K) sont les réflexions et les demi-tours, tout
demi-tour étant le produit de deux réflexions suivant des droites
perpendiculaires. En associant & tout demi-tour son centre, on
établit une correspondance biunivoque entre l’ensemble des
demi-tours et celui des points du plan. Un demi-tour et une
réflexion commutent quand le centre du demi-tour est sur I'axe
de la réflexion, et dans ce cas seulement.

Comme on le voit, il existe tout un ordre de faits géométri-
ques élémentaires qui s'interprétent tres simplement comme des
propriétés du groupe GE(2, K). Il est naturel de considérer un
groupe G engendré par un ensemble d’éléments involutifs
appelés les-uns « droites » et les autres « points », tout point étant
le produit de deux droites distinctes qui commutent. Un point P
est « sur » une droite d quand P et d commutent. Deux droites
sont perpendiculaires quand elles sont distinctes et qu’elles
commutent, et ainsi de suite. Apres quol 'on pose un ensemble
d’axiomes portant sur les points et les droites de G de sorte que
G soit 1somorphe & un groupe GE(2, K). Sous I'impulsion de
plusieurs géometres parmi lesquels il faut signaler d’abord
Hjelmslev, cette idée s’est développée. Mais il §’est révélé inté-
ressant de ne conserver qu'une partie des axiomes nécessaires a
la détermination de GE(2, K) et d’abandonner des axiomes con-
cernant ordre, 'existence de droites paralléles et la libre mobi-
lité. L’étude des groupes ainsi caractérisés — parmi lesquels on
trouve non seulement GE(2, K), mais encore les groupes fonda-
mentaux des géométries elliptiques et hyperboliques, par
exemple —— est I'objet de la géométrie métrique absolue. 1.’exposé
le plus complet sur la question est le beau traité de M. F. Bach-
mann qui a paru récemment (voir [3]). Des développements
analogues peuvent étre faits pour la géométrie de 'espace
(n = 3) (voir [1], par exemple).

Nous pouvons situer maintenant notre démarche par rapport
a la géométrie métrique absolue. En simplifiant un peu, nous
pouvons considérer que celle-ci se propose d’étudier certains
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groupes a ’aide de termes et d’expressions propres a la géométrie
élémentaire: point, droite, étre sur, etc. Mais on pourrait insister
plus particulierement sur le fait suivant: si I’on reprend le cas
de la géométrie plane, on peut observer que le groupe GE(2, K)
est engendré par une famille X(2, K) d’éléments involutifs — les
réflexions — telle que le produit d’un nombre impair de ces
éléments générateurs ne saurait étre égal a 1’élément neutre I
de GE(2, K). Nous dirons d’un groupe possédant cette propriété
qu'il est engendré par des réflexions ou encore que c¢’est un
R-groupe. Les groupes symétriques finis, les groupes GE(n, K),
les groupes orthogonaux O(L, @) sur les corps L de caractéristique.
# 2 et relatifs & des formes quadratiques @ réguliéres sont des
R-groupes (voir [11]). Plus généralement, tout groupe engendré
par une famille d’éléments involutifs est un R-groupe ou le
groupe-quotient d’un R-groupe par un sous-groupe distingué
d’ordre 2. |

Si nous reprenons le groupe GE(2, K), nous voyons que la
condition suilvante:

(1) «le produit de trois réflexions est une réflexion »

définit dans Z(2, K) une relation intéressante. Géométriquement,
cette condition est équivalente au fait que les axes des trois réfle-
xions considérées appartiennent & un méme faisceau de droites.
Dans’ensemble des droites du plan, le fait d’appartenir a un méme
faisceau détermine une relation ternaire symétrique (s1 ay, a,, et
a; appartiennent & un méme faisceau, il en est de méme de
a;, a; et ay, ou (i, j, k) est une permutation quelconque des in-
dices 1, 2 et 3), réflexive (les droites a, a et b appartiennent a un
méme faisceau, quelles que soient a et b) et transitive (si les
droites a et b sont distinctes, si a, b, et ¢ appartiennent a un
méme faisceau tout comme a, b et d, alors a, ¢ et d appartiennent
encore & un méme faisceau). Ces trois propriétés caractérisent
les relations d’incidence ternaires. Les R-groupes dans lesquels
la condition (1) définit une relation d’incidence ternaire seront
appelés RI-groupes. Les exemples donnés plus haut sont des
RI-groupes.

La notion de R-groupe semble assez générale pour justifier
des recherches plus détaillées. En ce qui concerne en particulier
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les RI-groupes, on peut signaler les travaux de M. R. Lingenberg
(voir [16]). Nous nous sommes proposé ici deux buts. Le premier
consiste en I'examen sur un exemple bien connu de quelques
notions qui interviendront probablement dans T'étude des
R-groupes. Le deuxiéme est de formuler pour la géométrie eucli-
dienne & n dimensions un systéme d’axiomes maniables en
nombre réduit, en adoptant le langage des R-groupes. Il ne
s’agit pas la d’une recherche axiomatique en sol. Notre propos
est de donner un exemple de construction de la géométrie élé-
mentaire fondé sur des notions généralement peu exploitées dans
Ienseignement du second degré. Le changement de point de vue
est susceptible de faire apparaitre des perspectives intéressantes.

Afin de ne pas manquer notre second objectif, nous avons
fait en sorte de conserver le contact avec les problemes de la
géométrie élémentaire. Ainsi nous avons développé particuliere-
ment la géométrie plane a partir de laquelle il est possible de
construire simplement la géométrie euclidienne & n dimensions
(n > 3) par une sorte de récurrence. Dans ce domaine restreint,
nous avons fait en sorte de donner toutes les démonstrations
utiles, méme lorsqu’elles sont classiques. Pour les mémes raisons,
nous avons introduit deux axiomes dont le rdle algébrique est
assez mince dans notre construction: il s’agit de l'axiome
d’Archimede et de celui du compas. Ils ne se justifient ici que par
le role essentiel qu’ils jouent dans I'enseignement élémentaire.
En revanche, nous n’avons généralement pas traduit les propo-
sitions énoncées en terme de géométrie élémentaire tradition-
nelle, laissant ce soin au lecteur curieux d’observer l'incidence
des développements qui vont suivre sur l'ordonnance d’un
exposé élémentaire de géométrie euclidienne. Il importe de
rappeler toutefois qu’ils ne sauraient figurer tels quels dans un
cours destiné aux enfants.
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1. Les quatre premiers axiomes de la géométrie plane

1.1 On dit qu'une partie X d’un groupe G engendre G (au sens
étroit) lorsque tout élément de G peut s’écrire d’'une maniére au
moins sous forme du produit d’un nombre fini d’éléments de X.
On peut ainsi remplacer chaque élément de G par un mot dont
les lettres sont des éléments de X. Comme G est un groupe,
chacun de ses éléments peut étre représenté par plusieurs mots
différents. On appelle relations de structure de G relativement
a 2 l'ensemble des égalités par lesquelles on donne les mots
représentant I’élément neutre / de G. Le groupe G est déterminé
quand on se donne ’ensemble X et les relations de structure de
G relativement & X.

Considérons un groupe G, d’élément neutre /, possédant les
propriétés suivantes:

1) G est engendré par un ensemble X formé d’éléments in-
volutifs de G. Nous désignerons les éléments de X par des
lettres minuscules: a, b, ...

2) Les relations de structure de G relativement & X expri-
ment toutes I par des mots d’'un nombre pair de lettres.

Nous appellerons réflexions les éléments de X et nous dirons que
G est un « groupe engendré par des réflexions » ou plus simple-
ment un R-groupe. Nous utiliserons la notation (G, X) pour pré-
ciser que G est un R-groupe engendré par 'ensemble de réfle-
xions Z. ‘

Les relations de structure du R-groupe G relativement & X
peuvent prendre deux formes:

a) x> =1 xeX ,
aeX;i =1,2,..,2n,

b)a,a,...a,, =1;n>1
) 142 2 aj¢aj+1;j=1,2,...,2n—1.

A titre d’exemple, on peut se donner arbitrairement un ensemble
2 non vide et se borner aux relations de structure de la forme a).
On obtient ainsi le R-groupe libre engendré par X.



1 —

En vertu de la propriété 2), les longueurs des mots repré-
sentant un méme élément du R-groupe (G, X) ont toutes la méme
parité. On appellera propres les éléments de G représentables par
des produits d’un nombre pair de réflexions et impropres les
autres. Les éléments propres de (G, 2) forment un sous-groupe
(distingué) G, d’indice 2 dans G, que nous appellerons la com-
posante propre de (G, X). On obtient tous les éléments impropres
de (G, X) en prenant la classe aG,, ot ¢ est un élément arbitraire-
ment choisi dans Z.

Considérons un groupe H d’élément neutre I, engendré par
un ensemble non vide £ d’éléments involutifs. Introduisons le
groupe multiplicatif C d’ordre 2, formé des éléments +1 et —1.
Soit £’ I'ensemble des couples (e, —1), avec a eE. Considérons
la loi1 de formation suivante:

(al > _1) (612, —1)...(61,,, '—1) = (al a _“an,(——l)"); aiEE'

Les éléments ainsi construits constituent manifestement un
R-groupe H', d’élément neutre (/,+1), engendré par £’. Lorsque
H est lui-méme un R-groupe engendré par E, H' est isomorphe
a H. Dans le cas contraire, /I’ est isomorphe au produit direct
de H et C; H est isomorphe a la composante propre de (H', E’).
Nous dirons que (H’, E’) est le R-groupe naturellement associé
a H. ,

Dans le méme ordre d’idées, bornons-nous a signaler un fait
intéressant: quel que soit le groupe g, il existe au moins un R-
groupe (G, X) dont la composante propre est isomorphe d g.

A tout élément T d’un R-groupe (G, X) on peut associer un
automorphisme intérieur de G défini par:

X->T YXT.

Cet automorphisme est banal lorsque 7 appartient au centre
de G. Il est involutif chaque fois que I’on prend pour 7 un é1é-
ment non central de X'; on dit dans ce cas que 'on a affaire & un
' automorphisme intérieur spécial de G. Tout automorphisme
intérieur de G peut étre considéré comme le produit d’un nombre
fini d’automorphismes intérieurs spéciaux de G. Une partie de G
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est dite distinguée quand elle est stable pour les automorphismes
intérieurs de G. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’elle
soit stable pour les automorphismes intérieurs spéciaux de G.

Considérons un R-groupe (G, X). La plus petite partie dis-
tinguée X’ de G contenant X s’obtient en formant la réunion des
images de X par les automorphismes intérieurs de G. I1 en résulte
que 2’ est formée d’éléments involutifs impropres de (G, Z).
Par suite, G peut étre considéré comme un R-groupe engendré par
X’. Les propriétés de (G, ) auxquelles nous nous attacherons
surtout concernent en fait (G, 2’). C’est pourquoi nous substi-
tuerons systématiquement l'étude de (G, X’) a celle de (G, -2)
lorsque X # 2’. Nous n’introduisons pas de restriction essen-
tielle en admettant que, par la suite, nous ne considérerons que
des R-groupes engendrés par des ensembles distingués de réflexions.

Dans un R-groupe (G, X), nous appellerons dimension d’ un
élément X différent de I’élément neutre [ le plus petit entier
rationnel r tel que I'on puisse représenter X par un produit de
r--1 éléments de 2. Nous attribuerons & / la dimension —1. La
dimension du R-groupe (G, X) est le maximum de la dimension
de X lorsque X parcourt G. Par exemple, le groupe des permuta-
tions finies d’un ensemble infini1 £ (chacune d’elles laissant fixes
tous les éléments de £ sauf un nombre fini d’entre eux) est en-
gendré par les transpositions (permutations effectives portant
sur deux éléments) de £; comme tel, ¢’est un R-groupe de dimen-
sion infinie. Les groupes finis d’ordres 1 et 2 peuvent étre regardés
comme des R-groupes de dimensions respectives —1 et O; par la
suite, nous qualifierons ces R-groupes de « banals ».

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le premier
axiome concernant le groupe fondamental G d’une géométrie
euclidienne plane.

Axiome P I. Le groupe G est un R-groupe non banal engendré
par un ensemble distingué X de réflexions

Le R-groupe G n’étant pas banal, nous savons que X contient
au moins deux éléments distincts.
1.2. Soit un ensemble £ et une relation ternaire : définie dans E.
Le fait que trois éléments a, b et ¢ de E, pris dans cet ordre,
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vérifient la relation ¢ se note «(a, b, ¢). On dit que 1 est une relation
d’ incidence (ternaire) lorsqu’elle satisfait les conditions suivantes:

1) Elle est symétrique : (a, b, ¢) implique «(c, b, a) et «(b, a, ¢).

2) Elle est réflexive: u(a, a, b) quels que soient a, b e E.

3) Elle est transitive: quand a et b sont deux éléments
distincts de E, «(a, b, ¢) et i(a, b, d) impliquent «(a, ¢, d).

Les relations d’incidence se rencontrent en géométrie élémen-
taire; ¢’est, par exemple, dans ensemble des points du plan, le
fait pour trois points d’appartenir & une méme droite; ou dans
Iensemble des droites du plan le fait pour trois droites d’avoir
un point commun ou une direction commune.

Revenons au R-groupe G. Le fait que le produit de trois
réflexions est une réflexion définit une relation ternaire dans X.
Soit a, b, ¢, trois éléments de ¥ tels que abc € X. Alors:

cba = (abc)™' = abceX,

bac = c(cba)c = c(abc)cel,

ou 'on fait usage du fait que X est une partie distinguée de G.
D’autre part, il est évident que aab est dans 2 quelles que soient
les réflexions a et b. La relation ternaire considérée est donc
symétrique et réflexive. Il n’est pas possible de prouver que la
condition de transitivité est aussi satisfaite. C’est l'objet de
I’axiome suivant.

Axiome P II (Axiome d’incidence). Le fait que le produit de
trois réflextons est une réflexion définit dans X une relation
d’ incidence.

Nous appellerons RI-groupe tout groupe satisfaisant les
axiomes P [ et P II. Nous adopterons les notations ci-dessus:
sia, b, ce X, a, b, c) signifie que abc € X et 'on dit que a,bet ¢
sont incidents.

La relation d’incidence : dans X est conservée par les trans-
formations induites dans X parles automorphismes intérieurs de
G. 11 suffit évidemment de le vérifier pour les automorphismes
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intérieurs spéciaux de G. Soit alors a, b, ¢ tels que «(a, b, ¢) et soit
s une réflexion quelconque:

(sas) (sbs) (scs) = s(abc)sel,

ou I'on utilise le fait que X est une partie distinguée de G. Par
suite (sas, sbs, scs).

Plagons ici une remarque. On peut considérer une notion
d’incidence plus générale. Admettons que, dans un ensemble F,
pour tout entier naturel n, on a défini une relation R, en choisis-
sant dans E" une partie P,; on note R, (a4, a,, ..., a,) lorsque
Iélément (a4, ay, ..., a,) de E" appartient a P,, et R,(a, a,, ..., a,)
dans le cas contraire. Nous disons que les relations R,, R,, ...,
R,, ... déterminent une incidence (générale) dans £ quand les
conditions suivantes sont satisfaites:

1) Ry(a), VaekE.

2) Symétrie: pour tout entier naturel n et st a; € £, R,(a,
@y, ... , @) implique R,(a;, a;, ..., a;,), ou (i4, iy, ..., 1,) est une
permutation quelconque des indices (1, 2, ..., r).

3) Réflexivité : pour tout entier naturel n et quels que soient
les a; dans E, R (a, ay, @y, ..., @Gy q)-

4) Transitivité: pour tout entier naturel n supérieur a 1, les
conditions R,_ (ay, @y ..., @y_q) b Ray, a9y ..., @u_y, by,
ouk=1,2,...,n,eta;b, ek, impliquent R, (b4, by, ..., b,).

Ainsi, une relation d’équivalence dans £ peut étre assimilée
& une incidence pour laquelle R (a,, @,, ..., a,) quels que soient
a; € E, dés que n > 2. Dans I'ensemble des éléments non nuls
d’un espace vectoriel, la dépendance linéaire est une incidence.

Soit un R-groupe (G, X); nous disons qu’il satisfait la condi-
tion J, ou encore qu’il est un RJ-groupe, si 'on définit une inci-
dence générale dans X en posant, pour tout n naturel, R, (a,,
ay, ..., a,) dés que dim (aa, ... a,) < n-1, avec a;€Z. On voit
quun RI-groupe de dimension 2 est un RJ-groupe. On peut
aussi dire qu'un R/-groupe est un R-groupe (G, X) tel que 'on
introduit une incidence générale dans X en posant:

HSin=1,2,3:Rlay ..., a,) quand dim(a; ... a,)<n-i,
2) Sin>3 | : Rn('al, o a,) VaeX. GE2.
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1.3. Soit a et b deux réflexions distinctes. Nous appellerons
faisceau déterminé par a et b et nous noterons @(a, b) ’ensemble
des éléments de X incidents avec a et b. Il est clair que &(a, b)
contient a et b et qu’il est identique & &(b, a).

PropositioN 1.  Un faisceau est entiérement déterminé par deux
quelconques de ses éléments, pourvu qu’ils soient distincts.

Prenons deux éléments distincts x et y dans un faisceau
®@(a, b), a et b étant deux réflexions distinctes. On peut supposer
sans restriction que a et y sont distincts. Nous voulons prouver
que les faisceaux &(a, b) et P(x,y) coincident. Soit s un élément
arbitraire de ®(a, b). On peut écrire:

(1) (a, by2) () e, by)  (3) Ua, b, s)

En vertu de ’axiome P /7, on peut tirer de (1) et (2):

(4) «(a, z,y) (D) ub, 2, y)

ce qui montre que chacun des deux faisceaux contient les é1é-
ments déterminant I’autre. Par suite, il suffit de prouver que 'un
de ces faisceaux contient autre. De (2) et (3), on tire 1(q, v, $);
en associant ce fait a (4), on voit que (z, y, s), ou l'on tient
compte du fait que a # y. Par conséquent &(a, b) = &(z, y).
C.Q.F.D.

CoROLLAIRE. Soit a, b et ¢ trois réflexions distinctes telles que
a = cbe. Chacune d’elles appartient au faisceau déterminé par
les deux autres.

En effet, acb = c¢; donc ced(a, b). Le reste se déduit de la
proposition 1.

Lorsque I'on ne désirera pas mettre en évidence un couple
particulier d’éléments déterminant un faisceau, on désignera
celui-ci par la seule lettre .
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PropositioN 2. Soit G un Rl-groupe non banal engendré par
un ensemble distingué X de réflexions et soit ® un faisceau
dans X. Le groupe engendré par ® est un Rl-groupe g(®) de
dimension 1. Les éléments propres de g(®) forment un sous-
groupe abélien go( D).

Désignons par a et b deux réflexions déterminant ¢:
@ = &(a, b). Montrons d’abord que, quels que soient z, y, et zdans
@, le produit zyz est également dans @. Quand x = y, zyz = zed.
Quand z # y, les faisceaux @ et &(zx, y) sont confondus en vertu
de la proposition 1. Par suite zyz est une réflexion. Comme
yr.xyz = zeX, xyz appartient a @(z, y), donc a .

Désignons alors par g(®) ’ensemble des mots formés avec des
éléments de @. Il résulte de ce qui précede que ’on peut obtenir
g(®) en prenant tous les mots d’'une ou deux «lettres» prises
dans @. Quels que soient z, ye®, x~ ' = z et (xy)~' = yx. Donc
g(®) est un groupe engendré par &. Il résulte de la premiére
partie de la démonstration que @ est une partie distinguée de
g(®). Comme I'élément neutre / de G ne peut étre représenté par
le produit d’un nombre impair d’éléments de X, g(®) est un R-
groupe. De plus, quels que soient z, y et z dans @, i(x, vy, z).
Donc g(®) est un R/-groupe de dimension 1.

I’ensemble go(P) des éléments propres de g(®) forment un
sous-groupe d’indice 2 dans g(®). Prenons arbitrairement A
dans go(®) et u dans @. On peut affirmer que Au = v et ud = w
sont des éléments de @. Ainsi tout élément A de go(P) peut se
mettre sous les deux formes ¢u et uw, avec u, ¢, wed, u étant
arbitrairement choisi. On en déduit que 'automorphisme inté-
rieur de g(®) associé & u envoie tout élément de go(P) sur son
nverse:

udu = u(vu)u = uv = A~

IT résulte immédiatement de 1a que go(®) est abélien. On peut le
voir en prenant quatre éléments c, d, e et f dans @ et en obser-
vant que:

(cd)(ef) (cd)™" = c(d.ef.d)c = cfe.c = ef,
C.Q.F.D.



Rappelons le fait suivant que nous avons démontré en
passant: '

COROLLAIRE. Quand X,V et z sont trois éléments d’un faisceau P,
le produit xyz appartient a P.

Les faits que nous venons de voir ont une illustration tres
simple en géométrie élémentaire. Lorsque a et b sont deux
réflexions d’axes concourants, ®(a, b) est ’ensemble des réflexions
dont les axes passent par I'intersection de ceux de a et b. Lorsque
les axes de a et b sont paralléles, &(a, b) est I'ensemble des
réflexions dont les axes ont la méme direction que ceux de a et b.
Soit z, y et z trois réflexions dont les axes respectifs X, 7, et Z
sont concourants. Le produit ¢ = xyz est une réflexion dont I’axe
7 est la conjuguée 1sogonale de y par rapport & X et z.

La géométrie élémentaire étudie la transformation ou in-
version isogonale par rapport & un triangle ABC. Son existence
repose sur le théoréeme suivant: soit x, y et z trois droites passant
respectivement par C, A et B; soit 2’ la conjuguée isogonale de
x par rapport & CA et CB, y' celle de y par rapport & AB etAC,
et z’ celle de z par rapport & BC et BA. Si z, y et z sont incidentes
(concourantes ou de méme direction), il en est de méme de z’,
y' et z’. La transformation isogonale considérée associe au point
d’intersection de x, y et z celui de «’, ¥y’ et z’, quand ils existent.
Il est facile de voir que le théoreme cité est un cas particulier
de la proposition suivante qui concerne les R-groupes en géné-
ral: |

Soit G un R-groupe engendré par un ensemble distingué X
de réflexions. Soit a, b, ¢, x, y et z six réflexions telles que: ' = axb,
y' = byc, 2’ = cza et t = xyz soient dans X'; alors ¢’ = x'y'z’ est
aussi dans Z.

En effet: 2'y'z" = axb.byc.cza = a.xyz.a €a Ya =23

1.4. Nous appellerons élément bissecteur de deux réflexions
distinctes a et b tout élément u de Z tel que a = ubu. I est clair
que b = uau et que u est distinct de a et de b. Nous sommes
maintenant en mesure de poser le troisiéme axiome concernant
le groupe G, axiome qui est assez restrictif.

L’Enseignement mathém., t. X, fasc. 1.

o




__ 18

Axiome P III (axiome de bissection). Toute paire de réflexions
distinctes admet au moins un élément bissecteur.

L’axiome P III implique d’abord que & ne contient aucun
élément central de G. De plus, 'ensemble des automorphismes
intérieurs de G agit transitivement dans X. On aurait pu tenter
de remplacer I’axiome P III par 'hypothése suivante, apparem-
ment moins restrictive:

(1) Il existe dans X un élément a tel que, quel que soit s
différent de a dans 2, a et s admettent au moins un
élément bissecteur.

Mais il est facile de voir que, moyennant ce qui précede, (1) en-
traine la validité de I'axiome P III dans G. En effet, soit b et ¢
deux réflexions distinctes et différentes 'une et I'autre de a.
Soit u un élément bissecteur de a et b et posons ¢’ = ucu. Si ¢’
= @, posons ¢ = a; sl ¢’ # a, soit ¢ un élément bissecteur de a
et ¢’. Alors

| ¢ = uc'u = uvav.u = uvu.b.uvu ,

et uvu est un élément bissecteur de b et c.

Tout faisceau contient les éléments bissecteurs de chacune
de ses paires d’éléments distincts, d’apres le corollaire de la pro-
position 1. Par suite, tout faisceau contient trois éléments
distincts, au moins.

1.5. Remarquons que la notion de faisceau ne se présente dans
2 que lorsque G est de dimension supérieure a zéro. Lorsque G
est de dimension 1, ¥ ne contient qu'un seul faisceau, et récipro-
quement. Par la suite nous ne nous intéresserons qu’aux cas ou
2 contient plusieurs faisceaux, et nous poserons un axiome a ce
sujet. Mais auparavant, il convient de poser quelques définitions.

Lorsque G est au moins de dimension 2, on peut trouver dans
Y trois éléments non incidents a, b et c. Cela implique qu’il
existe dans X au moins trois faisceaux distincts ®(a, b), @(b, c)
et @(c, a). L’intersection de deux faisceaux distincts comporte au
plus un élément; elle peut étre vide. Prenons un faisceau @. S’il
posséde un élément commun avec chacun des autres faisceaux
de X, on dit qu’il est-de premiére classe et on le note @,. Dans le
cas contraire, il existe au moins un faisceau de X disjoint de @;
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on dit alors que @ est de seconde classe et on le note @,. 11 résulte
immédiatement de la définition que §’il existe un faisceau de
seconde classe dans X, il en existe au moins deux.

PropositioN 3. Tout automorphisme intérieur de G transforme
un faisceau de X en un faisceau de méme classe.

Il suffit d’établir la proposition dans le cas des automor-
phismes intérieurs spéciaux. Désignons par ¢ 'automorphisme
intérieur de G associé & une réflexion s et soit un faisceau quel-
conque ®(a, b) de 2. Quel que soit x dans &(a, b), szs appartient
au faisceau ®(sas, sbs). Done o envoie &(a, b) dans P(sas, sbs).
Prenons y dans ®(sas, sbs). Comme sas, sbs et y sont incidents,
sys appartient au faisceau @(a, b). Mais o envoie sys sur y. Donc
o®(a, b) contient P(sas, sbs). Ce qui prouve que g transforme le
faisceau @(a, b) en.le faisceau @(sas, sbs).

Montrons encore que o transforme tout faisceau @ en un
faisceau de méme classe. Lorsque @ est de seconde classe, il
existe un faisceau @’ disjoint de @. Comme o est un automor-
phisme, 6@ et 0@’ sont disjoints. Donc o@ est de seconde classe.
Quand @ est de premiére classe, 0® n’est pas de seconde classe
car ¢ est une transformation involutive. C.Q.F.D.

En géométrie élémentaire plane, un faisceau de premieére
classe est I'ensemble des réflexions dont les axes passent par un
point donné; un faisceau de seconde classe est I’ensemble des
réflexions dont les axes ont une direction donnée. Pour I'instant,
nous ne sommes pas renseignés sur lexistence dans X de
faisceaux appartenant a 'une ou l'autre des deux classes. Pour
nous assurer I'existence de « points », nous allons poser 'axiome
sulvant:

Axiome P IV. (Axiome des faisceaux de premiére classe)
Dans Z, 1l existe au moins deux faisceaux dont un de premiére
classe.

Nous dirons de deux réflexions distinctes qu’elles se coupent

ou qu’elles sont sécantes lorsqu’elles déterminent un faisceau de
premiere classe.

L’axiome P IV entraine immédiatement un fait important.
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ProrositioN 4. Le R-groupe G est de dimension 2. -

Nous avons déja observé que Iexistence de deux faisceaux
distincts implique que la dimension de G égale au moins 2. Pour
établir qu’elle est exactement 2, il suffit de montrer que, quelles
que solent les réflexions a, b, c et d, le produit abed peut §’écrire
sous la forme rs, ou r et s sont des réflexions convenables. Le fait
est banal quand a, b et ¢ sont incidentes. Plagcons-nous donc dans
le cas ou elles ne le sont pas. Nous savons qu’il existe dans 2 un
faisceau de premiere classe @,. Si a appartient & &,, posons
a' = aet b’ =0. Si a n’appartient pas a &,, désignons par a’
I’élément commun aux faisceaux @, et @ (a, b). Dans tous les cas,
on peut écrire:

ab = a'.a’ab =a'b’, b’ = a"abed(a, D), b" #c.

Désignons alors par e ’élément commun & &, et &(b’, ¢). Posons
f = eb'ceX. On peut écrire:

abcd = a’'b'cd = a’e.eb’ c.d :'a’e.fd.

Lorsque (e, f, d), la démonstration est achevée. Sinon désignons
par g lintersection des faisceaux @, et &(f, d), et posons:

r=a'eged ;s = gfde®(f, d).

On a alors:
| abed = a'e.fd = a' eg.gfd = rs. C.Q.F.D.

Il convient de souligner que la démonstration de cette pro-
position ne fait pas intervenir 'axiome P III. Lorsqu’on fait
usage de cet axiome, on peut affirmer I’existence dans X de plu-
sieurs faisceaux de premiére classe. Plus précisément, on peut
montrer que toute réflexion appartient & deux faisceaux de
premiére classe, au moins. Prenons en effet un faisceau de pre-
miére classe &, et une réflexion s n’appartenant pas a &,.
Choisissons un élément ¢ dans @, et soit u un élément bissecteur
de a et s. Le faisceau u®,u est de premiere classe. Comme il con-
tient s, il est distinct de @,. I’élément commun & &, et udu
appartient & deux faisceaux de premiére classe distincts. En
vertu de 'axiome de bissection, il en est de méme de toute

réflexion.
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1.6. 11 est facile de reconnaitre les éléments involutifs propres
de G. Comme G est de dimension 2, tout élément propre de G
peut se mettre sous la forme ab, ou a, beZ. Pour que ab soit
involutif, il faut que a et b commutent. En géométrie. eucli-
dienne plane, cela revient & exiger que les axes des réflexions
a et b soient confondus ou perpendiculaires. Nous conviendrons
donc d’appeler perpendiculaires deux réflexions distinctes qui
commutent. La relation ainsi définie dans X est symétrique.
De plus, elle est invariante pour les automorphismes intérieurs
de G. En effet, soit a, b et s trois réflexions, a et & étant perpen-
diculaires; sas et sbs sont des réflexions distinctes et:

sas.sbs = sabs = sbas = sbs.sas .

Nous allons énoncer un théoréme d’existence au sujet des élé-
ments perpendiculaires de X, mais il convient auparavant
d’établir un lemme.

LemMme.  Soit G un Rl-groupe engendré par un ensemble distingué
> de réflexions satisfaisant I'axiome de bissection. Pour que
tous les éléments d’un méme faiscean & commutent avec une
méme réflexion s, il faut et il suffit que s n’appartienne pas a
& et que les faisceaux @ et s®s sotent confondus.

Montrons d’abord la nécessité de ces conditions. Prenons un
faisceau @ dont tous les éléments commutent avec une méme
réflexion s. Il est clair que les faisceaux @ et s@s sont confondus.
Soit ¢ un élément de @ distinct de s. Si s était contenu dans @,
tout élément bissecteur de a et s appartiendrait & @ sans toute-
fols commuter avec s. Donc s n’appartient pas & &.

Réciproquement, considérons un faisceau @ et une réflexion
s n’appartenant pas a @ telle que les faisceaux @ et sds coinci-
dent. Prenons dans @ un élément quelconque x. Il résulte des
hypothéses que z’ = sxs appartient aussi & &. Les réflexions
x et ' sont confondues, car sinon s appartiendrait & &(x, 2') = &.
Par suite, x commute avec s. Comme s n’appartient pas a @, on
peut méme affirmer que s et z sont perpendiculaires. C.Q.F.D.

Nous dirons qu'un faisceau @ est eniiérement perpendiculaire
a une réflexion s quand chaque élément de @ est perpendiculaire




a s. Pour qu’ll en soit ainsi, il faut et il suffit que & ne contienne
pas s mais en revanche qu’il contienne deux éléments distincts
perpendiculaires & s, en vertu du lemme précédent.

Prorosition 5. Soit une réflexton s et un faisceau de premiére
classe @ ne contenant pas s; @, contient au moins un élément
perpendiculaire a s; s’il en contient plus d’un, il est entiérement
perpendiculaire a s.

Considérons le faisceau de premiére classe s®,s. Lorsque &,
et s@s sont distincts, leur élément commun ¢ commute avec s.
Comme s n’appartient pas a @4, s et ¢ sont perpendiculaires.

Lorsque @, et s®;s sont confondus, ¢, est entierement per-
pendiculaire & s, comme l'indique le lemme ci-dessus. Cela se
produit dés que @; contient deux éléments distincts perpendi-
culaires a s. C.Q.F.D.

Il convient de remarquer que, quel que soit le faisceau de
premiere classe @, on peut trouver une réflexion s non contenue
dans @, et perpendiculaire a un seul élément de @,. En effet,
soit @ un élément de @ et b une réflexion non contenue dans @4
il suffit de prendre pour s un élément bissecteur de a et b.

ProrositioNn 6. Tout faisceau de premiére classe contient au
moins quatre éléments distincts.

Soit @, un faisceau de premiére classe, b un élément de @,
et s une réflexion non contenue dans @, et non perpendiculaire
a b. Soit a I’élément de &, perpendiculaire a s. La réflexion
b' = sbs est contenue dans s@,s, mais elle n’appartient ni a
®(a, b) = &, n1 a d(a, s).

Considérons un élément bissecteur ¢ de a et s; il est distinct
de a et de s et il ne leur est pas perpendiculaire. Il s’ensuit que
la réflexion ¢’ = sts est distincte de a, de s et de ¢. Les réflexions
a, s, t et ¢’ appartiennent a un meéme faisceau qui ne contient pas
b'. Par suite les faisceaux @(b’, a), (b, s), ¢(b', t) et &(b’, t') sont
distincts. Comme b6’ n’appartient pas a &, les intersections de
ces faisceaux avec @, fournissent quatre éléments distincts
de @,. C.Q.F.D.
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CoroLLAIRE. Toute réflexion appartient & quatre faisceaux distincts
auw Mmoins.

On vient de voir, en effet, que c’est le cas de b'; c’est Yrai par
conséquent pour toute réflexion, en vertu de Uaxiome p III.

Fig. 1.

Proposition 7. Soit une réflexion s et un faisceau de premiére
classe @, contenant s. Il existe dans &, un élément perpendicu-
laire a s, au moins.

Nous savons que la réflexion s appartient au moins & quatre
faisceaux:; deux d’entre eux au moins, soit ¢, et &;, sont de
premiére classe. Il existe donc une réflexion ¢ non perpendicu-
laire & s et n’appartenant & ni @, a ni &;. Soit u un élément
bissecteur de a et s. Les faisceaux u®,u et ud;u contiennent a
mais pas s. En vertu de la proposition 5, ces faisceaux con-
tiennent chacun un élément perpendiculaire a s. Soit b et ¢ ces
éléments; ils sont distincts car a, qui n’est pas perpendiculaire
a s, est le seul élément commun & ud,u et ud,u. Le faisceau
®(b, c), qui contient deux éléments distincts perpendiculaires
& s, est entierement perpendiculaire a s. 11 est distinct de @;.
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Par suite la réflexion ¢t commune & @, et &(b, ¢) répond aux con-
ditions de I'énoncé. C.Q.F.D.

CorOLLAIRE. A toute réflexion, on peut faire correspondre au
moins deux réflexions qui la coupent perpendiculairement et qui
déterminent avec elle des faisceaux distincts.

ProrositioNn 8. Deux réflexions perpendiculaires se coupent.

Soit a et s deux réflexions perpendiculaires. On peut trouver
une réflexion b coupant s, perpendiculaire & s, et telle que
@(s, a) # D(s, b). Le faisceau P(a, b) est entierement perpendicu-
laire & s. Prenons un élément bissecteur u de a et b. Il appartient
a ®(a, b); 1l est donc perpendiculaire a s. L’automorphisme inté-
rieur de G associé & u envoie b sur a et laisse s fixe. Par conséquent
d(a, s) = uP(b, s)u. Comme P(b, s) est de premiére classe, il en est
de méme de &(a, s). C.Q.F.D. |

CoroLLAIRE. Toute réflexion appartient a trois faisceaux de
premiére classe, au moins.

En effet, dans la démonstration précédente le faisceau &(a, b)
contient u mais pas s. Comme les éléments a, b et u sont distincts,
il en est de méme des faisceaux &(s, a), &(s, b) et &(s, u). La pro-
position 8 affirme qu’ils sont de premiere classe.
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ProposiTION 9. Soit une réflexion s et un faisceau de premiere
classe @, contenant s; @, ne contient qu'un seul élément per-
pendiculaire a s.

D’aprés la proposition 7, tout faisceau de premiére classe
contenant s posséde au moins un élément perpendiculaire & s.

D’autre part, soit z et 2’ deux éléments perpendiculaires & s
tels que &(s, x) # D(s, z’), et soit u un élément bissecteur de z et
z’. Le faisceau &(x, x') étant entiérement perpendiculaire a s,
u est perpendiculaire a s. L’automorphismeintérieur de & associé
a u laisse s fixe et transforme P'un en autre les faisceaux @(s, z)
et @(s, z'). Il résulte immédiatement de la que si I'un des fais-
ceaux de premiere classe contenant s ne possede quun seul
élément perpendiculaire & s, il en est de méme de tous les autres.

Soit r une réflexion distincte de s et non perpendiculaire & s.
Il existe un faisceau de premiére classe contenant r mais pas s.
Prenons dans ce faisceau I’élément a perpendiculaire a s. Admet-
tons, par absurde, que le faisceau de premiere classe (s, a) con-
tienne un élément b distinct de a et perpendiculaire a s. Il existe
une réflexion ¢ perpendiculaire & s et n’appartenant pas a @(s, a).
Le faisceau &(b, c¢), qui ne contient ni a, ni s, est entiérement
perpendiculaire & s. En particulier, I'élément d commun &
d(a, r) et ®(b, c) est perpendiculaire & s. Le faisceau &(a, r)
contient donc deux éléments distincts perpendiculaires a s,




9% —

soit a et d, et un élément non perpendiculaire & s, soit r, ce qui
est absurde. Il en résulte que &(s, a) ne contient qu’un seul
élément perpendiculaire & s. Comme on ’a vu, cela implique
qu’il en est de méme pour tout faisceau de premiére classe @,
contenant s. C.Q.F.D.

1.7.

ProrosiTioN 10. L’ensemble des éléments de X perpendiculaires
a une méme réflexion constitue un faisceau.

En vertu de la proposition 7 et du corollaire de la proposition
8, 1l existe trois réflexions distinctes a, b et ¢ perpendiculaires &
une méme réflexion s. Le faisceau &(a, b) est entiérement per-
pendiculaire & s. Il suffit donec de montrer que a, b et ¢ sont in-
cidentes. Considérons I’élément ¢’ commun aux faisceaux
distincts ®(a, b) et &(c, s). Il est perpendiculaire & s comme tout
élément de &(a, b). Il résulte alors des propositions 8 et 9 que
¢’ est confondu avec ¢, done que a, b et ¢ sont trois réflexions
incidentes. C.Q.F.D. '

Convenons d’appeler systéme polaire de laréflexion s et de noter
II(s) le faisceau formé des réflexions perpendiculaires & s. La
réflexion s est une base de II(s). Tout élément de & est une base
d’un systeme polaire bien déterminé. Cependant, il peut arriver
que les systémes polaires de deux réflexions distinctes coinci-
dent.

Remarquons que, §’1l existe des faisceaux de seconde classe
dans X, toute réflexion s appartient a 'un d’eux, au moins. En
effet, soit @', un faisceau de seconde classe contenant une
réflexion a distincte de s. Si I'on désigne par u un élément bis-
secteur de a et s, il est clair que le faisceau de seconde classe
b, = ud’,u contient s. Nous pouvons en déduire, en particulier
que le systéme polaire II(s) est de seconde classe. Car, sans cela,
I’élément commun a II(s) et @, serait une réflexion perpendicu-
laire & s mais ne coupant pas s, contrairement a la proposition 8.
Ainsi, quand X contient des faisceaux de seconde classe, tout
systeme polaire est de seconde classe. Signalons toutefois qu’il
peut éventuellement se trouver dans 2 des faisceaux de seconde
classe qui ne sont pas des systémes polaires.
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Lorsque deux réflexions distinctes s et ¢ ont le méme systeme
polaire, elles ne se coupent pas. En effet, si a est un élément quel-
conque de II(s), le systéme polaire de @ est @(s, ¢) en vertu de la
proposition 10. L’intersection de II(a) et II(s) est vide, sinon il
existerait dans II(a) = &(s, t) un élément perpendiculaire'd s et
t a4 la fois, contrairement aux propositions 8 et 9. Par suite,
®(s, t) est de seconde classe. On peut déduire de la que, lorsqu’il
n’existe pas de faisceau de seconde classe dans X, la correspon-
dance entre les réflexions s et les systémes polaires II(s) est
biunivoque.

1.8. Nous sommes maintenant en mesure de donner plus de
détails au sujet des éléments bissecteurs de deux réflexions.
Commencons par établir un lemme.

LemMmE. Soit u, v et x trois réflexions incidentes. La condition
nécessaire et suffisante pour que uvx soit perpendiculaire d
X est que u et v sotent elles-mémes perpendiculaires.

Nous avons vu que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’'un élément de dimension 1 dans G soit involutif est que,
lorsqu’il est mis sous la forme ab, ou a, beX, les réflexions a et b
solent perpendiculaires. Supposons donc que u et ¢ sont per-
pendiculaires. Alors u¢ et zuvxr sont des éléments involutifs de
dimension 1. Par hypothese, uoz est une réflexion; nous pouvons
affirmer qu’elle est perpendiculaire & z. Réciproquement, si x et
uex sont deux réflexions perpendiculaires, uvzr.x = u¢ est un
¢lément involutif de dimension 1 dans G; il en résulte que u et
¢ sont perpendiculaires. C.Q.F.D.

Prorosition 11. Deux réflexions non sécantes ont exactement
un élément bissecteur. Deux réflexions sécantes ont exactement
deux éléments bissecteurs, qui sont perpendiculaires.

Soit a et b deux réflexions distinctes. Nous savons qu’elles
ont au moins un élément bissecteur u. Admettons qu’il existe
un élément bissecteur ¢ de a et b distinct de u. Nous pouvons
observer que u et ¢ appartiennent tous deux au faisceau ®(a, b)
et que, par suite, uva est une réflexion. Comme:
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a = uvavu = uva.a.avi = uva.a.uva ,

uva est une réflexion perpendiculaire & a. Donc u et ¢ sont per-
pendiculaires en vertu du lemme précédent.

Nous déduisons de 1a que, lorsque @ et b ne se coupent pas,
elles ne possedent qu’un seul élément bissecteur. En revanche,
quand elles se coupent, elles ne sauraient en avoir plus de deux.
Il nous faut montrer qu’elles en ont effectivement deux dans ce
cas. Prenons I’élément u’ perpendiculaire & u dans le faisceau de
premiere classe ®(a, b). Comme uu’'a est une réflexion, on peut
écrire:

uv'.au'u =uuw'auw'u = auv'uu'u = a,

et, par suite:

b = uau = u' au’.

Donc u’ est aussi élément bissecteur de a et b. C.Q.F.D.

ProrositioN 12. Lorsqu’il existe des faisceaux de seconde classe
dans X, le centre de G se réduit a Iélément neutre 1. Lorsque

2 ne contient que des faisceaux de premiére classe, le centre de
G est d’ordre 2.

Nous savons que X ne contient pas d’élément du centre de G.
Recherchons alors les éléments centraux propres de G. Soit ab
I'un d’eux, ou a, beX. Comme ab commute avec a, (ab)* = I.
Par suite, a et b sont confondus ou perpendiculaires. Si a et b
‘étaient perpendiculaires, on pourrait trouver une réflexion s non
incidente avec a et b, perpendiculaire & a mais pas & b. On
pourrait alors écrire:

ba.s.ab = bsb # s,

ce qui serait absurde. 11 s’ensuit que a et b sont confondus et que
I est le seul élément central propre de G.

~ Le carré d’un élément central de dimension 2 est un élément
central propre. Ce qui précede montre qu'un tel élément est in-
volutif. Nous sommes donc conduits & la recherche des éléments
involutifs de dimension 2 dans G. Soit A 'un d’eux et soit x une
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réflexion arbitraire. On peut poser: A = xyz, ou z, y et z sont
trois réflexions non incidentes. Comme A est involutif, on a:

XyxX = zy.XzXx,

ce qui montre que les réflexions xyxr et xzr appartiennent au
faisceau ®(y, z). En vertu du lemme de la proposition 5, &(y, z)
est entiérement perpendiculaire & x. Par suite:

(yz)* = xyz.xyz = A*> = 1.

Donc y et z sont perpendiculaires et le systeme polaire &(y, 2)
de x est de premiére classe. Prenons un élément quelconque y’
dans @(y, z) et posons z° = y'yz. D’apres ce qui précéde, A = zy'z’
et z’ est la réflexion perpendiculaire & y’ dans &(y, z). D’autre
part, A commute avec x; et comme x est arbitrairement choisi
dans X, A est un élément central de G.

En résumé G ne posséde d’élément central distinct de / que
lorsque les systemes polaires sont de premiére classe, autrement,
dit quand 1l n’existe pas de faisceaux de seconde classe dans Z.
Dans ce cas, G ne contient quun seul élément de cette espece.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Lorsqu'tl contient des faisceaux de seconde classe,
2 constitue U'ensemble de tous les éléments tnvolutifs impropres
de G. Dans le cas contraire, il existe dans G un élément involutif
umpropre n appartenant pas a X, et un seul. Cet élément en-
gendre le centre de G. Il peut étre mis sous la forme abe, ot
a, b et ¢ sont trois réflexions deux a deux perpendiculaires.

2. LPL’axiome d’Euclide

2.1 Les axlomes précédents ne permettent aucune conclusion
quant a 'existence de faisceaux de seconde classe dans ¥, parti-
culierement de ceux d’entre eux qui ne sont pas des systémes
polaires, et que nous qualifierons de singuliers. Remarquons a ce
propos que si 'on admet I'existence de faisceaux singuliers dans
Z, toute réflexion appartient & deux d’entre eux, au moins. En
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effet, prenons un faisceau singulier @,, un élément a dans @,
et une réflexion quelconque ¢. Si u est un élément bissecteur de
a et t, &, = udu est un faisceau singulier contenant ¢. Soit
alors m une réflexion perpendiculaire & ¢; elle n’est pas dans &,
en vertu de la proposition 8. Le faisceau &, = m®.m est
singulier et il contient £. De plus il est distinct de @;, car sans
cela @, serait le systéme polaire de m (lemme prop. 5), contraire-
ment a Uhypothese faite sur @,.

Parmi les hypothéses les plus simples que I'on puisse poser
au sujet de existence de faisceaux singuliers dans 2, il convient
de signaler les trois suivantes:

a) 1l n’existe pas de faisceau de seconde classe dans X

b) toute réflexion appartient a un faisceau de seconde classe
et un seul

c) toute réflexion appartient & deux faisceaux singuliers
exactement.

L’hypothese a) est vérifiée dans le cas de la géométrie elliptique
plane continue. Le groupe fondamental G, de cette géométrie
est engendré par des éléments involutifs, mais ce n’est pas un
R-groupe. En revanche, le R-groupe G naturellement associé a
- (G, satisfait les quatre premiers axiomes ainsi que I’hypothése a).
I1 est isomorphe au R-groupe des isométries de 'espace euclidien
R? laissant fixe un point de cet espace. Nous dirons d’un groupe
vérifiant les quatre premiers axiomes et I’hypothese a) qu’il est
de type elliptique plan. L’hypothése ¢) caractérise les géomeétries
de type hyperboliqgue plan. Nous ne nous attarderons pas aux
hypotheses a) et c¢); nous allons admettre I’hypothese b) et
montrer que, jointe aux quatre premiers axiomes, elle fixe assez
étroitement la structure algébrique de G.

Axrome P V. (Axiome d’Euclide). Toute réflexion appartient
a un faisceau de seconde classe, et a un seul.

On peut aussi énoncer cet axiome en disant que X contient
des faisceaux de seconde classe et que deux faisceaux de seconde
classe distincts sont disjoints: il résulte de 'axiome de bissection
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que les faisceaux de seconde classe de X déterminent une parti-
tion de X. Nous qualifierons de paralléles deux réflexions dis-
tinctes ou non appartenant & un méme faisceau de seconde
classe. Le parallélisme est. une relation d’équivalence dans X.
En vertu de la proposition 3, cette relation est compatible avec
les transformations induites dans X par les automorphismes
intérieurs de G.

~ 11 découle immédiatement de 'axiome P V que tout faisceau
de seconde classe est un systéme polaire, et réciproquement. De
plus, tout faisceau de seconde classe est déterminé par un seul
de ses éléments et nous désignerons parfois par @,(s) le faisceau
de seconde classe contenant la réflexion s.

Les systémes polaires attachés a deux réflexions paralléles

a et b sont confondus. En effet, a et b appartiennent & un méme
systeme polaire II(s), ou seX. La réflexion s appartient aux
systémes polaires II(a) et II(b) qui, n’étant pas disjoints, sont
confondus. Il s’ensuit que l’ensemble des bases du systéme
polaire II(s) est ®y(s).

2.2. Considérons le R-groupe g(®,) engendré par les éléments
d’un faisceau de premieére classe @. Il résulte de la proposition
2 que l'ensemble des éléments propres de g(®,) constitue un
sous-groupe abélien d’indice 2 dans g(®,). Nous désignerons ce
groupe par p(®;) et nous lappellerons groupe des rotations
autour de ®;. De méme, & toute réflexion s on peut associer le
R-groupe g(II(s) ) engendré par les éléments du systéme polaire
l(s). Les éléments propres de g(II(s) ) forment un sous-groupe
abélien d’indice 2 dans g(II(s) ). Nous noterons ce groupe 7(s)
et nous I'appellerons groupe des translations de direction s. 1,)616-
ment neutre / de G est a la fois une rotation et une translation
que nous qualifierons de banales. Nous pouvons affirmer qu’il
n’existe pas de translation involutive non banale. En revanche,
le groupe des rotations autour du faisceau de premiére classe @,
contient une rotation involutive non banale (prop. 7) et une
seule (prop. 9 et lemme prop. 11). Nous appellerons cette rotation
le demi-tour autour de @,. On voit ainsi apparaitre une corres-
pondance biunivoque entre ’ensemble des demi-tours et celui
des faisceaux de premiére classe.
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ProrosiTioN 13. Le produit de deux demi-tours est une transla-
tion. Réciproquement, il est possible de considérer toute trans-
lation comme le produit de deux demi-tours dont I'un peut étre
librement choist a I’avance.

Soit D et D’ les demi-tours relatifs & deux faisceaux de
premiére classe @, et @';. Quand D = D’, le produit DD’ est la
translation banale /. Quand D # D’, désignons par s la réflexion
commune & ¢, et &;. Prenons les éléments u et v perpendicu-
laires & s dans @, et @) respectivement. On peut écrire:

DD’ = us.sv = uv,

qui est une translation de direction s.

Réciproquement, soit 7' une translation de direction a, avec
acX, et soit un demi-tour D autour d’un faisceau de premiere
classe @,. Soit b et c les éléments de @, respectivement paralléle
et perpendiculaire & a. Il existe dans le systéme polaire I1(b) deux
éléments d’ et d” tels que:

T =¢ed" =d" €.

11 est clair que D égale bec et cb. Les éléments bd’ et d"b sont
deux demi-tours D’ et D", respectivement. De plus:

T = cbbd =DD', T=d"bbc=D"D. C.Q.F.D.

CoROLLAIRE. Le produit de trois demi-tours est un demi-tour.

Soulignons le fait que si D et D’ sont les demi-tours opérant
autour des faisceaux de premiére classe distincts &, et @,
DD’ est une translation dont la direction est donnée par I’élément
s commun & @, et &;, ou par toute autre réflexion paralléle & s.

ProrositioN 14. Dans G, I'ensemble des translations constitue
un sous-groupe distingué abélien 7.

Soit T'; et T, deux translations. Donnons-nous un demi-tour
D. En vertu de la proposition 13, il existe deux demi-tours D,
et D, tels que:
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D’ou:
T1 Tz_l = (DlD)(DzD)_l — Dl DDD2 = Dl D2 ’

ce qui montre que ensemble J des translations est un sous-
groupe de G. De plus, comme:

DT,D = D(D,D)D = DD, = T, !,

r automorphlsme intérieur de G associé & un demi-tour D envoie
toute translation sur son inverse. Il en découle que T est abélien,
car:

Tz T1 T2‘1 — DzD(DlD)DDZ = DzDD1D2 — DlD — Tl'

Enfin le fait que 7 est distingué dans G résulte de la conservation

du parallélisme par les automorphismes intérieurs de G.
C.Q.F.D.

Prorosition 15. Le groupe I des translations est isomorphe
au produit =(a) X t(a), owt a est une réflexion quelconque.

Quelles que soient les réflexions a et b, les groupes t(a) et
7(b) sont isomorphes. En effet, s1 a et b sont distinctes, prenons
un élément bissecteur u de a et b; application 7' —» uTu définit
un isomorphisme entre t(a) et t(b). Dés lors, 1l nous suffit d’éta-
blir que 7 est isomorphe au produit direct z(r) X (s),our et ssont
deux réflexions sécantes.

Considérons l’ensemble t(r).z(s) des produits de la forme
T.T,, ou T,e t(r) et T, t(s). Comme J est abelien, 1(r).t(s) est
un sous-groupe de 7. Les réflexions r et s étant sécantes, 'inter-
section de z(r) et 7(s) se réduit a 1’élément neutre et 7(r).z(s) est
isomorphe au produit direct t(r) X t(s).

Il reste & montrer que J = 1(r). t(s). Prenons une translation
quelconque; elle peut se mettre sous la forme DD”, ou D est le
demi-tour autour de &(r, s) et D" est le demi-tour autour d’un
faisceau de premiére classe convenable ¢,. Prenons dans &,
I’élément s’ paralléle & s et soit D’ le demi-tour autour de &(r, s').
On peut écrire: DD" = DD'.D'D" , ot DD’ € z(r) et D'D" € 1(s).

| C.Q.F.D.

I Enseignement mathém., t. X, fase. 1. 3
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Etant données deux réflexions sécantes r et s, nous appel-

lerons isomorphisme canonique de 7~ sur (r) X t(s) 'application
T > (T,; T) dans laquelle 7 = T,T,, T,e (r) et T 1(s).

2.3. On dit qu'un groupe I' est le produit semi-direct de deux
sous-groupes I'; et I', pris dans cet ordre lorsque tout élément
X de I" possede exactement deux décompositions

X = X1X2 =X2X’1,

ou X, et X; sont dans I'; et X, est dans I',. Cela entraine, en
particulier, que I'y est distingué dans I' et que I'/T"; est iso-
morphe & I',. La définition précédente nous permet d’énoncer un
théoréme important sur la structure algébrique de G.

TueoreME 1. Le sous-groupe G, des éléments propres de G est
le produit semi-direct du groupe I des translations et du groupe
p(®,) des rotations autour d’ un faisceau de premicére classe @ ;.

Prenons un faisceau de premiére classe @, et un élément quel-
conque A dans G,. S1 A est une translation non banale, désignons
par a ’élément de @, perpendiculaire & la direction de 4. Si 4
est une rotation autour d’un faisceau de premiére classe @,
désignons par ¢ un élément commun & &, et ®;. Dans tous les
cas, il existe une réflexion b telle que A = ab. Soit b’ I'élément de
¢, paralléle & b. On peut écrire:

A =ab = ab'.b’'b = (a.bb'.a)ab’.

Il est clair que T, = bb" et T, = abb’a sont des translations et
que R = ab’ est une rotation autour de @;. D’ou:

A =RT1 = TzR.

Ces deux décompositions sont univoquement déterminées par le
choix de A et de &4, car l'intersection de J et de p(®,) se réduit
a I’élément neutre I. C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. Tout élément impropre de G peut étre consideéré
comme le produit d’une réflexion et d’une translation.

En effet, soit X un élément impropre de G, @, un faisceau de
premiére classe et ¢ un élément de @,. L’élément a X est propre.
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On peut donc le mettre sous la forme RT, ou R est une rotation
autour de @, et 7 une translation. On peut poser R = ab ou b
est dans @,. D’ou X = bT. On peut encore écrire X = 7", ou
T" est la translation 670.

La réflexion b est entiérement déterminée par le choix de
X et de @, comme on le voit sans peine. Signalons enfin que,
quel que soit I’élément impropre X, on peut trouver une réflexion
s et une translation U de direction s telles que X = sU = Us.

2.4. Nous allons examiner quelques faits relatifs aux auto-
morphismes intérieurs de G. Pour simplifier, nous appellerons
transformation par U'élément A de G I'automorphisme intérieur
de G défini par X - A7' XA.

ProprositionN 16. Pour que la transformation par un élément A
de G envoie toute réflexion sur une réflexton paralléle, il faut
et 1l suffit que A soit un demi-tour ou une translation.

Soit D le demi-tour autour d’un faisceau de premiére classe
@,. Prenons une réflexion quelconque s. Soit a et b les éléments
de @, respectivement parallele et perpendiculaire a s. Il est
clair que D = ab. Par suite, DaD = a. Donc la transformation
par D laisse a fixe; comme elle conserve le parallélisme, elle
envole s sur une réflexion parallele a s. Il résulte de la proposition
13 qu’il en est de méme pour toute translation.

Passons a la réciproque. Considérons d’abord deux réflexions
sécantes non perpendiculaires a et b. L’élément aba coupe b.
Par suite, la transformation par une réflexion n’envoie pas
chaque élément de X sur un élément paralléle. Examinons en-
suite le cas d’une rotation R autour d’un faisceau de premiére
classe @,. Il existe dans @, deux éléments c et d tels que R = cd.
I’élément

¢’ = R"'¢R = dcd,

appartient & @,. Pour que ¢ et ¢’ soient paralleles — ¢’est-a-dire
confondus, dans ce cas— 1l faut que ¢ et d soient confondus ou
perpendiculaires; R est alors la rotation banale ou le demi-tour
autour de @,. Prenons enfin un élément impropre X de G. En
vertu du corollaire du théoréme 1, X peut se mettre sous la




36 —

forme T's ou s est une réflexion et 7' une translation. La trans-
formation par X est donc le produit de la transformation par T
qui envole toute réflexion sur une réflexion parallele, et de la
transformation par la réflexion s qui ne posséde pas cette pro-
priété. Il s’ensuit que la transformation par X ne la posséde
pas non plus. C.Q.F.D.

Le groupe de stabilité d’'une partie £ de G est le sous-groupe
de G formé des éléments X tels que X 'EX = E.

ProprositioNn 17. Le groupe de stabilité d’un faisceau de pre-
miére classe @ est le sous-groupe g(®,) de G engendré par les
éléments de P ,.

Comme ¢, n’est pas un systéme polaire, les seules réflexions
appartenant au groupe de stabilité de @, sont les éléments de @,.

Recherchons maintenant les éléments propres du groupe
étudié. Ils peuvent se mettre sous la forme rs, our, seX. Il résulte
de ce qui précéde que si r est dans &4, il en est de méme de s.
Placons-nous dans le cas ou r n’appartient pasa @,. Il existe un
faisceau @ contenant r et s. Soit v la seule réflexion appartenant
a la fois & @ et & @;. On peut poser rs = uv, ou u = rsv € @. 1l
est clair que u appartient au groupe de stabilité de ¢,. Par consé-
quent u est dans @4, et u = v. Donc rs est I’élément neutre [ de G.

Il reste & considérer les éléments du groupe de stabilité de
@, qui sont de dimension 2 dans G. Un tel élément peut toujours
se mettre sous la forme axy, ou a est arbitrairement choisi dans
@, et ou x et y sont des réflexions distinctes convenables. Il est
clair que zy appartient au groupe de stabilité de &,. Il résulte
alors de ce qui précede que z et y sont dans @, et qu’il n’existe
pas d’élément de dimension 2 dans le groupe étudié.

En résumé, le groupe de stabilité de @, est le R-groupe de
dimension 1 engendré par ¢,. C.Q.F.D.

‘CoroLLAIRE 1. Le groupe G est le produit semi-direct du groupe
des translations et du groupe de stabilité d’un faisceau de pre-
miére classe.

Cela découle immédiatement de ce qui précede et des consi-
dérations accompagnant le corollaire du théoréeme 1.



37 —

COROLLAIRE 2. Lorsqu une réflexion commute avec un demi-
tour D elle appartient au faisceau de premiére classe associé a
D, et réciproquement.

En effet, comme le demi-tour D détermine univoquement le
faisceau @, autour duquel il opére, toute réflexion commutant
avec D appartient au groupe de stabilité de @,, et réciproque-
ment.

CoroLLAIRE 3. Soit trois faisceaux de premiére classe sans
élément commun. L’ ensemble des éléments de G qui déterminent
une transformation laissant tnvartant chacun de ces faisceaux
se réduit a {I}.

 En effet, soit &, et ®; deux de ces faisceaux. Ils n’ont en
commun qu'une seule réflexion a. Tout élément propre du
groupe de stabilité de @, peut se mettre sous la forme ab, ou
bed,. Cet élément ab ne peut appartenir au groupe de stabilité
de @) que si b = a. Soit ", le troisitme faisceau considéré. Il
ne contient pas a. L’intersection des groupes de stabilité des
faisceaux @,, ®; et @; se réduit donc & {/}. |
Deux éléments A et B de G sont dits congrus, ce que 'on
note A ~ B, quand 1l existe un élément propre X dans G tel que
la transformation par X envoie A sur B. On définit ainsi une
relation d’équivalence dans G. L’ensemble X consitue une classe
d’équivalence vis-a-vis de cette relation. Les éléments de G
congrus & une rotation sont des rotations; les éléments congrus
& une translation sont des translations. Il résulte immédiatement
de la définition que AB ~ BA dés que 'un au moins des élé-
ments 4 et B est propre.
Soit a, b et ¢ trois réflexions quelconques. On peut écrire
ab ~ c(ba)e, car cbac = ca(ab)ac. Donnons-nous une rotation R
et un faisceau de premiére classe @;. L.e groupe p(®,) des rota-
tions autour de @, contient une rotation R’ congrue a R. C’est
evident quand R est banale; ¢al’est aussi quand R est dans p(®,).
Sinon soit @ le faisceau de premiére classe autour duquel opére
R, avec & # &, et soit s I’élément commun a ¢ et &,. Consi-
dérons les réflexions a et b perpendiculaires & s dans @ et @,
respectivement, et soit m I’élément bissecteur de a et b. Le demi-




38

tour sm transforme a en b et s en lui-méme. Il transforme done
® en ¢, et R en une rotation congrue R, opérant autour de
@,. Nous verrons que R, est entiérement déterminée par R et
(2

1-

ProrosiTioN 18. La condition nécessaire et suffisante pour que
deux rotations R, et R, soient congrues est qu’il existe une
translation T telle que R, = TR;.

Soit R, et R, deux rotations congrues. Quand I'une d’elles
est banale, 1l en est de méme de I'autre et la proposition est
vraie dans ce cas. Dés maintenant, placons-nous dans le cas ou
R, et R, ne sont pas banales. Par hypothése, il existe dans G,
un élément A tel que:

Désignons par @ le faisceau de premiere classe autour duquel
opere R;. En vertu du théoreme 1, il existe une rotation R
autour de @ et une translation 7'; telles que A = RT,. D’ou:

R, =T 'R 'R,RT, =T 'R, Ty,

car le groupe des rotations autour de ¢ est abélien. On peut
alors trouver une translation 7', telle que 7, = T ,R,. En intro-
duisant la translation 7 = T{'T,, on obtient R, = TR,.
Réciproquement, soit 1, une rotation non banale autour d’un
faisceau de premiére classe @ et soit une translation 7' que I'on
peut aussi supposer non banale, sans restriction. Soit a I’élément
de @ perpendiculaire a la direction de 7'. Il existe dans X un
élément b paralléle & a et dans @ un élément ¢ tels que 7T = ba
et R, = ac. Considérons alors la rotation R, = TR, = bc.
Nous devons montrer que R, et R, sont congrues. Comme R,
n’est pas banale, b et ¢ se coupent. Prenons les éléments r et s
perpendiculaires & ¢ dans @ et @(b, c) respectivement. La trans-
lation 7" n’étant pas banale, r et s sont distincts; soit u leur
élément bissecteur. Il est clair que udu = &(b, c), car u est
perpendiculaire a c¢. Par suite, la transformation par le demi-
tour D = uc envole tout élément de & sur un élément paralléle
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de ®(b, ¢), et en particulier a sur b et ¢ sur lui-méme. Il en
découle que: ’

DR, D = DacD = DaD.DcD = bc = R, . C.Q.F.D.

CorOLLAIRE 1. Quels que soient les faisceaux de premiére classe
@ et @', il existe au moins une réflexion u telle que @ = udu.

CoroLLAIRE 2. Tout élément congru & une rotation R peut
étre obtenu en transformani R par une translation convenable.

CORrROLLAIRE 3. La condition nécessaire et suffisante pour que
deux rotations R, et R, soient congrues est qu’il existe une
translation T’ telle que Ry = R,T".

Cela résulte de la proposition 18 et du fait que deux éléments
de G sont congrus en méme temps que leurs inverses.

COROLLAIRE 4. Quels que soient la rotation R et le faisceau de
premiére classe @, il existe une rotation congrue a R opérant
autour de @, et une seule.

(’est une conséquence de la proposition 18 et du théoréme
1. En particulier, on peut affirmer que deux rotations congrues
opérant autour d’'un méme faisceau de premiére classe sont con-
fondues.

Prorosition 19. Soit a, a’, b et b’ quatre réflexions telles que
a coupe b et que a et a’ sotent paralléles. Si'b et b’ sont paralléles,
ab et a’b’ sont congrus. Réciproquement, si ab et a’b’ sont
congrus, b et b’ sont paralléles.

Prenons d’abord le cas ou a et b sont deux réflexions sécantes
et ou a’ et b’ sont deux réflexions respectivement paralléles &
a et b. Les éléments ab, a'b et a’b’ sont des rotations, tandis que
aa’ et bb’ sont des translations. En vertu de la proposition 18,
ab est congru & a'b, car ab = aa’.a’b. En vertu du corollaire 3
de la proposition 18, a’b est congru & a’b’, car a’'b = a'b’.b’b. Par
suite ab ~ a'b’.
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Réciproquement, considérons quatre réflexions a, b, a’ et b’
telles que a coupe b, que a et a’ soient paralléles et que ab ~ a'b’.
Les rotations ab et a’b’ ne sont pas banales. Prenons dans
D(a’, b') I'élément b” parallele a b. Il résulte de la premiére partie
de Ja démonstration que ab et a'b” sont congrus. Mais en vertu
du corollaire 4 de la proposition 18, a'd’ = a’b". Par conséquent
b” est confondu avec b, et b’ est parallele a b. C.Q.F.D.

PropositioNn 20. Soit A, B et C trois éléments propres de G.
St A et B sont congrus et st AC est une rotation non banale,
AC et BC sont congrus.

Il résulte des hypothéses que lorsque A est une translation,
B en est une également et que C est une rotation non banale.

Fig. 4.

Dans ce cas, la conclusion découle immédiatement de la proposi-
tion 18. Placons-nous donc dans le cas ou A est une rotation non
banale autour d’un faisceau de premiére classe @. En vertu du
théoréme 1 et de la proposition 18, il existe trois translations
T, T’ et T” ainsi qu’une rotation R autour de @ telles que:

B=TA; C=T'R; AC = AT'R = T" AR;
BC = TAT' R = TT" AR.
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I1 résulte du fait que AC n’est pas une rotation banale qu’il en
est de méme de AR et, par suite, de BC. En vertu de la proposi-
tion 18, AC et BC sont congrues a AR, donc congrues entre
elles. C.Q.F.D.

2.5. Il nous faut encore établir deux propositions dont les con-
séquences algébriques se révelent importantes. La premiére a
trait & une propriété élémentaire des angles du quadrilatére
inscriptible. La deuxiéme est connue sous le nom de « théoréme’
de Pappus».

Considérons quatre faisceaux de premiére classe tels que trois
quelconques d’entre eux n’aient pas d’élément commun. Les
intersections de ces faisceaux pris par paires déterminent six
réflexions distinctes qui sont les cdtés d’un quadrangle complet.
Désignons par a, b et ¢ les trois cOtés appartenant & 'un des
quatre faisceaux. Soit a’ I'élément commun aux deux faisceaux
ne contenant pas a. Nous dirons que a et a’ sont opposés. Intro-
duisons de méme les cotés b’ et ¢’ respectivement opposés a
b et c¢. Nous désignerons le quadrangle complet considéré par
(a, a"; b, b"; ¢, c').

PropositioN 21. Dans un quadrangle complet donné, on con-
sidére toutes les congruences de la forme ab ~ b’a’ ou a, b,
a’ et b’ sont quatre cotés distincts du quadrangle complet, a’ et
b’ étant respectivement opposés a a et b. La validité de I'une
de ces congruences eniraine celle de toutes les autres.

Soit a, b et ¢ trois cotés incidents du quadrangle complet et
soit a’, b’ et ¢’ les cOtés respectivement opposés. On peut écrire
les 1ncidences suivantes: (e, b, ¢), (', a, ¢), ic’, b, a') et
i(a’, ¢, b’). Introduisons les réflexions:

r = b'ac’ s = ¢’ ba’ t = a’cb’
Elles sont incidentes, car:

rst = b'.abc.b’ .

Remarquons que ¢ coupe b car sinon « et ¢’ seraient confondus,
ce qui est impossible dans un quadrangle complet. Comme a,
b et a’ ne sont pas incidents, ¢ est distinct de rst.
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Admettons maintenant que ab et b’a’ soient congrus. Alors:
b'.rst.b'c = ab ~b'a’. (1)

Comme b’a’.ch’ = b't est une rotation non banale, la proposition
20 permet de déduire de (1) que b'rst est congru a &'t. Il découle
alors de la proposition 19 que rst est paralléle a ¢ Puisque rst
et ¢ sont distincts, r, s et ¢ sont paralléles. On tire de la:

!/ /

ac’ = arr¢’ =arb'.a~b'r~b't =b'.achb ~ca.

On peut établir de la sorte toutes les congruences annoncées.

C.Q.F.D.

On remarque que la démonstration précédente revient essen-

tiellement a établir un fait bien connu concernant I'image du

cercle circonscrit au triangle de base dans une transformation
1sogonale.

Soit r et s deux réflexions distinctes. Soit un cycle de six
faisceaux de premiére classe distincts, différents de &(r, s),
numérotés de 1 a 6, et tels que les faisceaux portant un numéro
impair contiennent r, les autres contenant s. Introduisons les
réflexions a, b, ¢, a’, b" et ¢’ représentant les intersections respec-
tives des faisceaux 1 et 2,2 et 3,3 et 4,4 et 5,5 et 6,6 et 1; elles
constituent un hexagone inscrit dans la paire (r, s) dont elles sont
les cotés; a’, b’ et ¢’ sont les cotés respectivement opposés & a, b
et ¢ (voir fig. b).

Proprosition 22. (Théoréme de Pappus). Lorsque, dans un
hexagone inscrit dans une paire de réflexions, deux paires de
cotés opposés sont formées d’éléments paralléles, il en est de
méme de la troisiéme paire.

Reprenons les éléments de la figure 5. 11 existe dans le faisceau
3 un élément a, tel que:

ra; ~ as. (2)

Comme ‘@ coupe r, a, coupe s en vertu de la proposition 19.
Appelons b, I'intersection du faisceau 1 et de &(a,, s). Lorsque
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a, est différent de b, on voit apparaitre le quadrangle complet
(r, s; a,ay; b, by); & cause de (2):

bs~rb;, (3) | ar~sa; (4)

b b

Fig. 5.

Lorsque @, se confond avec b, b, se confond avec a. En faisant
usage de la proposition 20, on tire de (2):

bs = a, s~a.sa;.a~raq.a;a = ra = rb,
puis:

ar = byr~sb = say,
ce qui redonne encore (3) et (4).

Admettons maintenant que a et a’ sont paralléles. On
déduit alors de (4) et (2) que:

a'r~ar~sa; (5) a's~as~ra, (6)

Désignons par ¢, U'intersection du faisceau 5 et de ¥(a,, s). Lors-
que a, est différent de ¢, on considére le quadrangle complet
(r,s; a’, aq; ¢ cq), et (D) permet d’écrire:

re~cy s. (7

Quand a, se confond avec ¢, ¢, se confond avec a’. Dans ce cas,
la relation (7) se déduit immédiatement de (6).
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Introduisons alors I’hypothése selon laquelle b et ' sont
paralleles. On tire de (3):

b's~bs~rby. (8)

Lorsque b, est distinct de ¢’, on voit apparaitre le quadrangle
complet (r, s; 0, by; ¢/, ¢,). La relation (8) entraine alors:

re’ ~cy S 9)

Lorsque b, est confondu avec ¢’, ¢; se confond avec &’ et la
relation (9) se déduit immédiatement de (8). Comparons alors
les relations (7) et (9); la proposition 19 permet d’affirmer que
c et ¢’ sont paralleles. C.Q.F.D.

Les démonstrations des propositions 21 et 22 peuvent etre
considérées comme classiques (voir par exemple [3], pp. 17-19).

2.6. Nous nous disposons & construire une famille de trans-
formations agissant dans le groupe Z des translations: les
homothéties. Nous montrerons que ces homothéties constituent
un corps K et que 7 peut étre regardé comme un espace vectoriel
sur K. Pour notre construction, nous nous appuierons sur les
propriétés de la projection dans une direction donnée, que nous
allons définir maintenant.

Soit u et v deux réflexions quelconques et soit d une réflexion
coupant v. Nous appellerons projection de II(1n) dans I1(v) suivant
la direction d I"application P définie ainsi: soit zell(u);1’élément
p paralleéle & d dans @(u, x) coupe v; soit z' I'élément de I1(v)
contenu dans @(v, p); alors P(x) = z’. Lorsque d coupe également
u, la projection P est bijective et nousla qualifierons de réguliére.
En revanche, quand d est paralléle & u, la projection P envoie
tout élément de II(u) sur ’élément de II(v) incident avec u et v;
P est alors dite stnguliére. Nous n’aurons pas d’autres projections
a considérer par la suite que les deux especes que nous venons de
décrire.

PROPOSITION 23 (Théoréme de Thales). Soit u et v deux ré-
flextons quelconques. Soit P une projection réguliére de II(u)
sur II(v). L’application :

zy-P(2)P(y)  Vy,zell(u),

est un isomorphisme de t(u) sur (v).
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Commengons par deux remarques. Choisissons une réflexion
p dans II(z). Toute translation prise dans t(u) peut se mettre
sous la forme xp, ot zell(u). 11 suffira de démontrer que I'appli-

cation:

P’': xp—P(x)P(p) Vxell (u) ,

est un isomorphisme de t(z) sur t(v). En effet, dans ce cas, si
y et z sont deux éléments de IT(u) tels que zp = zy, I'applica-
tion P’ envoie zp = pyzp sur P(p)P(y)P(z)P(p) = P(z)P(y).

\ c
: bub’

Fig. 6.

5 Prenons ensuite la réflexion ¢ perpendiculaire & la direction
i d de P dans ®(u, p) et la réflexion ¢' perpendiculaire & d dans
Y @(p’, v), ou p’ = P(p). La projection P est le produit de trois
s projections réguliéres de direction d: la premiére de II(u) sur
I1(t), la deuxiéme de II(z) sur II(¢') et qui est d’ailleurs ’applica-
tion identique de II(?) sur lui-méme, et la troisieme de II(t") sur
II(v). On voit par la que la proposition sera démontrée des que
Pon aura établi sa validité dans le cas particulier suivant: les
réflexions u et v se coupent; la projection de II(u) sur II(v) se fait
suivant une direction perpendiculaire & v et p est 'élément de
@(u, v) perpendiculaire a u.
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La projection P étant réguliere, 'application P’ est bijective.
Elle envoie I’élément neutre de t(u) sur celui de z(v). Prenons
deux éléments a et b dans II(u) et posons ¢ = bpa. On a évidem-
ment: |

cp = bp.ap.

Soit alors a’, b' et p’ les images de a, b et p par P, et posons
¢y = b'p'a’. Comme la direction de P est perpendiculaire a v,
quellé que soit x dans I1(u), les réflexions z, u et P(z) sont inci-
dentes. Pour prouver que P’ est un isomorphisme, il suffit de
montrer que ¢, est I'image de ¢ par P, autrement dit que ¢, u et
¢, sont incidentes. Or on peut écrire:

cuc, = apbu.b’p’a’.

Le lemme de la proposition 11 permet d’affirmer que la réflexion
bub’ est perpendiculaire & p’. Elle commute donc avec p’ et a'.
Par suite:

cuc, = ap.p’ a’.bub’.
Mais on peut remplacer p par upu et pup’ par v. D’ou:
cucy = auva'.bub’ = aua’.v.bub’,

si Pon tient compte du fait que @’ est perpendiculaire a v.
Comme aua’ et bub’ sont des réflexions paralleles & v, cuc, est
une réflexion. C.Q.F.D.

Il 'est clair que la proposition précédente doit étre mise en
relation avec le « petit » théoréme de Thalés, celui1 qui exprime
la conservation du rapport des segments collinéaires commen-
surables dans la projection paralléle.

2.7. Nous avons déja rencontré un isomorphisme «naturel»
P, entre t(u) et t(v) dans le cas ou u et v sont distincts; on peut
I’obtenir en posant:

Py:T->mTm VTet(u),

ou m est un élément bissecteur de u et v. Il est facile de voir que
P’, coincide avec 'isomorphisme associé a la projection de II(u)
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sur TI(v) suivant la direction perpendiculaire & m. Quand u et v
se coupent, il existe un second isomorphisme naturel de z(u) sur
7(v); il est associé a la projection de II(u) sur II(v) suivant la
direction m. On Pobtient aussi en considérant I'application qui
a T fait correspondre I'inverse de Py (T).

v
o
x N
GI
e’—J' b
x (y) a
y T P
Wz
N S < (x)
yl
m - m.o<*(y).m

Fig. 7.

Il résulte de ce qui précede que, lorsqu’on compose ’isomor-
phisme naturel P, avec I'inverse d’un des isomorphismes consi-
dérés sous 2.6, on obtient un automorphisme de 7(u). Nous
allons étudier la famille d’automorphismes ainsi déterminée.
Pour plus de commodité, nous substituerons & u et v des réflexions
perpendiculaires v’ et v. Nous verrons que cette restriction n’est
pas essentielle; elle permet toutefois d’adopter des notations plus
simples. D’autre part, nous ne nous servirons pas directement des
1somorphismes P’ considérés plus haut, mais des projections P
qui servent a les construire.

Choisissons donc deux réflexions perpendiculaires v et v,
ainsi que I'un de leurs éléments bissecteurs m. D’une facon
générale, les éléments pris dans II(v') seront désignés par des
lettres minuscules ordinaires, tandis que les éléments de II(v)
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qui leur correspondent par la projection de direction perpendi-
culaire & m seront désignés par les mémes minuscules accentuées.

Soit a et b deux éléments de I(V'), a étant distinet de v. La
projection de IT(v') dans IT(v) qui applique a sur b’ = mbm sera
notée P(a, b’). De méme, P(a’, b) est la projection de II(v) dans
I1(v') qui envoie ¢’ = mam sur b. Lorsque b # v, on a:

P(a,b) =[P(®',a)]".

Choisissons une fois pour toutes un élément e différent de v dans
II(v'). La projection P(e, e) n’est autre que Vapplication
x — x' = mxm de II(v') sur II(v). D’une fagon générale, on peut
écrire, pour tout s dans IT(v'):

Pe,s)(v) =v'; P(e,s)(v) =,
P(e',e)oP(e,s’) = P(e',s)oP(e,e).

En vertu de cette derniére relation, associons & tout élément s
de II(v) une application ¢* de II(v') dans lui-méme définie par:

c* = P(e',s)oP(e,e’) = P(e',e)oP(e,s'), (1)

appelée dilatation de II(v') associée a s. Elle est dite réguliére
lorsqu’elle est biunivoque, c’est-a-dire lorsque s # v. Clest le
cas, en particulier, quand s = e, ou elle se confond avec ’appli-
cation identique de IT(v') sur lui-méme; cette dilatation est notée
1*. Lorsque s = v, la dilatation est singuliére; elle envoie chaque
élément de II(v') sur v. Elle se note 0*. I’ensemble de toutes
les dilatations de II(v’) définies par (1) sera désigné par K*; il
dépend du choix de v et de e dans II(v'). Si o* et f* sont deux
éléments de K*, nous désignons par f*.a* I'application obtenue
en effectuant successivement o* puis f*. C’est & cette loi de
composition qu’il est fait allusion dans l’énoncé suivant.

ProprositioNn 24. Le produit des dilatations détermine une
structure de groupe abélien dans [l'ensemble des éléments ré-
guliers de K*.

Prenons dans II(v') deux éléments a et b distincts de v, et
soit a* et B* les dilatations qui leur sont associées dans K*.
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Montrons d’abord que p*.a* = o*.f*. Prenons dans II(v') un
élément quelconque x. Nous pouvons écrire:

B*.a*(x) = P(e',e)oP(e,b)oP(e’,a)oP(e,e)(x),
a* B*(x) = P(e’,a)oP(e, b')(x). )

en tenant compte des relations (1). Lorsque z est confondu avec
v, les seconds membres des égalités ci-dessus sont tous deux
égaux a v. Prenons donc z # v, et posons y = p*(x). Les faisceaux
de premiére classe @(v', z), (v, 2’), ®(v', a*(x)v), D(, m.a*(y).m),
D(v', a*(y) ) et &(v, y') pris dans cet ordre déterminent un hexa-
gone inserit dans la paire (v, v), (voir fig. 7). I’intersection du
premier et du deuxiéme faisceau est perpendiculaire & m, comme
celle du quatrieme et du cinquiéme. L’intersection du deuxiéme
et du troisieme faisceau est parallele a la direction de P(e’, a),
comme celle du cinquieme et du sixiéme. Le théoreme de Pappus
permet donc d’affirmer que les deux cotés restants, soit p et p,
sur la figure 7, sont aussi paralléles. Nous pouvons done écrire:

P(e, b)[a*(x)] = P(e, ) [a* (»)].
D’ou:

p*.o*(x) = a*.p*(x) Vxell (v'). (2)

Donc p*.a* = o*.f*. Remarquons encore qu’en posant x = e,
on tire de (2) la relation:

p*(a) = a*(b), (3)

qui reste vraie lorsque o* et B* sont singuliéres.

Montrons maintenant qu’il existe dans IT(v’) un élément ¢ #£v
tel que la dilatation p* associée & ¢ dans K* soit confondue avec
Papplication o*.f*. Prenons en effet ¢ = a*(b). Soit z un élément
quelconque de II(v'); désignons par &* la dilatation associée a
x dans K*. En vertu de (3), on peut écrire:

ot fE(x) = a*.{F(b) = C*a* (D) = &* (o) = y*(x).

Comme cette relation reste vraie quel que soit z dans II(v")
o*.f* est une dilatation réguliére prise dans K*.

?
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Le produit introduit dans K* est associatif puisqu’il est défini
par la composition des dilatations. La dilatation 1* joue mani-
festement le role d’élément neutre. Enfin I'inverse de la dilata-
tion a* = P(e’, e) o P(e, a), out a #v dans II(v'), est la dilatation
P(a’, e) o P(e, ¢'). Les éléments réguliers de K* constituent donc
un groupe abélien pour le produit considéré. C.Q.F.D.

Remarquons que si I'on se donne un élément quelconque d
dans II(v’), il existe une dilatation et une seule dans K* qui
envoie e sur d. Cette dilatation est réguliére quand d est distinct
de v. Par suite, si 'on se donne arbitrairement deux éléments
f et g dans II(v'), f étant différent de v, il existe dans K* une
dilatation et une seule qui applique f sur g.

2.8. Adoptons les mémes notations qu’au numéro précédent.
Soit S une translation de direction v’. Il existe dans II(v') un
élément s bien déterminé tel que S = sv. Soit ¢* la dilatation
associée a s dans K*. Nous appellerons homothétie de z(v')
associée a S 'application ¢ de t(v') dans lui-méme définie par:

! xv — [o* (x)]v Vxell (v'). (4)

Comme o* est un produit de projections et que o*(v) = v, la
proposition 23 permet d’affirmer que o est un endomorphisme
de t(v’). Lorsque § # I, ’homothétie ¢ est un automorphisme
de t(v') et elle est dite réguliére. En particulier, 'homothétie
correspondant & la translation £ = ev est I’automorphisme iden-
tique de t(v), que nous désignerons par le symbole 1. Lorsque §
est la translation banale, I’homothétie correspondante applique
tout élément de 7(v') sur 7; elle est dite singuliére et elle est notée
0. L’ensemble des homothéties de 7(v)" définies par (4), ou o*
parcourt K*, sera désigné par K.

On introduit une loi de composition interne dans K appelée
multiplication en faisant correspondre & tout élément («, f) de
K x K I'application de (v’) dans lui-méme définie par:

B.o(X) = B(a(X)) VXet(v'). (5)

Cela découle de la proposition 24 et de la définition (4). Il résulte
également de la que les éléments réguliers de K forment un
groupe abélien vis-a-vis de la multiplication, I’élément neutre
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étant évidemment 1. De plus, quel que soit ¢ dans K, on peut
écrire: 0.0 = 0.0 = 0.

Les homothéties que nous venons de définir étant des endo-
morphismes de t(v'), on peut associer & toute paire d’éléments
x et B de K un endomorphisme de t(v') noté o-f et défini par:

o+p: X - a(X)p(X) VXet(v'). (6)

Montrons que I’on introduit par 1a une loi de composition interne
dans K. En effet, soit A et B les éléments de t(v’) auxquels sont
associées les homothéties o et f. Il existe dans II(v') deux
réflexions a et b telles que A = av et B = bv. Prenons dans
(v') une translation quelconque X = zv, avec xell(v’); désignons
par £* la dilatation associée &  dans K* et par & ’homothétie
associée & X dans K. On peut écrire:

(@ +p)(X) = [e* )]v[B*(X)]v,
puis, en tenant compte de (3):

[o* () ]v[B*(x) Jv = [E¥(a) Ju [E* (B)]v = &(A4) E(B) = £(4B)
| = [&* (avb)]v .

Posons ¢ = avb et C = avbv = AB. Soit y* la dilatation
associée a ¢ dans K* et y Phomothétie associée & C dans K. Il
vient:

[&* (avb)]v = [E*(0)]v = [y* (D) ]v = y(X) .
En bref:
(x+p)(X) =7y(X).

Cette relation étant vraie quel que soit X dans t(v’), on voit que
a4 appartient a K. Nous venons de définir une addition dans
K. Plus précisément, nous voyons que a-f est I'élément de K
associé & la translation AB; comme il résulte de (1) et de (4) que
I'application § — o de t(v") dans K est bijective, on peut affirmer
que K est un groupe additif isomorphe a (v’).

Montrons que K est un corps relativement aux opérations qui
y ont été définies. Pour cela il reste & établir que la multiplication
y est distributive par rapport a I’addition. Prenons trois éléments
a, p et y dans K et une translation X dans z(v’). On peut écrire:
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[2. (B+M]X) = «[fX)y(X)] = {«[BCO]} {2 [y ()]} =
[(.) ()] [(y) O] = (2.f + ) (X))

Donc a.(f+7y) = a.f+a.y. Nous pouvons énoncer le théoréme
suivant:

Il

TaEOREME 2. L’ensemble K des homothéties de t(v') est un
corps commutatif.

Remarquons que le corps K ne dépend pas du choix de v et
de e dans II(v"), pourvu que e # v. En effet, si 'on substituait
& v et e deux éléments v, et e; de II(v') tels que e;v; = ev, on
pourrait recommencer a partir de v, et e; la construction d’un
corps K; comme on l’a fait pour K a partir de v et e. Désignons
par w I’élément de II(v') déterminé par wvw = v,. Le passage de
la premiére -construction a la deuxiéme se ferait en remplacant
toute réflexion r apparaissant dans la construction de K par
T7'rT, ou T est la translation vw. Or la transformation
X—-T7! XT induit dans t(v') Pautomorphisme identique. D’otu
Pon déduit que les corps obtenus K et K, sont isomorphes. D’autre
part, on vérifie sans peine que le choix de e n’intervient pas
essentiellement dans la définition d’une homothétie, celle-ci
étant entiérement déterminée par son effet sur une translation
différente de 7/ dans t(v'). On pourrait donc, en conservant v,
remplacer e par n’importe quelle réflexion f # v dans II(v').

Il apparait clairement que les définitions (5) et (6) font
de t(v’) un espace vectoriel sur le corps K. Nous désignerons donc
dés maintenant K comme le corps de base. Par ailleurs, il découle
des remarques faites & la fin de 2.7 que si 'on se donne deux
translations 7 et S dans z(v'), avec § # [, il existe dans K une
homothétie unique o telle que a(S) = 7. Ainsi t(v’) est un espace
vectoriel de dimension 1 sur K.

Donnons une propriété importante de K.

Prorosition 25. L’élément —I1 n’est pas un carré dans le corps
de base K.

I1 est évident que 0> % —1. Prenons donc dans K un élément,
non nul § et montrons que 6> # —1. Reprenons les éléments de la
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figure 7 et les définitions qui 8’y rapportent. Il existe dans II(v")
une réflexion d # v telle que 6 soit Phomothétie associée & la
translation dv. Soit &* la dilatation attachée & d dans K*.
Désignons comme d’habitude par d’ I'élément mdm et posons:

(r}=0o@,)n®@,d); {s}= d,e)n d(@,d).

e
o
g f
\X\<}\ @ v
s \
t
e d
r
m 4

Fig. 8.

On voit immeédiatement que s = mrm. Désignons par ¢ ’élément
de &(v, d’') paralléle & s, par ry 'élément de &(v’, v) parallele a
r et par u élément vtv. Il est clair que u est parallele & vsv =
vmrmv qui est lui-méme paralléle & vmr;mv. D’autre part:

vmry my = vmomr, = vv' ¥y .

En vertu du lemme de la proposition 11, vv'r, est perpendicu-
laire & ry, done & r. Par suite u est perpendiculaire a r. :

Désignons alors par f I’élément de &(v’, t) perpendiculaire
a v’ et posons g = vfv. Par construction:

f=(0%().

Done:
6% (ev) = fv; (=% (ev) = of = gv.
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Supposons par absurde que -6 = 1. Cela entrainerait g = e.
Comme les faisceaux @(v’, e) et &(v, d’) sont distincts, r serait
confondu avec u, contrairement & ce qui a été montré plus haut.

C.Q.F.D.

Il convient de retenir au passage le procédé permettant de
construire une réflexion perpendiculaire a n’importe quel élé-
ment de &(v’, e) distinct de v’ et de e.

2.9. Nous sommes maintenant en mesure d’introduire dans le
groupe J de toutes les translations une structure d’espace
vectoriel sur K. Cela se fait en prolongeant & J les homothéties
définies dans un sous-groupe 7(v’) de 7.

Reprenons les éléments de la figure 7. Soit o* une dilatation
de II(v’) prise dans K*. I’application:

y' o m(e*(my' m)m,  Vy'ell(v),

peut étre considérée comme une dilatation de II(v) obtenue
« par réflexion » & partir de celle de II(v"); nous la désignerons
encore par o*. Nous allons examiner un procédé permettant de
passer de I'une & 'autre de ces dilatations par certaines projec-
tions de II(v') dans II(v).

Placons-nous dans le cas ou «* est réguliére et ou y' # v'.
Posons y = my'm et choisissons un élément x # v dans II(v"). Il
existe une dilatation réguliére p* de II(v') prise dans K* qui
applique z sur y. Nous retrouvons exactement la disposition de
la figure 7, et si nous posons:

{p} =2, x)nD(v,))
et {p} =0, a*X)nmd(v,a*()),

nous pouvons affirmer que p et p; sont deux réflexions paralleles.
Ainsi la projection de II(v') dans II(v) qui applique z sur y’
envoie oa*(z) sur a*(y ) Cette affirmation est banale quand a* est
singuliére et quand y’ = v'.

I1 est clair qu'on obtient une homothétie de 7(v) lorsqu’on
forme l'application:

y'v - a*(y)o Vy'ell (v).

Nous la désignerons encore par «.



Considérons alors une translation 7. On peut la décomposer
canoniquement en un produit 7.7, ou T, € w(v') et T,e t(v).
Introduisons I'application:

T—a(T,)a(T,) VTeT .

En vertu de la proposition 15, cette application est un endo-
morphisme de . Ses restrictions a t(v’) et t(v) se confondent
avec ce que nous avons désigné par o. Nous pouvons donc la
désigner par la méme lettre et dire que ¢’est une homothétie de 7.

| " .

(Cest un automorphisme de J et elle est dite réguliére quand sa
restriction & t(v’) est réguliere. Sinon elle est dite singuliére et
elle applique tout élément de 7 sur I.

Examinons l'effet d’'une homothétie réguliére « de J sur une
translation 7 n’appartenant ni & z(v), n1a «(v). 1 ' =T, T,
est la décomposition canonique de T suivant z(v") et 7(v), posons:

T, =y'v, yellI,; T,=yv, yell().
Alors:
o(T) = a*(y)a*(x)v'v.
Posons:

{s}=2@,v)nd(x,y); {s; )= @(v,v')m@(a*(x),oc*(y’)).
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Les réflexions s et s; sont les directions respectives de T et de
a(7). Considérons les quadrangles complets (v', y";v, x; p, s) et
(v, a*(y'); v, a*(x); pq, 8;). Dans le premier, v'v et a2y’ sont con-
grus et v’ est parallele a y’; il résulte alors des propositions 21
et 19 que:

v's ~ pv'.

Dans le second, v’v est congru a o*(x) oa*(y’) et o«* (y') est
paralléle a v’; par suite:
v'sy ~pv.

Mais comme p et p, sont paralléles, il résulte dela proposition 19
que v’'s est congru a v’s,, puis que s et s; sont paralléles (autre-
ment dit confondus, dans ce cas). Par conséquent, 7" et a(7") ont
la méme direction. Cette affirmation est banale quand « est
singuliére et quand 7" appartient & t(v’) ou a 7(v).

Ainsi, quelle que soit la réflexion s, le sous-groupe z(s) de I
est stable pour ’ensemble des homothéties de J. D’autre part,
s1 'on se donne deux translations 7', et T,, avec 7'; # I, ainsi
que I'image «(7';) de 7'; par une homothétie « de 7, on peut
construire a(7’,) par des projections. Donc si 'on se donne une
paire ordonnée de translations de meéme direction, la premiére
n’étant pas banale, il existe une homothétie de J et une seule qui
applique la premiére translation sur la seconde.

De tout ce qui précede, nous déduisons que ’ensemble des
homothéties de J consitue un corps isomorphe a-K, que nous
identifierons immédiatement & XK. On peut écrire:

(a+pX) = a(X)p(X);  0(X) =1 VXeT,
(B.0)(X) = B(a(X)); 1(X) = X

ou « et B sont deux éléments quelconques de K. Ainsi J est niuni
d’une structure d’espace vectoriel de dimension 2 sur K. Nous
désignerons cet espace vectoriel par J g pour le distinguer du
sous-groupe J de G. Les sous-espaces de dimension 1 de J g sont
donnés par les sous-groupes t(s) de J, ou se2.

Soit E et F deux translations linéairement indépendantes
dans J g. Toute translation 7' peut se mettre sous la forme:

T = {(E)n(F),



L s

T

ou & et n sont deux éléments de K univoquement déterminés
par 7. L’application 7" — (&, 1) est un isomorphisme de J g sur
Iensemble K x K muni de sa structure d’espace vectoriel sur K.
Nous dirons que (&, 1) est la paire de coordonnées de T relative-
ment & la base (E, F). Le systéme de coordonnées ainsi introduit
dans I g est dit orthonormal quand E et F sont deux translations
congrues de directions perpendiculaires.

Les propriétés des homothéties de J nous permettent d’af-
firmer que, lors de la construction des homothéties du groupe
7(v’), le choix d’un élément v perpendiculaire a v’ n’avait rien
d’essentiel (voir fig. 7); nous aurions pu y remplacer v par n’im-
porte quelle autre réflexion coupant v’

2.10. Nous disposons d’assez de renseignements sur le groupe G
pour en tirer les éléments d’une géométrie plane. Choisissons a
nouveau deux réflexions perpendiculaires v" et v, 'un de leurs
éléments bissecteurs m, et un élément e # v dans II(v’). Dési-
gnons par g le groupe de stabilité de @ (v, v’). Soit @ un faisceau
de premiere classe quelconque. Il existe au moins une réflexion
s telle que @ = s®(v, v')s, (coroll. 1, prop. 18). Le groupe de
stabilité de @ est sgs. L’intersection des sous-groupes sgs de G,
ol s parcourt X, se réduit a {I} (coroll. 3, prop. 17). On peut
donc définir la géométrie de G relativement a g (voir introduc-
tion). L’espace homogene G/g sera appelé le plan; ses éléments
seront les points. Il existe entre le plan, le groupe 7, ’éspace
vectoriel I g, 'ensemble des demi-tours et celui des faisceaux de
premiére classe des correspondances biunivoques «naturelles »
que nous allons mettre en évidence.

Il résulte du corollaire 1 de la proposition 17 que ’on obtient
toutes les classes (& gauche) de G suivant g en formant les classes
Tg, ou T parcourt 7. On détermine ainsi des correspondances
biunivoques entre le plan, le groupe J et I'espace vectoriel 7 .
La classe T'g est celle qui contient le demi-tour D tel que T =
Dv'v; elle n’en contient pas d’autre car g ne contient pas de
translation non banale. On obtient de la sorte une correspon-
dance parfaite entre les points du plan et les demi-tours. D’autre
part, nous avons déja relevé I'existence d’une correspondance
biunivoque naturelle entre les demi-tours et les faisceaux de
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premiére classe (voir 2.2). Pour alléger le texte, convenons
d’appeler homologues les éléments du plan, de I, de T, de
I'ensemble des demi-tours et de celui des faisceaux de premiére
classe qui se correspondent naturellement.

Posons E = ev et F = mv'Ev'm = mEm. Comme v et v" sont
perpendiculaires el que E et F sont congrues, le systeme de
coordonnées associé a la base (E, F) de J ¢ est orthonormal.
Nous appellerons coordonnées d’un point P (relativement au
systeme (v, v, m, e)) les coordonnées (&, #) de la translation
homologue a P, relativement a la base (£, F'). Nous désignerons
parfois ce point par P(&, 7).

Nous appellerons droite homologue a la réflexion s, et nous
noterons § 'ensemble des points homologues aux faisceaux de
premiere classe contenant s. Si 7';g est un point de §, on obtient
la droite § en formant ’ensemble des points 7'7T,g, ou T par-
court le groupe t(s). On peut alors représenter paramétrique-
ment une droite par (u+mn.l; p'+n'.{), ot { est un élément par-
courant K, ou u, n, u' et n’ sont des éléments déterminés de K,
et ou m et 7’ ne sont pas nuls en méme temps. Convenons d’écrire
dorénavant aff le produit de deux éléments « et f de K que nous
notions jusqu’ici «.f, aucune ambiguité n’étant plus & craindre.
Il résulte de ce qui précéde qu'une droite § est ’ensemble des
points dont les coordonnées (&, #) satisfont une équation de la
forme:

(5)=al+pn+y =0; o, f,yeK; (x,p) #(0,0). (1)

Réciproquement, I'ensemble des points dont les coordonnées
(&, n) satisfont une équation de la forme (1) est une droite.

Deux droites § et 5" sont dites sécantes, paralléles ou perpendi-
culaires en méme temps que leurs réflexions homologues respec-
tives s et s'. Soit: |

()=l n+y =0, - (2)

I'équation de §'. La condition de parallélisme de § et §’ est donnée
par:

af —o' f = 0. (3)
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Montrons que la condition de perpendicularité de ces mémes

droites s’exprime par:
aa' +pp = 0. (4)

Fig. 10.

(’est le cas manifestement lorsque s et s’ sont confondues avec
v et v’ respectivement, car alors f = o' = 0. Pour examiner les
autres cas, reportons-nous a la figure 8. La réflexion r est arbi-
trairement choisie parmi les éléments de @(v’, e) différents de v’
et de e. Elle appartient au faisceau @(v, d’), ou d’ # v’; donc la
droite homologue 7 contient les points de coordonnées (1, 0) et
(0, 8), ou & # 0. La réflexion u, qui est perpendiculaire & r,
appartient aux faisceaux @(v, d’) et ®(v', g); donc la droite
homologue i contient les points de coordonnées (0, 8) et ( — &2, 0).
Les équations respectives de 7 et #i peuvent s’écrire:

(7 =0E+n—50 =0; () =EE-0n+d*=0.

Ces équations vérifient la condition (4). Réciproquement, toute
droite dont I’équation jointe a celle de 7 satisfait la condition (4)
est parallele a iu; elle est donc perpendiculaire & 7. Comme la
perpendicularité des droites 5 et §' et la condition (4) restent
inaltérées lorsqu’on substitue & § et & §° des droites respective-
ment paralleles, (4) est bien la condition nécessaire et suffisante
pour que les droites § et §' soient perpendiculaires.

Nous pouvons apporter une précision nouvelle surle corps K.




TuEorREME 3. Le corps de base est formellement réel et pytha-
goricien.

Un corps commutatif est dit formellement réel quand —1
ne peut s’y mettre sous forme d’une somme de carrés. I1 est
pythagoricien quand la somme des carrés de deux quelconques
de ses éléments est un carré. En vertu de la proposition 25, il
suffit de montrer que K est pythagoricien, ce qui s’énonce
encore ainsi: quel que soit « dans K, 1+ o est un carré dans K.

Reprenons deux réflexions perpendiculaires v’ et v, I'un de
leurs éléments bissecteurs m et un élément e # v dans II(v").
Soit @ un élément de @(v, v’) différent de v’. Soit r et s les éléments
bissecteurs de v’ et a. Posons:

{b} = d@,e)n D(a, rer),
{c} = ®(',vev)n P (a, rer).

Les réflexions b et ¢ sont respectivement perpendiculaires a
r et s; elles sont donc perpendiculaires entre elles. Ainsi quel que
soit a dans P(v, v’), il existe deux réflexions perpendiculaires
b et ¢, incidentes avec a, la premiére dans &(v’, e), la deuxieme
dans &(v’, vev). Quand a et v’ sont distincts, il en est de méme
de b et e. ,

Prenons alors un élément o dans K. Soit @ la droite d’équa-
tion:

@=&+an =0, (5)

relativement au systéme (v’, v, m, e). La réflexion homologue a
appartient au faisceau @(v, v’) et elle est distincte de v’. Soit b une
droite contenant le point de coordonnées (1,0) et non perpendi-
culaire & v’. Son équation peut s’écrire:

(b)y=pE—n—-p =0,  pekK. (6)

Soit ¢ la droite perpendiculaire a b et contenant le point de
coordonnées (—1, 0). Son équation peut s’écrire:

@ =&¢+pn+1 = 0. (7
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En vertu de ce qui précéde, il existe dans K un élément f tel
que les équations (5), (6) et (7) en & et # soient compatibles.
Cet élément satisfait la relation:

B2—20f—1 =0.

Ce qui implique que 1+« est un carré dans K. C.Q.F.D.

Ce théoréme implique, en particulier, que la caractéristique
du corps K est nulle, autrement dit que le groupe G ne contient
pas de translation non banale d’ordre fini. Nous assimilerons le
corps premier de K au corps () des nombres rationnels.

2.11. Reprenons les coordonnées. orthonormales introduites
dans le plan relativement au systéme (v’, v, m, e). Le plan étant
Pespace homogene G/g, ot g est le groupe de stabilité de II(v, v'),
on peut associer & tout élément X de G une transformation X du
plan donnée par:

X: Tg— XTg VIiedT (1)

On définit de la sorte un groupe de transformations isomorphe-a
G, agissant effectivement et transitivement dans le plan. La
transformation X peut encore se formuler ainsi:

T oc?'—ﬁzﬁ 20f . 20 ¢ a? —p2 5).
Ve~ (G ey 1 g e 1)

aaﬁ:?séeKn (OC,ﬁ);é(0,0), 8=i1

(2)

[’¢élément ¢ égale 1 ou —1 suivant que X est un élément propre
de G ou non. La condition nécessaire et suffisante pour que X
soit une réflexion est donnée par:

e=—1; y=pp; 6= —ap, (3)

ol @ est un élément quelconque de K. Les translations de G sont
caractérisées par ¢ = 1 et f = 0. Les éléments de g s’obtiennent
en posant y = § = 0.

Réciproquement, soit K’ un corps formellement réel et
pythagoricien. L’ensemble des transformations de K’'x K’ dis-
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tinctes données par les expressions de la forme (2), ou «, 8, y et 6
sont dans K’, constitue un R-groupe G’ engendré par celles de
ces transformations qui vérifient (3),-avec peK’. On montre de
plus que G’ satisfait les cinq axiomes posés jusqu’ici et que K’
est le corps de base relatif & G'.

Tous les résultats que nous venons de citer s’obtiennent par
des calculs bien connus en géométrie analytique élémentaire, a
cecl preés que, dans le cas élémentaire, K est généralement le
corps des nombres réels. Nous n’avons pas repris ici ces dévelop-
pements classiques que ’on trouvera, par exemple, dans [3],pp.
210-215.

En revanche, nous retiendrons ceci: d’'une certaine maniére,
on peut considérer que les cing premiers axiomes que NOus avons
posés caractérisent les corps formellement réels et pythagori-
clens.

On peut encore caractériser le groupe G d’une autre maniére.
A toute paire de points P,(&y, n,) et P,(&,, n,) attachons I'élé-
ment: ’ |

D(Py, Py) = (&, =) +(n—1y)?, (4)

qui est un carré dans K. Il est clair que D(P,, P,) = D(P,, P,).
D’autre part, D(P,, P,) est nul lorsque P, et P, coincident, et
dans ce cas seulement, en vertu de la proposition 25. On vérifie
sans peine que, quelle que soit la transformation X donnée par
(2), on a:

D(X(PQ:X(P?.)) = D(Py, Py).

On peut montrer que cette propriété caractérise le groupe des
transformations X, qui est isomorphe & G et que nous assimile-
rons & G dans ce qui suit. Etablissons d’abord un lemme.

LemME. Le groupe G est constitué par I'ensemble des transforma-
ttons du plan de la forme:

{ ¢ = pé+n+n

W = pEanti w,v,m,p,0,7€K,  (5)

qui admettent D comme tnoariant.
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Désignons par G, I'ensemble des transformations considérées.
Comme D(P,, P,) n’est nul que lorsque P, et P, coincident, les
substitutions linéaires (5) admettant D comme invariant sont
réguliéres et G, est un groupe. De plus G est un sous-groupe de
G,. Nous pouvons donc nous borner & déterminer les coefficients
u, 0, p et ¢ quand 7 et 7 sont nuls. Dans ce cas le point O de
coordonnées (0, 0) est fixe; soit alors P'(¢’,n’) 'image du point
P(&, n). En exprimant que D(0, P) égale D(O, P’), on trouve les
conditions nécessaires sulvantes:

pr4p* =1; v 402 = 1; w4+ps =0, (6
qui sont équivalentes a:
pr4p? =1; V= —¢p; c = gu; e = +1

On obtient tous les éléments p de K tels que 1 —p? soit un carré
de K en posant:

2¢
1492

p pek ,

ar équation pp® — 29+ p = 0 a des solutions dans K. Par suite,
on peut poser:

1—o?

= 4
a 1 49?

Ainsi la solution générale du systéme (6) peut s’écrire:
o — B2 . 20f

H —062+ﬁ2’ p"‘az_*_ﬁz’

V= —¢p; o=¢u; ¢e&==+1,

ou o et f sont deux éléments arbitraires de K non nuls simulta-

nément. Il s’ensuit immédiatement que G, = G. C.Q.F.D.
Remarquons que les conditions (6) sont également suffisantes

pour que la transformation (5) appartienne & G, comme le montre
notre démonstration.

ProrosiTion 26. Le groupe G est constitué par I'ensemble des
transformations du plan qui admettent D comme inyariant.

Désignons par G’ I’ensemble des transformations étendues
a tout le plan et admettant D comme invariant. Il est évident
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que G est contenu dans G’. De plus, chaque élément de G’ est
une injection du plan dans lui-méme.

Soit P,(&;, n;), avec ¢ = 1, 2, 3, trois points quelconques du
plan. Posons: ,

puis:

S(Py,P,,P;) =2(D;D,+D,D;+Dj, D1)*(D% +D§ +D§)- (7)

Par des calculs élémentaires, on montre que:

&y 1 g
S(P19P2>P3):4 Er My 1 (8)

¢z n3 1

I1 résulte de la définition (7) que S est un invariant relativement
a G'. Le second membre de (8) est nul quand P,, P, et P,
appartiennent & une méme droite, et dans ce cas seulement. Il
s’ensuit que tout élément de G’ transforme trois points d’une
droite en trois points d’une droite.

Prenons un élément quelconque Z dans G'. Soit A’ (o, f’)
Pimage par Z d’un point A(a, B). Désignons par T'; et T, les
translations envoyant le point 0(0,0) sur A et sur A’, respective-
ment. La transformation Z, = T, 'ZT, appartient & G’ et elle
laisse 0 fixe. Soit B’ (y’, 6') I'image par Z, d’un point B (y, J)
distinct de 0. Les éléments y*>--6° et 72+46'% égalent le carré
d’un méme élément non nul ¢ de K. Les transformations:

Y 0 0 Y
R;: @,m~<—f—~n;—é+—n>'
® ® ® ®

y/ 5/ (SI ,yl
R,: ¢,p—-|—¢——mn; —E+ =1
¢ @ ® @

appartiennent a G, car elles vérifient les relations (6). Elles
envoient le point C(¢@, 0) sur B et B’, respectivement. La trans-
formation Z, = R;'Z,;R, appartient & G’ et laisse fixes les points
O et C. L’image d’un point M(u, 0) par Z, est un point M'(y’, 0)
tel que:

w=p? (u—-)? = (W —e)?.
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Comme ¢ #0, u = p'; ainsi Z, laisse fixes tous les points de la
droite OC. On en déduit que Z applique une droite sur une
droite et, par suite, le plan sur le plan. De plus, comme elle con-
serve le parallélisme, elle est de la forme (5). Donc G’ est confondu

avec G. C.Q.F.D.

3. Les deux derniers axiomes de la géométrie
euclidienne plane

I1 convient d’introduire de nouveaux axiomes afin de para-
chever la construction de ce que nous avons appelé la géométrie
euclidienne plane. Ces axiomes nous permettront d’affirmer que
le corps de base K appartient & une certaine famille de corps
réels. Alors que les axiomes précédents ont essentiellement un
contenu algébrique, les prochains — 'un d’eux, tout au moins —
précisent la structure topologique de K.

3.1. Soit un corps L. A et B étant deux parties non vides de
L, on désigne par A+B l'ensemble des éléments a0, ou
a € A et beB. De méme, on note AB I’ensemble des éléments
ab, ot a € A et b € B;’ensemble { —1}4 s’écrit —A. Rappelons
qu’on ordonne le corps L en y déterminant une partie P, appelée
partie positive de L pour l'ordre considéré, satisfaisant les con-
ditions suivantes:

1) Pu(—P) = L,

2 Pa(-P) ={0},

3) P+P =P,

4 PP =P.

Les points (1), (2) et (3) introduisent une structure de groupe
abélien ordonné dans le groupe additif sous-jacent & L. Alors
sia, b el,on écrit ¢ =<0b quand b-a appartient & P. On écrit
a<b quand, de plus, a et b sont distincts. Comme o* = (—a)?
quel que soit @ dans L, P contient tous les carrés de L et, en
particulier, I’élément unité 1 de L. Il en résulte immédiatement
qu'un corps dans lequel (—1) est un carré n’est pas ordonnable.
En revanche, il existe un critére important concernant les corps
commutatifs ordonnables. C’est le théoréme de Artin-Schreier

I’Enseignement mathém., t. X, fasc. 1. 5
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(voir [7]): la condition nécessaire et suffisante pour qu’un corps
commutatif soit ordonnable est qu’il soit formellement réel. Par
suite, nous pouvons affirmer que le corps de base peut étre
ordonné d’une maniére au moins (théoréme 3).

A priori, K peut méme étre ordonné de plusieurs maniéres

différentes. Néanmoins, pour que K puisse étre ordonné d’une

maniere unique, il suffit que I’ensemble des carrés de K possede
dans K les quatre propriétés attribuées ci-dessus a la partie
P du corps L. C’est ce que nous allons énoncer sous forme d’un
axiome concernant l’ensemble des réflexions dans G.

Axiome P VI (Axiwome du compas). Soit v et v’ deux réflexions
perpendiculaires et soit @ et @ deux faisceaux de premiére
classe contenant v'. Il existe deux réflextons perpendiculaires
r et s, incidentes avec v, r étant dans P et s appartenant a l’'un
au moins des faisceaux @' et vP'v.

Traduisons cet énoncé en langage de géométrie élémentaire.
A et B étant deux points du plan, convenons d’appeler «cercle
de diametre AB» I'ensemble des points situés a l'intersection
de deux droites perpendiculaires passant 'une par A et I'autre
par B. L’axiome P VI dit ceci: si 'on prend deux droites per-
pendiculaires v et v’, deux points A et B de v’ et le symétrique
B’ de B relativement a v, alors la droite v coupe I'un au moins
des deux cercles de diameétres AB et AB’. On postule ainsi la
possibilité, dans certaines conditions, de reporter un segment
donné d’un point donné & une droite donnée ne passant pas
forcément par le point. C’est 1a un des axiomes les plus construc-
tifs de la géométrie élémentaire. Nous allons montrer que cet
axiome permet d’affirmer que le corps de base K peut étre or-
donné d’une maniére unique.

Prorosrition 27. L’axiome P VI est équivalent a [ affirmation
sutvante : quel que soit I'élément o du corps K, U'équation.en p:

a des solutions dans K.

Reprenons les éléments figurant dans I’énoncé de I'axiome
P VI. Lorsque @ contient v, cet axiome formule une banalité.
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Placons-nous alors dans le cas o v n’est pas dans . Désignons
par m I'un des éléments bissecteurs de v et v’, et par e I’élément
de @ perpendiculaire & v’. Introduisons dans le plan les coor-
données orthonormales relatives au systéme (v', v, m, ¢). Les
faisceaux @, @' et vP'v sont respectivement homologues aux

'points A(1, 0), B(a, 0) et B'(—a, 0), out o est susceptible d’étre

n’importe quel élément non nul de K. Soit:
(R =pué+n—n =0, (D

Iéquation d’une droite 7 contenant le point A et coupant la
droite & homologue a v. Soit:

é"#’?"ga:oa & = ila (2)

les équations des deux droites perpendiculaires & 7 et contenant
B ou B’ suivant que ¢ égale 1 ou —1. L’équation de v est:

@) =¢=0. (3)

La condition nécessaire et suffisante pour que 'une des équations
(2) soit compatible avec (1) et (3) est donnée par:

(e +p?)(a—p?) =0,
La proposition se déduit immédiatement de Ia. C.Q.F.D.

- Désignons par C 'ensemble des carrés de K. On a:

1) Cu(—-C) =K,
2 Cn(-0) ={0},
3) C+C = C,

4) C.C =C.

1) découle de la proposition précédente; 2) est une conséquence
immédiate de la proposition 25; 3) résulte du fait que K est
pythagoricien; 4) est évident dans un corps commutatif. Il
existe donc dans K un ordre pour lequel C constitue la partie
positive. D’autre part, quel que soit I'ordre défin1 dans K, la
partie positive doit contenir C. Par suite, K ne peut étre ordonné
que d’une seule maniere.

Nous qualifierons de positifs les éléments de C et de stricte-
ment positifs les éléments non nuls de C. Etant donnés deux




éléments o et f de K, nous écrirons o =f ou o< f suivant que
B — o est positif ou strictement positif. Nous appellerons racine
carrée d’un élément positif « de K I’élément positif de K dont le
carré égale «; nous la noterons o*. Il est clair que, dans K, tout
élément positif admet une racine carrée et une seule.

Lorsque o et f sont deux éléments de K tels que a=f, on
appelle intervalle fermé [a, B] ’ensemble des éléments & de K
tels que a=¢=p. Cette notion peut étre mise en relation avec
celle de segment dans un systéme polaire. Soit v' une réflexion
quelconque et soit @ et b deux éléments distincts de II(v’). On
appelle segment [a, b] ensemble des éléments z de II(v') tels
qu’il existe deux réflexions perpendiculaires incidentes avec z
et contenues 'une dans &(v’', ), Vautre dans &(v’, b). Si 'on
introduit dans le plan des coordonnées orthonormales relative-
ment & un systeme (v', v, m, e), les équations des droites a et b
homologues a a et b sont:

@=¢-a=0, @G)=Li-p=0,

ou o et f sont deux éléments distincts de K. Si I'on suppose
que a=p, le segment [a, b] est I’ensemble des réflexions z dont
les droites homologues z sont données par:

(@) =¢-1 =0,

ou { appartient a I'intervalle [a, B].

Soit « et B deux éléments de K tels que a<f. On appelle
intervalle ouvert Ja, B[ 'ensemble des éléments { de K tels que
a<{<f.On montre que les intervalles ouverts de K constituent
la base d’une structure de corps topologique dans K. Le dernier
axiome que nous allons poser précise cette structure.

AxiomE P VII (Axiome d’Archimede). A toute paire (&, 1)
d’éléments strictement positifs de K, on peut associer un entier
naturel n tel que n <né.

On peut énoncer cet axiome en termes de R-groupes. Soit
une réflexion s, deux éléments distincts quelconques a et b de
I1(s), ainsi que I’élément bissecteur u de a et b. On consideére la
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suite de segments S;, 7 = 1,2, 3, ... définie dela maniére suivante:
S, =1[a, b] ; si Sy =1[a, b'], on pose S,.; = [a'ua’, b'ub’].
Alors la famille des segments S; constitue un recouvrement de
II(s). Nous n’insisterons pas sur ce point qul ne nous sera pas
utile pour ce qui suit. h

TutorREME 4. Le corps de base K est isomorphe a un corps réel
pythagoricien.

Un corps réel est un sous-corps du corps /2 des nombres réels.
Nous considérerons K et R comme des extensions du corps (
des nombres rationnels. On vérifie, comme nous 'avons fait
pour K, que R peut étre ordonné d’une maniere et d’une seule.
Il en est de méme pour @, comme on le voit sans peine. Par suite,
les ordres induits dans Q par ceux de K et de R coincident. Pour
établir le théoréme, nous allons faire usage de la notion de
coupure de Dedekind dans Q. Rappellons-en quelques propriétés
utiles pour la suite de la démonstration. On appelle coupure (M, P)
du corps Q toute partition de Q en deux parties non vides M et P
telles que, quels que soient s € M et t e P, on ait s < {. A chaque
coupure (M, P) de Q on peut associer un nombre réel a bien
déterminé tel que I'on ait dans R:

X =a VxeM, (
a=y VyeP. )

Cela entraine, en particulier, que:
a =sup M =inf P, (2)

dans R. Si a et a’ sont les nombres réels associés & deux coupures
(M, P)et (M’', P’) respectivement, on peut écrire:

/

Mc M =a a’,
. (3)

P <P =a

A TIA

qui sont des conséquences de (2). De plus:
sup(M+M') =inf(P+P') =a+a’. (4)

Enfin, désignons par U, Pensemble des éléments strictement
positifs d’une partie U de Q; si M. et My ne sont pas vides:
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sup(M,.M,) = inf(P.P") = aa’. (5)

Cela rappelé, prenons un élément quelconque o dans K. En
vertu de I'axiome d’Archimede, il existe un entier naturel m tel
que o et —oa soient tous deux strictement inférieurs a m. Par
suite —m<a<m; donc Vensemble des nombres rationnels
strictement inférieurs & o et celui des nombres rationnels stric-
tement supérieurs & o ne sont pas vides. Désignons alors par
M(a) ensemble des éléments de Q inférieurs ou égaux & o et

ar P(a) ’ensemble des éléments de Q strictement supérieurs

«. On associe ainsi & « une coupure (M(«), P(a)) de Q. Dé-
signons par f(«) le nombre réel attaché a cette coupure. On voit
immeédiatement que f(o) = o quand o est dans Q.

I’application f est une injection strictement croissante de K
dans R. En effet, soit o et B deux éléments de K avec a<p. Il
existe un nombre naturel p tel que 2<p(f- «). Par suite:

2.p7' <B—oa. Soit ¢ le plus petit entier rationnel strictement
supérieur a pp. Alors:
— | 2 2
- =p ; a<fp—-< 172,
p p p

De la: f(a) =(¢=2)p~" et (g—=1)p~" ={(B). Done f(a) < f(B).
Quels que soient « et f dans K, on peut écrire:

M@@)+M(@B) = M(e«+p); P(e)+P(B) =P(x+p).
D’autre part:

sup (M («) + M (p)) = sup M () +sup M (f),
inf (P («) +P (f)) = inf P («)+inf P(p).

On déduit alors de (2), (3) et (4) que f(a+f) = f(«)+f(B). Donc f
est un isomorphisme du groupe additif des éléments de K dans
celui de R. En particulier, on peut écrire: f(—a) = —f(a)
Quels que soient « et f dans K, f(af) = f(«)f(B). Le fait est
évident quand 'un des deux éléments est nul. Considérons le cas
ou o et B sont strictement positifs dans K. En vertu de ’axiome
d’Archimeéde, il existe un entier naturel r tel que 1 <roa. Ainsi
r-t<a, et Vensemble M, (o) des éléments strictement positifs
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de M(a) nest pas vide. Il en est de méme de M. (f). Or nous
pouvons écrire:

M, (). M. () = M, (2f); P(x).P(B) = P(af),
et comme: N

sup (M, (2). M, (B)) = (sup M, (0)).(sup M. (B),
inf(P (). P(B)) = (inf P(a)).(inf P(B)),

les relations (2), (3) et (5) permettent d’affirmer que f(«f) égale
f(2)f(B), dans ce cas. Lorsqu’on tient compte du fait que f( —«)
— —f(«), on voit que cette égalité est vraie quels que soient o et
B dans K. Par suite, f est un isomorphisme du corps K dans le
corps R. C.Q.F.D.

Il convient d’observer que la démonstration précédente ne
fait pas usage de 'axiome P VI mais uniquement du fait que K
est un corps formellement réel archimédien.

3.3. Terminons ce paragraphe en montrant que les sept axiomes
que nous avons posés caractérisent les groupes euclidiens de
dimension 2 sur les corps réels contenant la racine carrée de
chacun de leurs éléments positifs.

Considérons un ensemble E et un corps commutatif ordonné
L. On appelle L-distance sur £ une application 6 de £ x E dans
la partie positive de L telle que:

1) o(a,b) =0<a =0b a, beE ,
2) o(a,b) =0(b,a) Va, beE,
3) o(a,b)y =d6(a,c)+d6(b,c); Va,b, ceE.

On appelle L-isométrie de E relativement a ¢ toute application
f dans £ dans lui-méme telle que 6(f(a), f(b) ) = d(a, b) quels que
solent a et b dans E. Lorsque L est un corps réel, 6 est une
distance et f est une isométrie de E relativement & 6.

Revenons & un groupe G satisfaisant les cing premiers
axiomes. Le corps de base K qui lui est associé est formellement,
réel. En vertu du théoréme de Artin-Schreier, on peut admettre
que l'on a introduit dans K un ordre déterminé. Dans le plan
relatif & G, nous avons considéré une fonction D & valeurs dans
K et définie pour toute paire de points (P, P,) (voir (4), 2.11).




Nous avons vu que D(P,, P,) est un carré dans le corps K, qui
est pythagoricien. Posons alors:

d(P1:P2) :(D(PI,PZ))%.

Il découle immédiatement des propriétés de D que d est in-
variante relativement a G et qu’elle satisfait les conditions 1)
et 2) appliquées aux K-distances dans le plan. De plus, prenons
trois points quelconques P, P, et P, et désignons par d,, d,
et d; les éléments d(P,, Pj), d(P;, P,) et d(P,, P,) respective-
ment. On voit sans peine que:

S(Py, Py, P3) = (dy+d,+d;) (—dy +d, +d3) (dy—d, +d3) (dy +dy —ds3),

ou S(P,, P,, P3) est la quantité définie par (7) au n° 2.11. En
vertu de la relation (8) figurant au méme numéro, S(P, P,, P3)
est un carré dans K. Mais, dans ’égalité ci-dessus, trois au moins
des facteurs apparaissant au second membre sont positifs; il en
est alors de méme du quatrieme. Par suite:

d(Pl>P2)éd(P19P3)+d(P29P3)a

quels que soient les points P,, P, et P;. Donc d est une K-dis-
tance dans le plan. La proposition 26 permet d’affirmer que G
est le groupe des K-isométries du plan relativement a d.
Lorsque ’axiome P VII est satisfait, d est une distance dans
le plan. Si, de plus, 'axiome P VI est vérifié, on peut énoncer:

TuroreEME b. Toul groupe satisfaisant les axiomes P 1 a P VII
est tsomorphe a un groupe GE(2, K), ou K est un corps réel
contenant la racine carrée de chacun de ses éléments positifs.

4. Critique du systéme des axiomes P1 a P VII

4.1. Lorsqu’on expose une théorie mathématique, il convient
d’examiner le systeme des axiomes adoptés sous le triple aspect
de la consistance, de la catégoricité et de l'indépendance. La
consistance — ou non-contradiction — des axiomes que nous
avons posés est assurée par ’existence d’un modéle satisfaisant:
la géométrie euclidienne plane continue, par exemple.



Un systéme d’axiomes consistant est dit catégorigue lorsque
deux quelconques des modéles qui le satisfont sont isomorphes,
c¢’est-a-dire quand ces modeéles ne different éventuellement que
par la désignation des objets qui les composent (pour une eompli-
cation adéquate de la question, voir [5]). Dans le cas qui nous
occupe, nous savons que les axiomes posés caractérisent indirec-
tement les corps réels contenant la racine carrée de chacun de
leurs éléments positifs. Le plus petit S de ces corps est une
extension algébrique de type infini du corps @ des nombres
rationnels; il est donc dénombrable. Il en est de méme du
eroupe GE(2, §). Ce groupe ne saurait étre isomorphe au groupe
GE(2, R) de la géométrie euclidienne plane continue. Ainsi notre
systéme d’axiomes n’est pas catégorique. Il ne pouvait d’ailleurs
Pétre, étant donnée la définition que nous avons adoptée pour
les géométries euclidiennes. Cependant il résulte du théoréme 5
que le systeme des axiomes P [ & P VII est équivalent a la
définition que nous avons prise pour le groupe fondamental d’une
géometrie euclidienne plane.

Reste I'indépendance des axiomes. Les axiomes d’un systéme
consistant (A4, 4,, ..., 4,) sont indépendants 1, quel que soit
t =1, 2, ..., n, on peut trouver un modele satisfaisant les n-1
axiomes A, pour lesquels k& 7, mais ne vérifiant pas 4;. Remar-
quons d’emblée que notre systeme d’axiomes ne possede pas
cette propriété qui, d’ordinaire, n’est obtenue qu’au dépens de la
simplicité ou de la clarté. Ainsi plusieurs de nos axiomes n’ont
de signification que si certains de ceux qui les précédent sont
satisfaits. On peut toutefois exiger des axiomes d’un systéme
une indépendance relative dans le sens que voici: les axiomes

d’un systéme consistant ordonné (A4,, 4,, ..., A,) sont relati-
vement indépendants si, quel que soit ¢t = 2, 3, ..., n, il existe un
modele satisfaisant le systéme (A, A,, ..., 4,_,), mais ne véri-

fiant pas 4;. Nous allons montrer que ¢’est le cas de notre systéme.

Avant de passer & cet examen, formulons une derniére re-
marque d’ordre général. Ayant élaboré un systéme d’axiomes
pour une théorie déterminée, on peut se proposer de réunir
plusieurs axiomes consécutifs dans un méme énoncé. Cest ce
que nous avons fait dans le cas de I'axiome P I, par exemple,
qui contient les axiomes du groupe, entre autres. L’exposé y
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gagne sans doute en simplicité, mais le procédé n’est pas ortho-
doxe du strict point de vue de 'axiomatique.

4.2. Examinons l'indépendance relative de l'axiome d’inci-
dence P 1. Considérons Je groupe H des isométries propres de
I'espace euclidien R>. 1) est engendré par 'ensemble E des demi-
tours par rapport aux droites de R®. H n’est pas un R-groupe
relativement & E, car le produit de deux demi-tours d’axes per-
pendiculaires est encore un demi-tour. Formons alors le R-
groupe H’ naturellement associé & H (voir 1.1). Il est engendré
par I'ensemble E’ des éléments de la forme o' = (a,—1), ol a
est dans £. Le groupe H ne se confond pas avec £; d’autre part,
tout élément de H peut étre obtenu en formant le produit de
deux éléments convenablement choisis dans E. Il s’ensuit que
H' est un R-groupe de dimension 2 engendré par E’.

Soit a, b et ¢ trois éléments de F, et soit a' = (a,—1),
b' =(b,—1)et ¢’ = (c,—1)les éléments de £’ qui leur sont associés.
Affirmer que a'b’c’ est dans E’, ¢’est affirmer que abe est dans E,
ce qul revient encore a dire que les axes des demi-tours a, b et ¢
admettent au moins une perpendiculaire commune. Considérons
alors dans l'espace R® quatre droites distinctes a, b, ¢ et d,
telles que b, ¢ et d soient les cOtés d'un triangle, que @ et b soient
paralleles et que le plan (a, b) soit perpendiculaire au plan
(b, ¢). Soit a, b, ¢ et d les demi-tours d’axesrespectifs a, b, ¢ et d,
et soit a’, 0, ¢’ et d’ les éléments de £’ qui leur sont associés. On
voit alors que a'b’c’ et a’b'd’ sont dans £’ mais que a’c’'d’ n’y est
pas. Par suite, le R-groupe H' ne vérifie pas 'axiome d’incidence,

4.3. Passons a l'axiome de bissection P III. Considérons le
R-groupe de I'icosaedre régulier. A titre d’exercice, 1l est intéres-
sant de décrire ce groupe d’ailleurs bien connu en utilisant le
langage des R-groupes. Désignons par 4 I'un des sommets de
Iicosaedre, que nous supposons plongé dans l’espace euclidien
R?. Désignons par BCDEF le pentagone convexe régulier déter-
miné par les extrémités des arétes issues de A. Soit O le centre
de I'icosaédre et soit A’, B, C', D', E' et I'' les sommets respec-
tivement opposés a A, B, C, D, E et I. Désignons par G le
groupe des isométries de 'espace euclidien R* laissant invariant
I'icosaédre dans son ensemble. Ce groupe est évidemment fini.
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Par chaque aréte de l'icosaédre, il passe un plan de symétrie
de la figure. Désignons par ¥ 'ensemble des quinze réflexions de
Iespace R® ainsi introduites, deux arétes opposées correspondant
4 une méme réflexion. Quelle que soit la paire de sommets non
opposés que l’on prenne dans I'icosaédre, la réflexion envoyant
I'un sur autre appartient & 2.

Fig. 11.

AB étant une aréte quelconque, on peut trouver deux arétes,
DE et CF'par exemple, telles que AB, DE et CF’soit orthogonales
deux a deux. Les réflexions attachées a ces trois arétes ont pour
produit la symétrie ¢ de centre O. Soit X un élément de G
différent de o. Il existe au moins un sommet, mettons 4, que X
n’envoie pas sur son opposé. Soit r l'élément de X envoyant
X(A) sur A. Quand X #r, 'un au moins des sommets B et C

" de la face ABC n’est pas fixe pour la transformation r X; admet-

tons que r X(B) est distinct de B. Ces deux sommets ne sont pas
opposés: soit s ’élément de X qui envoie r X(B) sur B. La trans-
formation srX laisse fixes A et B. Lorsque X #rs, srX(C) est
distinct de C. La réflexion ¢ associée dans X & 'aréte AB envoie
srX(C) sur C. L’élément tsrX appartient & G. Comme il laisse




fixes les sommets A, B et C, il n’est autre que I’élément neutre
de G. Par suite X = rst. D’autre part, X est distingué dans G.11
résulte donc de ce qui précéde que G est un R-groupe de dimen-
sion 2 engendré par X.

La condition nécessaire et suffisante pour que trois éléments
de X aient pour produit un élément de X est que les plans qui
leur sont associés admettent une droite commune. Cela déter-
mine une relation d’incidence dans X. Pour étudier les faisceaux
dans X, combinons Paréte AB avec chacune des autres arétes
de I'icosaedre, en nous bornant aux seuls couplages essentielle-
ment différents.

Les arétes AB et AC déterminent le faisceau des cing élé-
ments de X laissant fixe le point A. On peut attacher un tel
faisceau & chaque paire de sommets opposés et nous désignerons
par ®(A) celui qui correspond & A4 (et A’). La réflexion associée
a I'aréte AB appartient encore au faisceau @(B).

Les réflexions correspondant & AB et E'F’ déterminent un
faisceau contenant encore la réflexion associée a C'D’. Les plans
de ces trois réflexions se coupent suivant la normale abaissée
de O sur la face BD'E’. On peut ainsi attacher un faisceau de
trois éléments a chaque paire de faces opposées; nous désignerons
par ¢(BD'E’) celui qui correspond aux faces BD'LE" et B'DE. La
réflexion associée a AB appartient aux deux faisceaux ¢(BD'E")
et ¢(ADE).

Les réflexions correspondant & AB et CF’' déterminent un
faisceau ne contenant pas d’autre réflexion. Leurs plans se
coupent suivant la perpendiculaire abaissée de O sur AB. On
peut attacher de la sorte un faisceau de deux éléments & toute
paire d’arétes opposées, et nous appellerons ®(AB) celui qui
correspond aux arétes AB et A'B’.

Un décompte facile nous permet d’affirmer que nous avons
ainsi épuisé tous les faisceaux auxquels appartient la réflexion
relative a AB. Le R-groupe G, dont nous avons vu qu’il satisfait
Iaxiome d’incidence, ne satisfait pas ’axiome de bissection,
puisqu’il contient des faisceaux formés de deux éléments distincts
seulement.

Remarquons en passant que les faisceaux @(A) et @(BE')
sont disjoints, tout comme les faisceaux ®(BE’) et d(ABC).
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I’exemple précédent montre les interprétations géométriques
que I'on peut faire intervenir assez naturellement dans I'étude
des RI-groupes finis (voir [9]). Toutefois, on aurait pu le rem-
placer par des exemples plus simples tels que celui-ci: dans le
plan euclidien continu, prenons trois points non alignés A, B
et C. Considérons le groupe G’ engendré par les demi-tours ayant
pour centres A, B et C. C’est visiblement un R-groupe engendré
par ensemble X’ des demi-tours ayant pour centres les points
d’un réseau plan: le réseau ayant pour maille génératrice le
parallélogramme ABCD construit sur ABC. Dans le plan, le
produit de trois demi-tours est un demi-tour. I’axiome d’inci-
dence est donc satisfait dans G’ qui est un R-groupe de dimen-
sion 1. Le seul faisceau de 2’ est constitué par X’ tout entier.
Lorsque trois demi-tours z, y et z, les deux derniers étant dis-
tincts, sont tels que y = zzz, le centre de x est au milieu des
centres de y et de z. Il en résulte que les demi-tours de centres A
et B n’ont pas d’élément bissecteur dans 2.

A propos de ce dernier exemple, remarquons que les éléments
impropres du R-groupe G’ ne sont pas des isométries impropres,
c’est-a-dire ne sont pas des éléments impropres du R-groupe
GE(2, R).

4.4. Passons a lUexamen de l'axiome P IV. Considérons le
groupe GE(3, R) des isométries de 'espace euclidien R>. C’est
un R-groupe engendré par ’ensemble X(3, R) des réflexions par
rapport aux plans de I'espace R>. Le produit de trois réflexions
dans R® est une réflexion quand leurs plans ont une droite com-
mune ou une normale commune. Cela définit manifestement une
relation d’incidence dans X(3, R). Deux réflexions distinctes
dans R*® admettent au moins un élément bissecteur, 4 savoir une
réflexion transformant leurs plans I'un en 1'autre. Cependant,
GE(3, R) ne vérifie pas 'axiome P IV, car il est bien connu qu’il
est de dimension 3.

Nous avons observé a ce propos que tout RI-groupe satisfai-
sant I’axiome des faisceaux de premiére classe est de dimension 2
(voir prop. 4). En revanche, il existe des RI-groupes de dimen-
sion 2 ne contenant pas de faisceau de premiére classe: le
R-groupe de I'icosaédre en est un exemple.
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L’indépendance relative de I'axiome d’Euclide est assurée
par I'existence de la géométrie elliptique plane continue, comme
nous I’avons déja remarqué (n° 2.1).

4.5. Pour critiquer les deux derniers axiomes, nous utiliserons
le fait que les cinq axiomes précédents caractérisent les corps
formellement réels pythagoriciens. L’indépendance relative de
I’axiome P VI sera établie lorsque nous aurons donné ’exemple
d’un corps formellement réel pythagoricien dans lequel il existe
des éléments positifs qui ne sont pas des carrés. Bien qu’il soit
possible de trouver des exemples plus simples, nous allons cons-
truire un tel corps a l'aide de séries formelles (voir [6] et [8]).

Prenons une lettre 7' avec laquelle nous formons I’ensemble
L des séries formelles:

o =YaT , ae€R, (1)
ieZ

ou ¢ est un indice parcourant 'ensemble Z des entiers rationnels,
et ou les coefficients a; sont des nombres réels, égaux & zéro
sauf éventuellement pour un nombre fini ou non de valeurs de ¢
supérieures a un certain entier rationnel dépendant de I’élément
choisi dans L. I’élément nul de L, que nous noterons O, est celui
dont tous les coefficients sont nuls. Pour un élément o« non nul
de L, soit n la plus petite valeur de ¢ pour laquelle a;#0; n est
Vordre de «, et a, est le coefficient dominant de «. Par convention,
Iordre de O est infini. Nous assimilerons & R les éléments de L
ayant la forme a,7°. On introduit dans L une structure de
groupe abélien noté additivement en posant:

Z ai Ti + Z bi Ti — Z (ai + bl) Ti . (2)
ieZ ieZ ieZ
On définit une multiplication dans L en posant:

<ZaiTi>'<Zbi Ti>=z e T = % arI;S. 3)

ieZ ieZ ieZ ) r+s=i
Il résulte immédiatement de cette définition que la multiplica-
tion est associative, commutative et distributive par rapport &

Iaddition; 'élément 1 est neutre vis-a-vis de la multiplication.
D’autre part, si o et f sont deux éléments non nuls de L, I’ordre
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du produit af est la somme des ordres de « et f;le coefficient
principal de «f est le produit de ceux de « et f. Il s’ensuit que L
est un anneau d’intégrité commutatif avec élément unité.

L est méme un corps commutatif. Pour le montrer, on peut
procéder par voie topologique, entre autres. On introduit une
valuation dans L en posant |0| = O et |a| = 27" oun est I'ordre
de I’élément non nul «. En effet, on voit que:

ol = lal-1B]; lotpl=max (la],[f]); Va,peL,

et que |¢| = O dans le seul cas ot ¢ est nul. On peut alors cons-
truire une distance d dans L en posant:

d(a, ) = [f—al.

Comme on le voit sans peine, cette distance définit dans L une
structure de groupe additif métrisable complet. On peut méme
utiliser le critere de convergence suivant: la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une suite (o) = (g, oy, %z, ...) d’éléments
de L converge est que d(o; 1 — o) tende vers zéro lorsque % tend
vers I'infini. Il en résulte que, quelle que soit la suite (f;) d’élé-
ments de L convergeant vers O, la suite (y,) définie par:

k=r
yr = Z ﬁka
k=o

o0

converge dans L; sa limite est désignée par ) B, .
k=0

Prenons dans L un élément o d’ordre fini n et de coefficient
principal a,. On peut le mettre sous la forme:

o = d, Tn(1_5)9

ou ¢ est un élément de L d’ordre au moins égal & 1. La suite des
puissances naturelles de 6 tend vers O dans L. Il en est de méme
de la suite des éléments (1 —6)d*, ou k= 0, 1, 2, ... Par consé-
quent, 'expression:

(1-0) 3 &,
k=0
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a un sens. Un calcul facile montre qu’elle représente 1’élément
unité de L. Il en découle immédiatement que « posséde un
inverse dans L, qui n’est autre que:

ol =aq, T 5. (4)

Donc L est un corps.

Ordonnons L en choisissant comme partie positive P l'en-
semble des éléments dont le coefficient principal est strictement
positif dans R, auxquels nous adjoignons I'élément 0. P posséde
bien les propriétés indiquées au n° 3.1, et nous convenons de
noter a=p lorsque o et f sont deux éléments de L tels que f—a
appartient a P. L’ensemble des carrés non nuls de L se confond
avec celul des éléments strictement positifs d’ordre pair. En
effet, si acL est d’ordre n et de coefficient principal a,, «® est
d’ordre 2n et son coefficient principal est a;. Réciproquement,
prenons dans L 1’élément:

B=>bT; by>0,b=0 Fk<2m.

JezZ

I1 existe dans L un élément y = Y ¢, 7% dont le carré égale B.
keZ

On I'obtient en résolvant la suite d’équations:

2 . .
Cm = byms 2¢nCmi1r = Domyy,

k=m+j—1
2Cmcm+j = b2m+j _ Z Ckc2m+j—k9 .] = 2> 39
k=m+1
et en posant ¢, = O pour tout k<m; de la sorte, on obtient
d’ailleurs deux solutions opposées dans L. Il résulte immédiate-
ment de la que la somme de deux carrés dans L est encore un
carré et que —1 n’est pas un carré dans L. Donc L est formelle-
ment réel et pythagoricien. En revanche, il existe dans L des
éléments positifs qui ne sont pas des carrés, comme ’élément T’
par exemple.

4.6. Passons a I’axiome P VII. Pour en montrer 'indépendance
relative, nous nous proposons de donner l’exemple d’un corps
commutatif ordonné non archimédien dans lequel tout élément
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positif est un carré. Prenons une lettre U et formons I’ensemble
M des séries formelles:

o =Y aU?"  aeR, )

icZ

o1 les coefficients a; sont des nombres réels, nuls sauf pour un
nombre fini ou non de valeurs de ¢ supérieures a un certain
entier rationnel dépendant de @, et ou p est un entier rationnel
non négatif dépendant lui aussi de «. On peut encore obtenir
tous les éléments de M en remplacant 7' par U™ dans I'expres-
sion (1) des éléments du corps L, p prenant toutes les valeurs
entiéres rationnelles non négatives. Dans l’expression (5), p est
le poids de o. Si n est la plus petite valeur de i pour laquelle
a; # 0, a, est le coefficient principal de a.

Considérons comme équivalents deux éléments de M dont
les développements sont formés des mémes termes. Ainsi, on
obtient tous les éléments de M équivalents & o et de poids

supérieurs a p en posant:

;L R e (A0 A B si j =127,
* _gfo > {0 si pged(j,27) # 27,
ou r parcourt 'ensemble des nombres naturels. Appelons M
I’ensemble des classes de M pour la relation d’équivalence que
nous venons de définir. L’élément O de M, dont le poids peut
étre considéré comme indéterminé, constitue une classe a lui
seul. Si & est la classe contenant I'élément non nul o donné par
(5), nous dirons que o est un représentant de poids p de &. Tous
les éléments de la classe @ ont le méme coefficient principal, que
nous appellerons coefficient principal de a. A tout couple d’élé-
ments & et f de M, on peut associer au moins un couple de
représentants o et f de méme poids. On définit alors la somme
et le produit de o et f & Paide des relations (2) et (3), ou I'on
pose T = U™ ¢ étant le poids commun de « et . Les expres-
sions trouvées sont équivalentes & celles que on obtiendrait en
remplacant o et B par des éléments respectivement équivalents,
de poids commun s’. Par passage au quotient, on définit manifeste-
ment une addition et une multiplication dans M. Les considéra-

I’Enseignement mathém., t. X, fasc. 1. : 6
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tions faites au sujet de L montrent que M constitue un corps
commutatif pour les opérations indiquées.

On ordonne M en considérant comme strictement positifs les
éléments dont le coefficient principal est strictement positif dans
R. Prenons un tel élément B’. Soit

Bl — Z b; Ui.2—q,
ieZ
un représentant de ', ou b; = O quand i <m, et b,,>0. On peut
former un autre représentant f de B en posant:

p=Yb U2,
JjeZ
01 by; = b; et by = O, quel que soit 7. Associons & f1'élément
p du corps L défini par:
JezZ
Cet élément est strictement positif dans L et son ordre est pair.
I1 existe done dans L un élément

'}’ = Z Ck Tk:
keZ
dont le carré égale B. Il résulte de 1a que I’élément j de M ayant
pour representant:
—(a+1)

,)') — Z Cy Uk.2 ,

kez
admet pour carré I’élément B. Donc tout élément positif de M
est un carré.
Cependant, le corps M n’est pas archimédien. Désignons

par & et @ les éléments de M admettant pour représentants res-
pectifs U% et U™'. Quel que soit entier naturel n, on a né<@.

4.7. Nous aurions pu permuter les deux derniers axiomes.
Autrement dit, ’axiome P VI est indépendant du systéme cons-
titué par les six autres axiomes. En effet, les axiomes P 1 a P V
ainsi que 'axiome P VI/I caractérisent les corps réels pytha-
goriciens, comme on l’a vu. Soit @ le plus petit d’entre eux




(suivant la désignation adoptée par Hilbert). Le plan euclidien
I, relatif & @ peut étre assimilé & une partie du plan euclidien
T, relatif au corps R des nombres réels: ayant introduit dans
IT; un systéme de coordonnées orthonormales, on désigne par
A et B les points de coordonnées (0, 0) et (1, 0); ITp est Uen-
semble des points de ITp dont les coordonnées sont dans £.
Mais IT, est également 1’ensemble des points de ITx que l'on
peut construire & partir de A et B par un nombre fini d’opéra-
tions & la régle et au transporteur de distances —ce dernier
instrument permettant uniquement de reporter un segment
connu sur une droite connue, & partir d’un point connu de cette
droite. Or il existe des constructions possibles & la regle et au
compas qui ne le sont pas a la régle et au transporteur de dis-
tances (comme la recherche d’un cercle tangent & trois cercles
connus) (voir [15]). Il en résulte que 'axiome du compas n’est
pas vérifié dans le groupe des isométries de I1,,.

4.8. Pour terminer, revenons a 'axiome d’Euclide. Nous avons
montré que dans un groupe satisfaisant les cing premiers axiomes
les demi-tours engendrent un R-groupe de dimension 1 (corol-
laire prop. 13). Pourrait-on substituer cette affirmation &
I’axiome P V? Il n’en est rien, comme le montre exemple
suivant.

Soit L le corps des séries formelles a une lettre 7" sur le corps
R des nombres réels, tel qu’il a été introduit au n® 4.5. Soit
A Tensemble des éléments de L dont l'ordre n est tel que
0 =n = o0. Gest un sous-anneau de L. Le groupe GE(2, L)
obtenu en substituant L & K dans la définition de GE(2, K)
satisfait les cing premiers axiomes. Dans le plan L?, on peut
introduire les notions de droite, de parallélisme, de perpendicula-
rité, de point milieu comme en géométrie élémentaire.

Le plan A? est une partie du plan L*. Nous appellerons
droite de A* toute droite de L* contenant un point de A*. Pour
qu'une droite d’équation:

ax+by+c = 0 a,b,ceL; (a,b) # (0,0),

appartienne a A°, il faut et il suffit que c(a’®+b*)"% €A. Deux
droites de A%, perpendiculaires dans L2, se coupent en un point
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de A’. La réflexion de L? suivant une droite de A2 applique
A? sur lui-méme. Le groupe des isométries de L> appliquant A*
sur lui-méme est isomorphe au groupe obtenu en substituant
A 4 K dans la définition de GE(2, K). Nous le désignerons par
GE(2, A). 1] est engendré par 'ensemble X(2, A) des réflexions
de L? suivant les droites de A”.

(GE(2, A), X(2, A)) est un RI-groupe. Trois droites de A°
sont incidentes quand elles contiennent un méme point de L’
ou quand elles sont perpendiculaires & une méme droite de L.
L’axiome de bissection est satisfait dans GE(2, A). En effet,
soit @ et b deux droites distinctes de A>. En tant que droites de
L?, elles admettent au moins une bissectrice u. Si a et b se
coupent en un point P de A”, u passe par P et appartient donc
a A”. Si a et b sont paralléles, u contient le milieu M de toute
paire de points de A pris 'un sur a et Vautre sur b. Comme M
est dans A%, u appartient & A”. Il reste & examiner le cas ou
a et b se coupent en un point de L* n’appartenant pas a A°.
On peut se borner au cas ou a et b ont les équations suivantes
(voir (1), n° 1.4):

by =x =0,
(@) = mx—y+h =0; m,heL; hé¢Ad; h(1+m») *ed.

Dans L?, les bissectrices de a et b sont données par les équations:

(m + \/1+m2)x——y+h =0.

Pour que 'une de ces droites appartienne & A2, il faut que I'un
des éléments:

h(1+m?)™F [ +m?)*£m]?,

soit dans A. Pour cela, il suffit que I'un des éléments k, et k,

donnés par (\/1 +m?® + m)~ " soit dans A. Par hypothése, % est
d’ordre —r dans L, ot r > 0. Comme la droite b appartient & A,

m est d’ordre —s, ot s > r. Par suite \//1 +m? est d’ordre —s, et
Pun des éléments k, et k, est d’ordre positif s; il est dans A.
[’une des deux bissectrices de a et b appartient donc & 4?%; on
vérifie aisément que ce n’est pas le cas pour Iautre.
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Dans X(2, A), un faisceau de premicére classe est ’ensemble
des réflexions de L> suivant les droites de A” contenant un
méme point de A”. Il existe deux familles de faisceaux de
seconde classe: les systemes polaires et les faisceaux singuliers;
un faisceau singulier est constitué par les réflexions de L7
suivant les droites de A? passant par un méme point de L*
n‘appartenant pas a4 A°.

Tout élément de X(2, A) appartient & un seul systéme polaire.
On peut en déduire que la proposition 13, qui ne s’appuie que
sur cette partie de I'axiome d’Euclide, est encore vraie ici. Il en
est de méme de son corollaire. Nous avons donc construit un
exemple de géométrie satisfaisant les quatre premiers axiomes
ainsi que le corollaire de la proposition 13, mais ne vérifiant pas
Iaxiome d’Euclide. De plus, dans le groupe GE(2, A), chaque
réflexion appartient a une infinité de faisceaux de seconde
classe, dont un seul systéeme polaire. Cela montre que I'on n’épuise
pas toutes les possibilités en énoncant les hvpotheses a), b) et ¢)
indiquées au n° 2.1.

5. Axiomes de la géomeétrie euclidienne
a plus de deux dimensions

9.1.  Désignons par (K;) .y la famille des corps réels contenant
la racine carrée de chacun de leurs éléments positifs, J étant un
ensemble convenable d’indices. Pour chaque entier naturel n
GE(n, K;) désigne le groupe des isométries de l'espace K
muni de la meétrique euclidienne ordinaire. C’est un R-groupe
engendré par I'ensemble X(n, K;) des réflexions par rapport aux
hyperplans dans Ki. Les axiomes considérés jusqu’ici con-
cernent les groupes GE(2, K;). Nous nous proposons de
formuler un systeme d’axiomes caractérisant les groupes
GE(n, K;), 1eJ et n > 2. Toutefois, pour utiliser les résultats
obtenus pour n = 2 et pour éviter des répétitions, nous pro-
céderons par récurrence sur n.

Auparavant, précisons quelques points. Soit (G, 2) et (&, 27)
deux R-groupes G et G’ respectivement engendrés par des
parties distinguées X et X’. Ils seront dits « 1somorphes en tant
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que R-groupes» lorsqu’il existe un isomorphisme du groupe G
sur le groupe G’ qui applique X sur X’. Dans un R-groupe
(G, X), nous désignerons comme d’habitude par II(s) le systéme
polaire de la réflexion seX, c¢’est-a-dire 'ensemble des éléments
de II perpendiculaires a s, soit encore 'ensemble des réflexions
distinctes de s qui commutent avec elle. I.ensemble II(s) en-
gendre un R-groupe =n(s) appelé groupe polaire de s, dans lequel
II(s) est distingué. En tant que R-groupe, n(s) est toujours con-
sidéré comme étant engendré par II(s).

Posons maintenant nos axiomes. Désignons par (G,, X,) un
R-groupe satisfaisant les sept axiomes P I a P VII; n étant un
entier naturel susceptible de prendre toutes les valeurs supé-
rieures & 2, considérons la famille de R-groupes (G,, Z2,) satis-
faisant les axiomes suivants:

Axrome E, I. (G,, X,) est un RI-groupe.

Axtome E, II. Dans X,, I'intersection de deux systémes polaires
contient une réflexion s dont le groupe polaire est tsomorphe,
en tant que R-groupe, @ un groupe (G,_{, 2,—{)-

Pour linstant, il faut considérer I'expression (G,, Z,)
comme une désignation générique. Nous montrerons que, pour
chaque valeur de »n’, il y a identité de ’ensemble des R-groupes
(G,’, 2,') avec celui des R-groupes GE(n', K;), avec ieJ.

La récurrence portera sur »n’, que nous appellerons I’échelon.
Notons & ce propos qu’elle se présentera sous deux formes: la
récurrence «locale » intervenant au cours d’une démonstration
isolée; la récurrence « globale » par laquelle on affirme la validité
d’une proposition aux échelons inférieurs a n, réservant a plus
tard le soin de démontrer qu’elle est aussi vraie & ’échelon n.
Une telle hypothése générale de récurrence sera repérée par une
lettre majuscule. Ainsi, pour commencer, nous admettrons qu’a
tout échelon n' tel que 2 =n" = n-1:

(A) Tl existe deux espéces de faisceaux dans X,. A tout élément
a d’un faisceau de premiere espece @’ correspond un élément
de @' perpendiculaire & a, et un seul. De deux éléments
distincts de @', on dit qu’ils se coupent ou qu’ils sont sécants;
ils possedent exactement deux éléments bissecteurs. Un
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faisceau de deuxiéme espéce @'’ ne contient pas de paire
d’éléments perpendiculaires. Deux éléments de @' sont dits
paralléles; quand ils sont distincts, ils admettent un élément
bissecteur unique.

Tous ces faits sont vrais pour n’ = 2; dans ce cas, les faisceaux
de premiére (resp. deuxieme) espeéce coincident avec ce que
nous avons appelé les faisceaux de premiére (resp. deuxieme)
classe. Cependant, pour n’ > 2, il convient de changer de ter-
minologie; on peut montrer que, quel que soit le faisceau @ dans
Y., on peut trouver un faisceau disjoint de @.

L’axiome £, II affirme, entre autres choses, qu’il existe dans
2, une réflexion s dont le groupe polaire n(s) est isomorphe, en
tant que R-groupe, a un certain groupe (G, {, 2,- ). Il est facilede
voir qu’il en est de méme pour tout autre élément ¢ de 2,. En
effet, d’apres 'axiome E, I/, il existe une réflexion u perpendi-
culaire & s et ¢, et dont le groupe polaire est isomorphe, en tant
que R-groupe, & un certain groupe (G,_;, X,-;) qui satisfait
I'axiome de bissection, en vertu de (A). Il existe donc dans X,
un élément bissecteur m de s et ¢. L’application X — mXm
détermine visiblement un isomorphisme de =(s) sur n(f), au sens
des R-groupes.

On déduit d’abord de 14 que dans (G,, 2,) axiome de bissec-
tion est satisfait. De plus, quand la réflexion s parcourt X, le
groupe polaire 7(s) reste constamment isomorphe, en tant que
R-groupe, au méme groupe (G,-, Z,—,). Il en résulte, en parti-
culier, que des que l'on choisit un exemplaire bien déterminé
dans la famille des groupes (G,, X,), on fixe en méme temps
toute une chaine de groupes (G,’, 2,'), ou 2 =n’ = n-1. Nous
pouvons alors considérer que chacun des symboles (G,’, X,’), ou
2 =n'" =n, désigne désormais un R-groupe bien déterminé.
D’autre part, nous pouvons remplacer laxiome FE, II par
les deux axiomes suivants:

Axtome E,' II. Lorsque s parcourt X,, le groupe polaire m(s)
reste constamment isomorphe, en tant que R-groupe, au groupe
(Gn—la Z:n—l)' '

Axrome E," III.  Dans X,, Uintersection de deux systémes polaires
n’est pas vide.




Par la suite, nous noterons G, a la place de (G,, X,) lors-
quaucune confusion n’en résultera. La possibilité de répartir
les faisceaux de X, en deux espéces comme on le fait aux échelons
inférieurs va résulter de la proposition suivante. |

PropositioN 28. Soit a et b deux réflexions distinctes perpen-
diculaires a un méme élément u de X,. Toute réflexion incidente
avec a et b est ausst perpendiculaire a u.

Montrons d’abord que u n’appartient pas a &(a, b). Désignons
par @(a, b; u) le faisceau déterminé par a et b dans le systeme
polaire II(u). C’est aussi I'intersection de ®(a, b) et II(u). Si u
appartenait & ®(a, b), uab serait dans &(a, b; u); par suite, a et b
seraient perpendiculaires (lemme prop. 11); comme 1’élément
uab commute avec a et b, 1l devrait coincider avec 'une de ces
deux réflexions, contrairement aux hypothéses.

Comme u n’appartient pas & ®(a, b) et qu’il est perpendicu-
laire & a et b, on peut affirmer que tout élément de &(a, b) est
perpendiculaire & u (lemme prop. 5). C.Q.F.D.

CorOLLAIRE. Tout faisceau de X, coincide avec un faisceau pris
dans un certain systéme polaire.

~ Par suite, toutes les propriétés que nous avons énoncées au
sujet des faisceaux dans X,,, ou n’ varie de 2 & n-1, sont vraies dans

X,, et nous pouvons faire usage des désignations qui les concer- -

nent. Par ailleurs, I’espece d’un faisceau est invariante vis-a-vis
des automorphismes intérieurs de G,.

5.2. Nous qualifierons de close toute partie de l'ensemble X
engendrant un R/-groupe (G, Z) qui est fermée pour la relation
d’incidence. La partie vide de Z et les parties de X réduites & un
seul élément sont considérées comme closes. Les parties closes
C de X qui comportent plus d’un élément sont caractérisées par
le fait suivant: si a et b sont deux éléments distincts de C, alors
d(a, b) est contenu dans C. Ainsi X est. close, par exemple.
L’intersection d’une famille de parties closes de X est close. La
cloture C(F) d’une partie I/ de X est l'intersection des parties
closes de X qui contiennent F. En particulier, nous désignerons
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par C(ay, a, ..., a,) la cloture d’un ensemble fini d’éléments a;,,
iy, ..., a, de X. La proposition 28 peut s’énoncer en disant que,
dans ¥,, tout systeme polaire est clos.

Nous allons admettre le fait suivant

) Quel que soit s dans X, la cloture de II(s) U {s} est confondue
avec X, ou2 =n' = n-1.

Le fait est manifestement vrai pour n’ = 2. Dans ce cas, en eﬁet
II(s) est un faisceau de deuxiéme classe. La cloture de II(s {s}
contient évidemment tous les faisceaux de premiére classe aux-
quels appartient s, et par suite tous les éléments de X, qui
coupent s. Comme tout élément de X, appartient a un faisceau
déterminé par deux éléments de X, coupan‘n s, II(s)u{s} est
confondu avec X,.

Proposition 29. L’intersection des systémes polaires Il(a) et
II(b) de deux éléments sécants a et b de X, est un systéme
polaire dans I1(a) et dans II(b).

Comme a et b se coupent, 1l existe dans ®(a, b) un élément c
perpendiculaire & a. En vertu de la proposition 28, tout élément
perpendiculaire a a et b l'est aussi a a et ¢, et réciproquement.
L’ensemble des éléments de X, perpendiculaires & a et ¢ est mani-
festement un systeme polaire dans IT(a). 11 en est évidemment de
méme dans I1(b). , C.Q.F.D.

ProrositioN 30. La condition nécessaire et suffisante pour que
deux éléments de X, soient paralléles est que leurs systémes
polaires coincident.

Procédons par récurrence. Admettons que la proposition est
vraie aux échelons inférieurs & n. Nous savons qu’elle Pest &
I’échelon 2.

Soit a et b deux éléments paralleéles de X,. Il existe une
réflexion s perpendiculaire & a et b. Dans II(s), a et b sont paral-
leles, et ’hypothése de récurrence que nous venons d’énoncer
permet d’affirmer que tout élément de II(s) perpendiculaire a
a I'est aussi & b. Donc I'ensemble des réflexions perpendiculaires
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a a et b contient sainsi que le systéme polaire de s dans II(a). Or
1l résulte de la proposition 28 que lintersection des systémes
polaires de a et b est close. On peut alors déduire de 'hypothése
de récurrence (B) que cette intersection se confond avec II(a).
Par raison de symétrie II(a) et II1(b) coincident.
Réciproquement, deux réflexions a et b dont les systémes

polaires coincident sont paralléles, en vertu de la proposition 29.
C.Q.F.D.

Proposition 31. Soit a et s deux réflexions non perpendiculaires
dans Z,. La cloture de II(s)u{a} est X,

Montrons d’abord que la cloture de II(s)u {s} est X,. Prenons
dans X, un élément quelconque u, que ’on peut supposer distinct
de s, sans restriction. Il existe dans II(s) un élément v perpendi-
culaire & u. Soit m un élément bissecteur de s et v; il appartient
a la cloture de II(s)u{s}. D’autre part, la réflexion mum est
distincte de m, car m, qui n’est pas perpendiculaire a v, est
distinct de u. De plus, mum est perpendiculaire & s = mom.
Comme u appartient au faisceau @(m, mum), il est contenu dans
la cloture de II(s)u{s}.

Soit maintenant une réflexion a non perpendiculaire & s.
Lorsque a est parallele & s, les systémes polaires de a et s coinci-
dent et il résulte de ce qui précede que la cloture de II(s)u{a}
est 2,. Lorsque a coupe s, 1l existe dans @&(a, s) un élément b
perpendiculaire a s et distinct de a, par hypothese. Le faisceau
@(a, b), qui contient s, est lui-méme contenu dans la cloture de

u{a,} Il en résulte immédiatement que la cloture de
U {a} contient celle de II(s {s} et que, par suite, elle se
oonfond avec. Z2,,. C Q.F.D.

Avant de passer aux propositions suivantes, formulons une
remarque. Dans 2,, il existe des couples de réflexions perpendi-
culaires. Admettons que ’on puisse trouver n-1 réflexions deux
a deux perpendiculaires dans X,_;. Soit sun élément quelconque
de X,. Il existe dans II(s) n-1 réflexions perpendiculaires deux a
deux. Nous pouvons donc affirmer qu’il est possible de trouver n
réflexions deux a deux perpendiculaires dans X,, 'une d’elles
étant d’ailleurs arbitrairement choisie. Nous pouvons compléter
ce résultat. |
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ProposiTioN 32. Dans X, Uintersection des systémes polaires
de (n-1) réflexions perpendiculaires deux d deux est un fatsceau
de deuxiéme espece.

I’ affirmation est banale a I’échelon 2. Elle est vraie a I’échelon
3, ou elle découle de la proposition 29. Admettons donc qu’elle a
été démontrée a Uéchelon n-1. Désignons par ay, @,, ..., -y n-1
¢léments de X, perpendiculaires deux a deux. L’intersection A; de
M(a;) et I(a,-,), ou j =1, 2, ..., n-2, est un systeme polaire
dans II(a,_,) en vertu de la proposition 29. L’intersection des
systémes polaires II(a;), ou ¢ =1, 2, ..., n-1, se confond avec
celle des ensembles 4, ouj = 1,2, ..., n-2. Or cette derniére est
un faisceau de deuxiéme espéce @'’ dans II(a,-,) en vertu de
Phypothése de récurrence. La conclusion découle du fait que
@'’ est aussi un faisceau de deuxiéme espéce dans 2,. C.Q.F.D.

COROLLAIRE. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
réflexions soient paralléles dans X, est que leurs systémes
polaires aient en commun n-1 éléments perpendiculaires deux
a deux.

PropositioN 33. Dans X,, Uintersection d’un faisceau de pre-
miére espéce et d’un systéme polaire n’est pas vide.

La proposition est vraie a I'échelon 2. Admettons qu’elle a
été démontrée a I'échelon n-1, ot n > 2 comme jusqu’ici. Soit
@' un faisceau de premiere espéce et s un élément quelconque de
X,. Nous voulons prouver que 'intersection de @’ et II(s) n’est
pas vide. Remarquons d’abord que ’ensemble des réflexions
perpendiculaires & chaque élément de @’ est I'intersection des
systemes polaires de deux éléments distincts de @’. Or cette
intersection n’est pas vide (prop. 29).

Lorsque @’ est entierement perpendiculaire a s, il n’y a rien
a démontrer. Dans le cas contraire, il existe une réflexion u
perpendiculaire & tous les éléments de @’ et coupant s (prop.
30). L’intersection de II(s) et II(u) est un systéme polaire dans
H(u). Comme @’ est contenu dans II(u), I'hypothése de récur-
rence permet d’affirmer que Uintersection de @', II(s) et IT(u)
n’est pas vide, d’ou la conclusion. | C.Q.F.D.
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COROLLAIRE. Lorsquw’'un faisceau de premiére espéce n’est pas
entiérement perpendiculaire & une réflexion s, il contient un
élément perpendiculaire a s et un seul.

ProrosiTioN 34. Le normalisateur N(s) d’une réflexion s de %,

dans G, est le R-groupe engendré par s et le systéme polaire
I1(s).

I’ensemble des éléments de N(s) de dimension 0 dans G,
est II(s)u{s}. Prenons dans N(s) un élément ab de dimension 1
dans G,, avec a, beZX,. Lorsque s appartient au faisceau &(a, b),
on peut écrire ab = s.sab; comme ab commute avec s, la réflexion
sab est dans II(s). Considérons alors le cas ou s n’appartient pas
a ®(a, b). Comme ab commute avec s, la réflexion sas est dans
d(a, b), car sas.ab = sbs €X,; d’autre part, elle est incidente avec
a et s. Si sas était distinct de a, s serait dans ®(a, b) contraire-
ment & Phypothése. Par suite, ¢ est perpendiculaire a s, et b
aussi.

" Procédons par récurrence sur la dimension dans G, des élé-
ments de /V(s). Soit X un élément de N(s) de dimension n’ supé-
rieure & 1 dans G, et admettons que ’on a prouvé que tout élé-
ment de N(s) de dimension positive n'’ inférieure & n’ dans G,
peut étre mis sous la forme d’un produit de n” -1 éléments de
I(s)u{s}. Ecrivons X sous la forme abcY, ol a, b, ceX, et ou Y
est un élément de dimension n’-3 dans G,. Les réflexions a, b et
¢ ne sont pas paralléles dans leur ensemble. On peut méme
admettre que o et b se coupent, car dans le cas contraire on
remplacerait abc par ac.cbc. Le faisceau de premiere espéce
&(a, b) contient au moins un élément d perpendiculaire a s
(prop. 33). On peut alors poser X = d.dab.c.Y = dZ, ou Z est
un élément de N(s) de dimension n'-1 dans G,. En vertu de
Ihypothése de récurrence, Z peut étre obtenu en formant le
produit de n’ éléments de II(s)u{s}. Donc X peut étre considéré
comme le produit de n'+-1 éléments de II(s)u{s}. C.Q.D.F.

CoroLLAIRE 1. Tout élément de N(s) de dimension r dans G,
peut se meltre sous la forme d’un produit de r-+1 éléments de
H(s)u{s}. |
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Cela revient a dire que la dimension d’un élément de /N(s)
est la méme dans le R-groupe G, et dans le R-groupe N(s). A
priori, si (G, %) et (G', X’) sont deux R-groupes tels que X’ soit
contenu dans X, la dimension d’un élément X de G’ calculée
dans G peut étre inférieure a sa dimension dans G'.

La réflexion s n’appartient pas au groupe polaire n(s), car les
éléments de n(s) commutent avec chaque réflexion paralléle
a s, ce qui n’est pas le cas de s. Donc =n(s) est un sous-groupe
d’indice 2 dans N(s).

CoroLLAIRE 2. Tout élément d’un groupe polaire n(s) a méme
dimension dans 7n(s) et dans G,.

5.3. Dans G,, ou 2 =n’ = n, nous appellerons conversion tout
élément égal au produit de n' réflexions perpendiculaires deux
a deux. Un tel élément est évidemment involutif. A I’échelon 2,
les conversions se confondent avec les demi-tours. D’autre part,
nous appellerons translation le produit de deux éléments paral-
leles de X,.

Nous admettrons que les faits suivants ont été établis pour
tous les échelons »n” allant de 2 & n-1:

(C) G, ne contient pas d’élément involutif de dimension n'.

(D) Dans G,, 'ensenible des conversions se confond avec celui
des éléments involutifs de dimension n’-1.

(E) L’ensemble des éléments de (G,, Z,) qui transforment
chaque élément de X,” en un élément paralléle est formé des
conversions et des translations de G,,.

Tous ces faits ont été vérifiés dans G,. Il résulte immédiate-
ment de 'hypotheése (D), de la proposition 34 et de son corollaire
1 qu’a I’échelon n toute conversion est de dimension n-1.

Proprosition 35. Le R-groupe G, est de dimension n.

Nous savons que G, est de dimension 2. Admettons qu’il
est prouvé que G,_, est de dimension n-1.

Prenons une réflexion s dans ¥,. En vertu de 'hypotheése de
récurrence, 1l existe dans le groupe polaire n(s) un élément A de
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dimension n-1. I’élément sA est manifestement de dimension n
dans le normalisateur V(s) de s. Il résulte du corollaire 1 de la
proposition 34 que la dimension de s4 est aussi n dans G,. Par
suite, G, est de dimension n au moins. D’autre part, nous
observons que tout élément de dimension n dans N(s) est contenu
dans la classe s.7(s).

Soit X un élément quelconque de G,. Placons-nous dans le
cas ou il existe une réflexion u telle que v = X 'uX coupe u.
Désignons par m 'un des éléments bissecteurs de u et v, et par a
I’¢lément de @(u, v) perpendiculaire & ». On peut poser X =mY,
ou Y appartient au normalisateur N(v) de v. Si Y est de dimen-
sion inférieure a n, X est de dimension n, au plus. Si Y est de
dimension n, 1l peut se mettre sous la forme Y = vaZ, ou Z est
de dimension n-2 dans n(v). Comme les réflexions m, v et a sont
incidentes, I’élément X = muva. Z est de dimension n-1.

Il reste & considérer le cas ou la transformation de G, associée
a X envoie toute réflexion sur une réflexion parallele. Prenons
une réflexion ¢ et soit d = X~ !¢ X. Lorsque ¢ et d sont confondus,
X est dans le normalisateur de ¢ et sa dimension n’excede pas n.
Lorsque ¢ et d sont distincts, désignons par e leur élément bis-
secteur et posons X = eU, ou U est dans le normalisateur de d.
Les systémes polaires de ¢, d et e coincident. Par suite, les
restrictions au systeme polaire II(d) des automorphismes inté-
rieurs de G, associés a X et & U sont identiques. Il résulte de
Ihypothese générale de récurrence (E) que U est de 'une des
formes V ou dV, ou V est une conversion ou une translation
dans 7(d). A cause de 'hypothése (D), la dimension de U ne
dépasse pas n-1, et celle de X ne dépasse pas n.

De tout cela il résulte que G, est de dimension n. C.Q.F.D.

Pour tout échelon »’ allant de 2 & n, nous appellerons gerbe
associée a la conversion S et nous noterons I'(S) I'ensemble des
éléments de X, qui commutent avec S. Un tel ensemble con-
tient plus d’un élément car si § = aya, ... a,, ou les g; sont des
réflexions perpendiculaires deux & deux, I'(S) contient ay,
ay, ..., @,y. A Iéchelon 2, la gerbe I'(S) est le faisceau de pre-
miére classe autour duquel opere le demi-tour § (coroll. 2,
prop. 17).
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PropositioN 36. Dans X,, une gerbe ne contient pas d’éléments
paralléles distincts.

Soit I'(S) la gerbe associée & une conversion S de G, , et soit
a un élément de I'(S). S appartient au normalisateur de a.
Comme il n’existe pas d’élément involutif de dimension n-1 dans
le groupe polaire n(a) (hypothese (C) ), S est de la forme § = a5’
ou S’ est une conversion dans n(a) (hypothése (D) ). |

Prenons une réflexion o’ paralléle & @, mais distincte de a.
Comme S’ commute avec a’:

Sa'S = aS".a’.8'a = aa’a # o
Par suite, ¢’ n’appartient pas a I'(5). C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. Toute conversion S de G, peut se metire sous la
forme S = aS’, on a est un élément arbitrairement choist dans
la gerbe I'(S), et ot S’ est une conversion dans n(a).

ProrositioN 37. Toute gerbe de X, est close.

Prenons deux éléments distincts a et b dans la gerbe I'(S5)
associée & une conversion S. En vertu de la proposition 36, le
faisceau &(a, b) est de premiere espéce; 1l contient donc un
élément bien déterminé ¢ perpendiculaire & a. Comme la trans-
formation par § conserve l'incidence et la perpendicularité dans
%,, et comme § commute avec a et b, § commute aussi avec c.
Donc ¢ est dans I'(S). En vertu du corollaire de la proposition 36,
on pose S = ad’, ou S’ est une conversion dans =n(a). S’ com-
mute avec ¢ et sa dimension dans G, est n-2. On peut donc
mettre $” sous la forme §" = ¢§”, ou §” est dans le groupe polaire
assoclé a ¢ dans le systéme polaire II(a). §” est un produit de
réflexions perpendiculaires & la fois & a et & ¢, et par suite per-
pendiculaires & tous les éléments du faisceau @(a, ¢). Ainsi S”
commute avec chaque élément de ®(a, c¢). Il en est de méme
d’ailleurs de ac, car a et ¢ sont perpendiculaires. Il s’ensuit que

S = acS” commute avec chaque élément du faisceau @(a, ¢). Donc -

®(a, b), qui est confondu aveec P(a, c), est contenu dans I'(S).
C.Q.F.D.
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ProrosiTioN 38. Quelles que soient la gerbe I' et la réflexion a
dans X,, T contient un élément paralléle a a et un seul.

La proposition est vraie a I’échelon 2. Admettons qu’elle
a été établie a I’échelon n-1.

Prenons deux éléments distinets u et v dans la gerbe I'. Le
faisceau de premiere classe @(u, v) est contenu dans I' et il
contient une réflexion s perpendiculaire a la réflexion donnée a.
Désignons par S la conversion a laquelle est attachée I On
peut poser S = s5’, ou S’ est une conversion dans le groupe polaire
n(s). L’intersection du systéme polaire II(s) et de la gerbe I' est
Iensemble des éléments de II(s) qui commutent avec S’. C’est
donc une gerbe I'y dans II(s). En vertu de 'hypothése de récur-
rence, I'g contient un élément a’ parallele & a. Ce qui démontre
I'existence dans I' d’une réflexion paralléle & a. L’unicité de cette
réflexion découle de la proposition 36. C.Q.F.D.

CoROLLAIRE 1. L’intersection d’une gerbe et d’un systéme polaire
de X, est une gerbe dans le systéme polatre.

En effet, comme on I’a vu en cours de démonstration, 'inter-
section d’une gerbe I' et du systéme polaire d’un élément s de I
est une gerbe dans I1(s). Or il résulte des propositions 30 et 38
que tout systéme polaire peut étre déterminé par un élément
convenablement choisi dans I'.

CoroLLAIRE 2. Une gerbe ne contient pas d’ autre gerbe qu’elle-
méme.

En effet, soit I'y et I', deux gerbes telles que I', = I';. S’1l
existait dans I'; un élément @ non contenu dans I',, on pourrait
trouver dans I', une réflexion a’ parallele & a et distincte de a,
ce qui contredirait la proposition 38.

CoROLLAIRE 3. L’application S — I'(S) définit une correspon-
dance biunivoque entre I'ensemble des conversions et celui des
gerbes dans G,.

Il suffit de montrer que deux conversions S et § , déterminant
la méme gerbe I' sont confondues. Le fait est vrai & ’échelon 2;
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admettons donc qu’il P'est aussi & ’échelon n-1. Prenons un
élément a dans I'. On peut écrire S; = aS; et S, = aS,, ou
S, et S, sont des conversions dans n(a). L’intersection de I
et du systéme polaire II(a) est une gerbe associée & la fois &
S’ et & 5’, dans II(a). En vertu de 'hypothése de récurrence
S1 = S, et, par suite, S; = S,.

Prorosition 39. Soitay,a,, ..., a, nréflexions perpendiculaires
deux a deux dans X, et soit S la conversion a,a, ... a,. Tout
élément de la gerbe I'(S) peut se mettre sous la forme d’un pro-
duit d’éléments pris dans les faisceauxr ®(a;, a;y,), avec
1=1,2,...,n-1.

La proposition est banale dans 2,. Admettons qu’elle a été
démontrée pour toutes les dimensions inférieures & n. Prenons
dans I'(S) un élément z que nous pouvons supposer différent de
ay, sans restriction. Soit b ’élément perpendiculaire & a, dans
le faisceau de premiére espéce ®(a,, x); b appartient & la gerbe
I'(S)n II(a,) de II(a,). Si b est confondu avec a,, posons y = a,.
Sinon soit ¥ I'un des éléments bissecteurs de b et a,. La réflexion
y appartient & I'(S) n II(a,;). En vertu de I’hypothése de récur-
rence, elle peut étre mise sous la forme d’un produit d’éléments
pris dans les faisceaux ®(a;, a;4), 00 1 =2, 3, ..., n-1. Posons
alors: z = yxy; cet élément appartient au faisceau:

yo(a,,x)y = y®(ay,b)y = &(a;, a,).
La proposition résulte du fait que x = yazy. C.Q.F.D.

9.4. Soit I'(S) la gerbe associée & une conversion S de G, et soit
a une réflexion quelconque. On voit facilement que aSa est une
conversion et que la gerbe qui lui est attachée n’est autre que
al'(S)a. Nous nous proposons d’examiner les transformations
ainsi définies dans I'ensemble des gerbes de X,. Mais auparavant
établissons quelques lemmes.

Lemme 1. L’intersection de deux gerbes n’est pas vide.

Il en est ainsi pour la dimension 2. Admettons que le fait
est prouvé pour la dimension n-1. Soit I' et I deux gerbes dans
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2,. Prenons une réflexion s. Les intersections respectives de
I' et I'" avec le systéme polaire TI(s) sont des gerbes dans II(s).
Leur intersection n’est pas vide, par hypothése. Il en est donc de
méme de celle de I' et T’. C.Q.F.D.

LemME 2. Soit I et I'" les gerbes attachées dans X, a deux conver-
siwons distinctes S et S’. Dans Uintersection de I' et I'’, il existe
n-1 réflexions perpendiculaires deux a deux: a,, a,, ..., a,_.
De plus, on peut écrire:

S == al a, ...an_l b; Sl = a1 a2 ...an_.l.b,,

o b et b" sont deux réflexions paralléles distinctes, perpendi-
culaires a tous les a; et situées dans I' et I'', respectivement.

Tout cela est banal dans le cas de la dimension 2, ou il con-
vient toutefois de remarquer que la condition de perpendicu-
larité des a; disparait. Admettons que le lemme est établi pour
la dimension n-1. En vertu du lemme 1, prenons un élément a;
dans I' n I"". On peut écrire S = a,S, et S = a,5;, ou S, et ]
sont deux conversions distinctes dans le groupe polaire 7(a,).
Les ensembles I' n II(a,) et I'" n I1(ay) sont les gerbes respective-
ment associées a S, et S; dans II(a;). En vertu de 'hypothése
de récurrence, on peut trouver dans I' N I'" n II(a) n-2 éléments
a,, as, ..., a,-,; perpendiculaires deux & deux quand n > 3.
De plus, on peut écrire:

. S '
Sl = 61203...an_1.b, Sl — a2a3 ...an,_l.b 5

ou b et b’ sont deux réflexions paralleles distinctes, perpendicu-
laires & tous les a;, 1 = 1, 2, ..., n-1, et situées dans I' n I1(a,)
et I'' n II{a,), respectivement. La conclusion en découle immé-
diatement. C.Q.F.D.

ProrositioN 40. Soit I' et I deux gerbes distinctes dans 2,. 11
existe une réflexion u et une seule par laquelle I' est trans-
formée en I".

Désignons par S et S’ les conversions auxquelles sont atta-
chées I' et I'', et reprenons les éléments figurant dans I’énoncé
du lemme 2. 11 réstulte en particulier de ce lemme que b et b’ ont
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un élément bissecteur unique u qui est parallele a b et 0; u est
donc perpendiculaire a chaque élément ¢;. Par suite, §" = udu
et I'' = ul'u.

Etablissons 'unicité de 1’élément considéré. Prenons un élé-
ment a dans I'nI”. 11 est distinct de b qui n’est pas dans I”.
Comme a commute avee S et S’, il commute avec S5 = bb'.
Si bab était différent de a, les réflexions b et b" seraient des élé-
ments bissecteurs distincts de a et bab: ce serait absurde car
b et b’ sont paralléles. Par suite, a est perpendiculaire & 0. Il
commute done avec a,a, ... a,_ ;. Réciproquement, toute réflexion
perpendiculaire & b qui commute avec aya, ... a,—, appartient
& I'nI’. On peut donc affirmer que I'nI"" est la gerbe déterminée
dans IT1(b) par I nII(b),et aussi par I''nII(b). Cet ensemble contient
les éléments ;. 11 en résulte que toute réflexion perpendiculaire
a chacun des éléments de I'nI"" est paralléle a b (coroll. prop. 32).
La gerbe I' en contient une seule, qui est b; I'" en contient égale-
ment une seule, b’.

Soit v une réflexion par laquelle I' est transformée en I".
La transformation par v laisse I'nI” invariant dans son en-
semble. Elle envoie donc une réflexion perpendiculaire & tous
les éléments de I'nI” sur une réflexion ayant la méme propriéteé.
Par conséquent, elle applique b sur &'. Il s’ensuit que v coincide
avec l'élément bissecteur u de b et 0. C.Q.F.D.

Convenons d’appeler élément médiateur de deux gerbes dis-
tinctes I' et I'" la réflexion u telle que I'" = ul'u.

CorROLLAIRE 1. L’intersection de deux gerbes distinctes I' et T

est une gerbe dans le systéme polaire attaché a I’ élément média-
teur de T et 1V,

COROLLAIRE 2. Le produit de deux conversions est une transla-
tion. Réciproguement, toute iranslation peut étre considérée
comme le produit de deux conversions dont U'une est choisie
[tbrement.

Lorsque les conversions § et S” sont distinctes, nous avons
vu en démontrant la proposition précédente que SS’ est une

translation. Lorsque S = §’, le produit S§’ est la translation
banale /.
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Réciproquement, soit une translation 77 = cc¢’, ou ¢ et ¢’ sont
deux réflexions paralléles, et soit S une conversion arbitraire.
Prenons dans la gerbe I'(S) I’élément b parallele & ¢. On peut
alors écrire: § = aqa, ... a,_4.b, ou les g; sont n-1 éléments per-
. pendiculaires deux & deux dans I'(S) n II(b) (coroll. prop. 36).
Posons 6" = bec” et b” = cc’b; les réflexions b'et b” sont paralléles

a b. Les éléments 8" = a,a, ... a,_,.0" et 8" =aja, ... a,_.b"
sont manifestement des conversions. Kt 'on peut écrire:
T=c' =8S =8"8S. C.Q.F.D.

ProrositioN 41. La dimension d’un élément involutif X de G,
nexcede pas n-1; cette valeur n’est atteinte que lorsque X est
une conyersion.

Si X laisse invariantes toutes les gerbes de X,, prenons deux
gerbes distinctes I'y et I',. Il résulte de la proposition 40 que
X commute avec I’élément médiateur de I'; et I',. Si X trans-
forme une gerbe I' en une autre gerbe I'’, il commute avec
I’élément médiateur de I' et I''. Dans tous les cas, 1l existe dans
X, une réflexion a qui commute avec X. Quand X est dans le
groupe polaire n(a), sa dimension ne dépasse pas n—2 (hypothése
de récurrence (C), n° 5.3). Quand X n’est pas dans z(a), 1l est
de la forme X = aY, ou Y appartient & n(a). On peut affirmer
que Y est un élément involutif de n(a) dont la dimension égale
n-2 au plus, cette valeur n’étant atteinte que lorsque Y est une
conversion dans n(a) (hypothese de récurrence (D) ). Par suite,
la dimension de X ne dépasse pas n-1 et n’atteint cette valeur
que lorsque X est une conversion dans G,. C.Q.F.D.

ProrositionN 42. Soit r gerbes et n-r systémes polaires dans 2,
oul =r = n. L'intersection de ces n ensembles n’est pas vide.

La proposition est vraie, pour la dimension 2. Admettons
qu'elle est établie pour la dimension n-1. Dans X,, soit C;, ol
i =1,2, ..., n,les n ensembles considérés que I’on peut supposer
distincts, sans restriction; nous admettrons que C, est une
gerbe. Lorsque C, est le systeme polaire II(s) d’une réflexion s,
considérons les ensembles Cy = C,nC,, ou k=1, 2, ..., n—1.



— 101 —

Chacun d’eux est une gerbe ou un systéme polaire dans II(s),
C', étant d’ailleurs une gerbe. Il résulte de ’hypothése de récur-
rence que l'intersection des €', n’est pas vide. Or cette inter-
section coincide avec celle des ensembles C;, 1 =1, 2, ..., n.
Lorsque C, est une gerbe, soit u ’élément médiateur de €y
et C,. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 40, €y n II(u) et
C. n II(u) sont confondus avec C; n C,, qui est une gerbe dans
I(u). Les ensembles Cy, = C, 0 H(u),ouk=1,2,..., n—1, sont
des gerbes et des systémes polaires dans II(u), le premier d’entre
eux étant une gerbe. En vertu de I'hypothése de récurrence,
Vintersection de ces ensembles — qui coincide avec celle des
ensembles C;, i =1, 2, ..., n —n’est pas vide. C.Q.F.D.

CorOLLAIRE. Quand n = 3, U'intersection de deux faisceaux d’ une
méme gerbe n’est pas vide.

En effet, soit @ et ¢’ deux faisceaux contenus dans une méme
gerbe I' de X;. Comme @ est de premiere espece, il peut étre
déterminé par deux éléments perpendiculaires de I'. Il existe
dans 25 une réflexion s perpendiculaire a tous les éléments de
@ (prop. 32), et @ est 'intersection de I' et II(s). De méme, il
existe une réflexion s’ telle que &’ soit 'intersection de I' et II(s").
[’intersection de @ et @’ se confond avec celle de I', II(s) et
II(s"), qui n’est pas vide. C.Q.F.D.

D’apres la proposition 42, 'intersection de n gerbes de X,
n’est pas vide. Il arrive que cette intersection se réduise a un
seul élément. Pour le voir, prenons n réflexions a;,, t = 1, 2, ...
n—1, n, perpendiculaires deux a deux, ainsi que n—1 réflexions
a';, 7 =1,2,..., n—1, telles que pour toute valeur de I'indice j,
a; et a’; solent paralleles et distinctes. Considérons la conversion
S=ay a,..a,-,a, et soit I' la gerbe associée & S. Cons-
truisons les gerbes I'; = a;I" a;, ] =1, 2, ... n—1. L’ensemble
I'nl’; est confondu avec I'nII(a;). Par suite, I'intersection des
gerbes I', I'y, I',, ..., I',_, se confond avec celle de I' et des
systémes polaires II(a;),; = 1,2, ... , n—1. Ilrésulte des proposi-
tions 32 et 38 que cette derniére intersection se réduit & un
élément unique, qui n’est autre que a,. Il découle de 'axiome de
bissection que tout élément s de X, peut 8tre déterminé par
Pintersection de n gerbes bien choisies dans X,. D’autre part, si
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Pon prend dans X, une réflexion a, paralléle & a, et distincte
d’elle, une gerbe I', contenant a, ne contient pas a,. Par consé-
quent, il est possible de trouver dans X, n+1 gerbes disjointes
dans leur ensemble.

ProprosiTION 43. Le normalisateur N(S) d’ une conversion S de
G, est confondu avec le R-groupe engendré par la gerbe T'(S) et
avec le groupe de stabilité de I'(S). En tant que R-groupe
engendré par I'(S), sa dimension égale n—1.

Désignons par g(8) le R-groupe engendré par la gerbe I'(S)
et par p(5) le groupe de stabilité de I'(S) dans &,. On voit immé-
diatement que g(S5) est contenu dans N(§), car il est engendré par
une partie de N(S), soit I'(S). D’autre part, N(S) est contenu
dans y(S5). Prenons en effet un élément X quelconque dans N(S)
et une réflexion a quelconque dans I'(S). Comme I'(S) est conte-
nue dans N(S), X 'aX est une réflexion commutant avec S, tout
comme XaX~'. Donc X '.I(S).X = I'(S) et X appartient a
(S)-

Montrons que y(S) est contenu dans g(S). Procédons par
récurrence. Le fait est vrai dans G, (prop. 17); admettons qu’il
Pest pour la dimension n—1. Prenons alors un élément Y dans
7(S) et une réflexion b dansla gerbe I'(S). L’élément ¢ = Y 1Y
est dans I'(S). Lorsque b et c sonit confondus, Y laisse invariante
la gerbe I'(S) nII(c) dans IT(c). Des deux éléments Y et c¢Y, 'un
appartient au groupe polaire =n(c). Il résulte de I'hypothese de
récurrence que cet élément est le produit d’un certain nombre
de réflexions prises dans I'(S)nII(c). Par suite, Y est bien dans
g(S). Lorsque b et ¢ sont distincts, prenons un élément bissecteur
u de b et ¢. Comme u est dans I'(S), Z = uY est dans yp(S) et
il commute avec ¢. On montre comme précédemment que Z et,
- par suite, Y = uZ appartiennent a g(J5).

Montrons maintenant que, comme R-groupe engendré par
Ir'(S), N(S) est de dimension n —1. L’affirmation est vraie dans G,.
Admettons qu’on I’a prouvée pour ladimensionrn —1. Le R-groupe
N(S) est au moins de dimension n —1, car il contient la.conversion
S qui est de dimension n—1 dans G,. Prenons alors dans V(§) un
élément A = a,a, ... a,a,+, o les q; sont dans I'(S). Montrons .
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que A peut se mettre sous forme d’un produit de moins de n-+1
éléments pris dans I'(S). C’est évidemment le cas lorsque a, = as.
Sinon prenons un élément b, perpendiculaire a ¢, dans le faisceau
de premiére espece ®(a,, a;), et posons a; = b,a,a;. On a alors
A = a,baza, ... a,a,.,. Admettons que lon ait mis A sous
la forme:

A =abyby ...y peq .. 00,41,

oules b, 1 =1, 2, ..., k—1)sont dans I'(S)nIl(a,), et ael(S).
Lorsque a; = @44, la démonstration est achevée. Dans le cas
contraire, on prend un élément b, perpendiculaire a a, dans le fais-
ceau de premiére espece By, Gpsq); ON POSE Qpyq = bl oy
Il résulte de 1a que I'on peut écrire:

A = a1b2b3...bn€ = b2b3...bna1€,

ou les b; sont des éléments de I'(S)n II(a,), et e est dans I'(5).
Lorsque a; = e, la démonstration est achevée. Dans le cas
contraire, on prend ’élément d, perpendiculaire & a; dans le fais-
ceau de premiere espece &(a,e). Dans IT(a,),la gerbe I'(S)n I1(a,)
engendre un ZR-groupe de dimension n—2, en vertu de
I'hypothése de récurrence. Comme les réflexions b; ainsi que d,
appartiennent & I'(S)n II(a,), on peut trouver n —2 éléments d,,

ds, ..., d,—; dans ce méme ensemble, tels que b,b; ... b, =
dyds ... d,_d,. D ou:

A == d2d3 "'dn—-l .dnale.

Gomme d,a,e est dans I'(S), A est de dimension n —2 auplus. 1l en
résulte que le R-groupe N(S) engendré par I'(S) ne contient pas
d’élément de dimension supérieure & n—1. Par suite, il est de
dimension n—1. C.Q.F.D. |

COROLLAIRE. Quand n = 3, le normalisateur d’une conversion
est un groupe de type elliptique plan.

Cela résulte de ce qui précéde, du corollaire de la proposition
42 et de la définition donnée au n° 2.1.

Il est clair qu’a tout élément X de G, on peut associer une
transformation de I’ensemble des gerbes définie parI' - X ' X.
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Pour simplifier, nous dirons que X laisse fixe la gerbe I" lorsque
X7'IrX = TI. Montrons que le groupe des transformations ainsi
définies est isomorphe & G,. Pour cela, nous établirons un fait un
peu plus précis.

Proposition 44. Le seul élément de G, laissant fixes n-+1
gerbes disjointes dans leur ensemble est I'élément neutre 1.

Le fait est vrai dans G, en vertu du corollaire 3 de la pro-
position 17. Admettons qu’il est établi pour la dimension n —1. Soit
I'iyi=1,2,...,n,n+1, n+1 gerbes de 2, disjointes dans leur en-
semble. Désignons par u I'élément médiateur de I', et I, ..

Posons I''; = I'inM(u), 1 =1, 2,..., n+1. Il est clair que
ry=7r=,,, = I',nI,.,. Par suite, lintersection des gerbes
Iiyoui=1,2,..,n, nt+1, est confondue avec celle des gerbes

I'jouj=1,2, ..., n, dans II(u), qui est donc vide.

Soit A un élément de G, laissant fixes les n-+1 gerbes I,
oui =1,2,...,n,n+1. Onvoit que A commute avec la réflexion
u et qu'il laisse fixes les gerbes I';, ouj =1, 2, ... n, dans I(u).
Lorsque A est dans le groupe polaire n(u), il est confondu avec Z,
en vertu de I’hypothese de récurrence. S1 A n’était pas dans
n(u), 'élément uA y serait; or uA laisse fixes les gerbes I,
dans II(u); par suite A serait confondu avec u, ce qui est exclu
car la transformation par u envoie I', sur I',;;. Lia seule possi-
bilité reste done 4 = 1. C.Q.F.D.

CorOLLAIRE. Soit n gerbes de X, dont U'intersection se réduit a
un seul élément a. Les seuls éléments de G, laissant fixes ces n
gerbes sont I et a.

En effet, soit I';, ou i = 1, 2, ..., n, les n gerbes considérées.
Tout élément de G, laissant fixes ces n gerbes appartient au
normalisateur N(az) de a. Comme les ensembles I'; = I';n1I(a)
sont n gerbes disjointes dans leur ensemble, dans II(a), le seul
élément de n(a) laissant fixe chacune des I'; est 7. Il en résulte
que les seuls éléments de G, laissant fixes les gerbes I';, ou
1 =1,2, ..., n, sont [ et a. '

5.5. Nous allons parvenir a un théoréme concernant la struc-
ture du groupe G,. Mais auparavant, nous allons considérer les
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translations de G,. Lorsque T = ba, ou a et b sont deux réflexions
paralléles, nous convenons de dire que 7 est une translation
de front a. Les translations de front @ constituent dans G, un
sous-groupe abélien: ce sous-groupe coincide avec celui des élé-
ments propres du R-groupe engendré par le faisceau de deuxiéme
espece contenant a. Lorsque a parcourt X,, le groupe des trans-
lations de front a parcourt une famille de sous-groupes conjugués
dans G, tous isomorphes a I’'un d’entre eux que nous désignerons
par 7. Il va de soi que deux translations de méme front ou de
fronts perpendiculaires commutent.

ProposiTioN 45. L’ensemble T, des translations de G, constitue
un sous-groupe distingué, abélien, isomorphe a t".

Bien que la démonstration de ces faits soit essentiellement
analogue a celle des propositions 14 et 15, nous la retracons
brievement ici. Soit 7" et 7" deux translations quelconques
prises dans G,. Choisissons une conversion §; il existe deux
conversions bien déterminées S’ et S” telles que 77" = §'S et
I'" = §"S (coroll. 2, prop. 40). Par suite:

T/ T//—-l — S/ ‘S”,

qui est une translation. Donc 'ensemble 77, des translations de
G, est un sous-groupe de G,. Comme les automorphismes inté-
rieurs de G, induisent dans X, des transformations conservant le
parallélisme, 7, est distingué dans G,.

On peut trouver n réflexions a,, a,, ..., a, perpendiculaires
deux & deux, telles que § = aa, ... a,. Dans la gerbe I'(S)
attachée a la conversion S’ considérée plus haut, il existe n
éléments bien déterminés b,, b,, ..., b,, respectivement paral-
leles aux réflexions a,, a,, ..., a,, de sorte que S’ = bb, ... b,.
Si Pon pose T; = b;a;, on voit que 7" est le produit de n trans-
lations univoquement déterminées 7; de front a;, ou i = 1,
2,..., n. De méme, la translation 7" peut se mettre, d’une
maniére et d’une seule, sous la forme 7" = 7.7, ... T, ou
T; est une translation de front a;. Quelles que soient les valeurs
de i et j, T; et T; commutent; alors:

T'T" =T,T,.T,T",..T' T" .
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Par suite, 7, est isomorphe au produit direct des n groupes de
translations de fronts a,, a,, ... , a,. Il est donc abélien et iso-
morphe a 7". C.Q.F.D.

COROLLAIRE. Soil a,, a,, ..., a, n réflexions perpendiculaires
deux a deux. Toute translation de G, peut étre représentée par
un produit de réflexions paralléles d ay, a,, ..., a,, respective-
ment.

THEOREME 6. Le groupe G, est le produit semi-direct du groupe
des translations F , et du normalisateur dans G, d’ une conversion
arbitrairement chotiste.

Prenons une conversion S dans G, et soit a une réflexion
quelconque. Dans la gerbe I'(S) associée a .S, 1l existe un élément
o’ paralléele & a, et un seul. Comme ¢ = aa’.a’ = a'.a'a,laréflexion
a peut se mettre sous la forme d’un produit d’une réflexion
bien déterminée ' prise dans I'(S) et d’une translation 7' qui
dépend de Vordre adopté pour les facteurs a’ et 7'. Il découle de
cela et du fait que le groupe 7, est distingué dans G, que tout
élément X de G, peut se mettre sous les deux formes suivantes:

X=XT =T,X,

ou X’ est dans le normalisateur N(S) de S et ou 7'; et T, sont
des translations. Les éléments X', 7'y et T, sont univoquement
déterminés par X, car N(S) ne contient aucune translation non
banale. En effet, si 7 est une translation de front 6 dans N(S),
il existe dans I'(S) une réflexion ¢ paralléle a b. La réflexion ¢T

est paralléle & b et elle commute avec S. Par suite T = 1.
| C.Q.F.D.

ProrosiTioN 46. Les seuls éléments de G, qui transforment
chaque réflexion en une réflexion paralléle sont les conversions
et les translations.

Désignons par X Pensemble des éléments de G, possédant la
propriété indiquée; il constitue évidemment un sous-groupe de
G, ne contenant aucune réflexion. Prenons une conversion bien
déterminée S. Elle commute avec chaque élément u de la gerbe
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I'(S) attachée a S. Elle transforme toute réflexion u' paralléle
4 u en une réflexion paralléle & u, done a u'. Il résulte de la pro-
position 38 que S appartient a £. Gomme on peut en dire autant
de toute conversion de G,, E contient toutes les conversions et
les translations de G, (coroll. 2, prop. 40). En vertu du théoréme
6, tout élément A de E estle produit d'un élément A" de £ contenu
dans le normalisateur NV(S) de S et d’une translation. Pour établir
la proposition, il suffit de montrer que A’ ne peut étre que / ou S.
Prenons un élément a dans I'(S). A" appartient au normali-
sateur de a dans G,. Lorsque A’ est dans le groupe polaire n(a),
il laisse fixe chaque élément de la gerbe I'(S)nII(a) dans II(a).
Donc, dans II(a), A’ transforme toute réflexion en une réflexion
parallele. Comme N(S) ne contient pas de translation non banale,
1l résulte de ’hypotheése générale de récurrence (F) (voir n° 5.3)
que A’ est soit I, soit la conversion 5’ = a8 dans n(a). Or A’ ne
saurait étre confondu avec S’, car S'S = a n’est pas dans E.
Dans le cas présent, A’ est donc 1'élément /. En revanche,
lorsque A’ est dans a.n(a), aA” = §’. Par suite A" = 5. C.Q.F.D.
Avec cette proposition, nous avons achevé de prouver que
les faits énoncés dans les hypothéses générales de récurrence sont,
également vrais pour la dimension n. Ces démonstrations font
I'objet du corollaire de la proposition 28 (hyp. (4) ), et des pro-
positions 31 (hyp. (B) ), &1 (hyp. (C) et (D)) et 46 (hyp. (E) ).

9.6. Prenons dans X, n réflexions u; perpendiculaires deux a
deux, ¢ =1, 2, ..., n. Pour tout indice i différent de 1, prenons
un élément bissecteur my; de u; et u;. Comme u; coupe u, lorsque
L # k # 1, my; coupe my, (prop. 46). Soit m;, I’élément perpen-
diculaire & u; dans le faisceau @(my;, my;). Posons m, =
myimymy,. On voit sans peine que my est un élément bissecteur
de u; et u;. Par la suite, nous pourrons admettre que m;; et m;,
ou t # j, désignent le méme élément. Prenons ensuite une ré-
flexion e, parallele & u; mais distincte d’elle. Posons e, =
myeymy; pour tout indice ¢ différent de 1. On peut vérifier que
pour toute paire d’indices distincts (j, k) on a e, = M j1 €M iy
[’ensemble des éléments u;, m,, e; constitue dans 2, un repeére
orthonormal Z. Nous admettrons quune définition analogue a
¢té faite & chacun des échelons inférieurs. On voit d’ailleurs que
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c¢’est bien ainsi que nous avons procédé & I'échelon 2. L’inter-
section du repére orthonormal # considéré ci-dessus dans X,
avec le systeme polaire IT(u;) détermine dans celui-ci un repere

orthonormal %;, avec 1 =1, 2, ..., n.
Nous savons qu’en fixant le groupe G, nous déterminons une
chaine de groupes G,,, oun’ =2, 3, ..., n—1, n, telle que pour

tout n’ supérieur a 2, G, satisfait les axiomes £, [ et £, I1.
Le groupe G, est isomorphe au groupe GE(2, K), ou K est un
corps réel bien déterminé contenant la racine carrée de chacun
de ses éléments positifs. Nous appellerons K le corps de base, et
nous nous proposons de prouver que G, est isomorphe a GE(n, K).
En vue de cette démonstration, nous allons admettre les hypo-
theses de récurrence suivantes:

a) Dans G,_4, il existe une correspondance biunivoque entre
I’ensemble des gerbes de X,_; et K"~*. Cette correspondance est
déterminée par le choix d’un repere orthonormal dans %,_;.

b) Admettons qu'on s’est donné un repere (u;, my, ¢;) dans
Zo—1,avec i, k=1,2,...,n—1et1 # k.Soit I et I'" deux gerbes
quelconques dans X,_,; pour tout indice 7, désignons respective-
ment par z; et x’; les éléments de I' et I'" paralléles & u;. Soit
(&1, &2y ooy Eumy) et (&1, &, oo, E,my) les éléments de K"7*
associés & I' et I relativement au repére considéré. Alors les
égalités x; = x; et & = & sont équivalentes.

¢) La quantité:
n—1 1
dn—l (Fa F/) = [ Z (61 - é;)zi]
i=1

est invariante par rapport aux transformations induites par les
éléments de G,_, dans ’ensemble des gerbes de X,_ ;.

Ces faits sont vrais & I’échelon 2. Nous allons montrer qu’ils
le sont ausst a ’échelon n. Introduisons une fois pour toutes un
repere orthonormal # formé d’éléments u;, my; et e;, avec
L, k=1,2,...,nett # k,comme nous 'avons décrit plus haut.
L’intersection de % et II(u;)) détermine dans II(u;) un
repére orthonormal £, pour tout indice i. Prenons une
gerbe quelconque I' dans X2,. Dans H(u;), I'nIl{u;) est une
gerbe & laquelle on peut attacher un élément de K"~' bien
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déterminé (..., &;, ...) relativement & £;, avec 1 =] =n et
j # 1. Silon substitue & I une gerbe I'" ayant avec I" un élément
commun 1z, parallele & w,, k # i, U'élément (..., ¢}, ...) de
K" 1 avec 1 =] =n et ] # i, associé & I''nII(u;) relativement
a &, est tel que & = &'4. Sil’on applique ces considérations aux
gerbes I' et I'" = m;,I'm;;, ou i’ # i, on voit que I’élément
(«..,my,...)de K" ' avec 1 =j = net] # 1, associé a I'nIl(u;)
relativement au repére #Z; est tel que &; = 5; pour tout indice j
différent de ¢ et de ¢. On peut donc attacher & la gerbe I' un
élément (&,, &,, ..., &) de K" de maniére que l’on obtienne
I'élément de K"~ ! associé & I'mII(u;) relativement aurepére £ ; en
biffant I’élément &,, pour tout indice . On détermine ainsi une
correspondance biunivoque entre ’ensemble des gerbes de X,
et K", correspondance déterminée par le choix du repére #£.
Nous dirons que &; est la i-ieme coordonnée de I'relativement & £.

Lorsqu’on transforme la gerbe I' par une réflexion a prise
dans II(u;), on obtient une nouvelle gerbe dont la i-iéme coor-
donnée coincide avec celle de I'. Il résulte de I’hypotheése c) faite
plus haut que la transformation considérée laisse invariante la
quantité:

d,(I',T") = [Z (& — 52)2]?

ou (&, &y eny &) et (&, &5, ..., &) sont les coordonnées de
deux gerbes quelconques I' et I'', relativement & %. Or il découle
de la proposition 39, du corollaire de la proposition 45 et du
théoréme 6 que tout élément de G, peut étre considéré comme
un produit d’éléments pris dans les systémes polaires II(u)),
out=1,2, ..., n Donc d, est invariante par rapport aux trans-
formations induites dans I’ensemble des gerbes de X, par les
éléments de G,. Comme on le sait d’ailleurs, d, est une distance
dans K". D’autre part, il résulte de la proposition 44 que G, agit
effectivement dans I’ensemble des gerbes de X,. En faisant
usage de la correspondance biunivoque introduite précédemment
entre les gerbes de X, et les éléments de K", on peut assimiler G,
a un groupe d’isométries de K" muni de la distance d,,.

On a pu observer en passant que les hypotheses a), b) et ¢)
sont également satisfaites a I’échelon n.
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THEOREME 7. Le groupe G, est isomorphe a un groupe GE(n, K),
o K est un corps réel contenant la racine carrée de chacun de
ses éléments positifs. |
Nous appellerons « points » les éléments de K”. La famille de

R-groupes (GE(rn/, K), 2(n/, K) ) satisfait les axiomes que nous

avons posés pour la famille de R-groupes (G,, Z,), ou n’' =

2, 3, ..., n. 1l en résulte que toutes les propositions que nous

avons établies pour G, conviennent & GFE(n, K). Ainsi, a toute

gerbe I'" dans X(n, K) correspond biunivoquement un point de

K" qui n’est autre que le centre P de la conversion déterminant

I'". Nous qualifierons I'" et P d’éléments homologues. Cette

correspondance est manifestement compatible avec les trans-

formations induites par les éléments de GE(n, K) dans len-
semble des gerbes de X(n, K) et dans K,. ’

Nous avons déja vu que G, peut étre considéré comme un
sous-groupe de GE(n, K). Prenons alors une réflexion a’ dans

X(n, K). Il existe dans X(n, K) n gerbes I'y, I'y, ..., I, dont
Iintersection se réduit a {a’}. Soit P; le point homologue de I},
out =1, 2, ..., n Il résulte du corollaire de la proposition 44

que, mis a part I’élément neutre, a’ est le seul élément de GE(n, K)
laissant fixes les points P;. Soit I'; la gerbe de X, correspondant
au point P, 1 =1, 2, ..., n. Tout élément commun aux gerbes
I'; laisse fixes les points P;. Or Pintersection de ces gerbes n’est
pas vide (prop. 42) et elle ne contient évidemment pas I’élément
neutre. Comme G, est contenu dans GE(n, K), il résulte de ce qui
précede que cette intersection se réduit a 1’élément a’. Donc
X(n, K) est contenu dans X, et, par suite, G, est confondu avec
GE(n, K). C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. (G,, Z,) est isomorphe, en tant que R-groupe, a

(GE(n, K), Z(n, K)).

En effet, le raisonnement précédent prouve que 2, et X(n, K)
sont confondus.

Afin de mieux percevoir la précision apportée par ce corol-
laire au théoréme 7, considérons un exemple. Dans GE(n, K),
ou n >bH, désignons par 2X'(n, K) l'ensemble distingué des
éléments involutifs de la forme abe, ou a, b et ¢ sont trois éléments
de X(n, K) perpendiculaires deux a deux. Quelle que soit la

T R T R TR
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réflexion u dans X(n, K), on peut en trouver quatre autres
v, w, x, et y, perpendiculaires & u et perpendiculaires entre elles,

de sorte que:
= UYV.UXW.WXY .

Par suite, GE(n, K) est un R-groupe engendré par X'(n, K).
Mais (GE(n, K), X'(n, K)) ne satisfait pas I'axiome d’incidence.
11 suffit de le montrer pour n = 5. Rapportons I’espace K> a un
repére orthonormal et désignons par (x4, 75, 23, Z4, Z5) un point
quelconque de K°. Considérons les transformations A4, B, C et
D envoyant (z, Z,, 3, %4, &s) respectivement sur (z;, Z,,
— &3y — X4y —Xs), (By, Bay — &3, — L4yt —Ts), (Ty, —La, L3, —Tg, —T5)
et (—xy, —2,, T3, — T4, Ts), OU ¢ est un élément non nul de K, Il
est clair que A, B, C et D sont dans 2'(5, K). D’autre part:

CBA: (xl,XZ,X3,X4,xS) —?(Xl, —xZ,x3, '_'X4, —-t-—x5),
DCA: (%{,%Xy,%X3,X4,Xs) > (—X{,Xy, —X3, —X4,Xs5),
DCB : (xl » X3 5 X3 ,X4,x5) —"\'(—xl s Xp, —X3, —X4, __t+x5)'

Donc CBA et DCA sont dans X'(5, K). Il n’en est pas de méme de
DCB, qui n’est pas involutif. Comme 4 et C sont distincts, on
peut affirmer que (GE(n, K), 2'(n, K) ) n’est pas un RI-groupe
(n > b). Il ne saurait donc étre isomorphe, en tant que R-groupe,
a (GE(n, K), 2(n, K)).

Nous avons donc montré que les axiomes E, [ et E, I, joints
aux axiomes P I & P VII caractérisent les groupes GLE(n, K),
ou K est un corps réel contenant la racine carrée de chacun de
ses éléments positifs. Il convient de noter que 'on peut omettre
les axiomes P VI et P VII sans changement pour le reste de la
construction. Les sept autres axiomes caractérisent les groupes
des K-isométries des espaces K" munis de leur K-métrique eucli-
dienne, ou K est un corps formellement réel pythagoricien.

I’examen critique des axiomes £, [ et E, II se réduit a fort
peu de chose pour ce qui concerne la consistance et I'indépendance
relative, qui sont manifestes. On pourrait cependant se proposer
d’étudier s’il est possible de substituer a 'un ou 'autre de ces
axiomes un axiome plus faible. Peut-on, par exemple, renoncer
a exiger de G, qu’il satisfasse 'axiome d’incidence? Ces questions,
qui sont probablement assez délicates, ne sont pas abordées ici.
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Appendice

BREF RAPPEL DES DEFINITIONS DES NOTIONS UTILISEES

Les notices qui suivent ont pour but de rappeler quelques faits
mathématiques utilisés plus haut. Certains d’entre eux pourraient
étre énoncés sous ane forme beaucoup plus générale. Les hypo-
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théses restrictives ou nous nous placons et qui sont satisfaites
dans le texte précédent permettent d’éviter des développements
qui n’auraient pas leur place ici. Pour des exposés plus circons-
tanciés, on peut se reporter, par exemple, a [19], puis au traité
de N. Bourbaki. N

1) Groupe

Un groupe G est un ensemble non vide dans lequel il existe
une loi de composition interne faisant correspondre a tout
couple ordonné (a, b) d’éléments de G un élément de G appelé
produit de a et b, noté ab, moyennant les conditions suivantes:

a) Cette loi de composition est associative:
a(bc) = (ab)c, Va,b,ceG,

b) Il existe dans G un élément neutre bilateére e relativement
a la loi de composition considérée:

ea = ae = a, VaeG,

¢) Tout élément a de G possede un ineerse bilatére dans G

pour la loi de composition considérée, élément noté a™*:

VaeG, da 'eG:aa ! =ala =e.

On montre facilement que, dans le groupe G, il n’existe qu’un
seul élément neutre et que tout élément n’y possede qu'un seul
inverse. Cela implique que, quels que soient a et b dans G, les
équations ax = b et xa = b possedent chacune une solution bien
déterminée en z dans G. |

Soit A et B deux parties non vides d’un groupe G; on note
AB T'ensemble des éléments de G de la forme ab, ou acA et beB.
Lorsque ceG, on convient de mettre cA et Ac pour {c}A et A{c},
respectivement. On écrit A au lieu de AA et plus généralement

A" au lieu de AA"™', n étant un entier naturel plus grand que 1.

On note A™! Pensemble des inverses des éléments de A.

Une partie g d’un groupe G est un sous-groupe de G lorsqu’elle
est un groupe vis-&-vis de larestriction a g de laloi de composition
interne existant dans G. La condition nécessaire et suffisante

L’Enseignement mathém., t. X, fasc. 1. &
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- pour que la partie non vide g de G soit un sous-groupe de G est,
donnée par gg~! = g.

Un groupe composé d’un nombre fini n d’éléments est dit
d’ordre fint n; un groupe est dit d’ordre infint lorsqu’il comporte
une infinité d’éléments. Prenons un élément a dans un groupe G
d’élément neutre e; ensemble des puissances de a, ¢’est-a-dire
a®=e,a*,a” = (a" ¥, ouk=1,2,3,..., constitue un sous-groupe
g, de G. Par définition, 'ordre de a est 'ordre du groupe g,. En
particulier, a est dit involutif quand il est d’ordre 2.

A titre d’exemple, appelons permutation d’un ensemble non
vide E toute application biunivoque de £ sur lui-méme; le pro-
duit ab de deux permutations a et b de £ est la permutation de
E obtenue en composant b et a, dans lordre. L’ensemble des
permutations de £ constitue un groupe pour la loi de composition
indiquée. Lorsque £ est un ensemble fini de n éléments, le
groupe des permutations de E est le groupe symétrique de degré n;
il est d’ordre I'(n+1) = 1.2.3 ... ... n.

Une application f d’'un groupe G dans (sur) un groupe G’ est
un homomorphisme de G dans (sur) G’ lorsque f(ab) = f(a)f(b),
quels que soient a et b dans G. Le noyau de ’homomorphisme f
est 'ensemble [7!(e’) des éléments de G envoyés sur 1’élément
neutre ¢’ de G'. I’image f(G) est un sous-groupe de G'. Lorsque
le noyau de f se réduit a I’élément neutre de G et que f(G) = G,
f est un isomorphisme de G sur G'. Un homomorphisme de G dans
lui-méme est un endomorphisme de G. Un isomorphisme de G sur
lui-méme est un automorphisme de G. Si f et g sont deux auto-
morphismes de G, fg est aussi un automorphisme de G. Muni
de cette loi de composition, I’ensemble des automorphismes de &
constitue un groupe dont I'élément neutre est I'automorphisme
identique — ou banal — de G.

Soit ¢ un élément du groupe G. L’application:
w: x—>a ‘xa, VxeG, (1)

est un automorphisme de G appelé automorphisme intérieur de G
associé & a. Une partie P de G commaute avec a lorsque a(P) = P.
En particulier, un élément b de G commute avec a lorsque ab =
ba. Le normalisateur de a dans G est le sous-groupe formé des
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éléments de G commutant avec a. Une partie de G est distinguée
quand elle commute avec chaque élément de G. Deux parties
de G sont dites conjuguées lorsqu’il existe un automorphisme
intérieur de G envoyant I'une sur 'autre. L’application qui, &
tout élément ¢ de G associe 'automorphisme intérieur de G
défini par (1) est un homomorphisme ¢ de G dans le groupe
des automorphismes de G. Le noyau de ¢ est le centre de G.
Lorsque le centre de G est confondu avee G, G est dit commutatif
ou abélien. D’une facon générale, on peut affirmer que le noyau
d’un homomorphisme de G dans un groupe quelconque est un
sous-groupe distingué de G.

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Deux éléments a et b
de G sont dits congrus (a gauche) relativement a H lorsque aH =
bH, et 'on note alors ¢ = b (mod H). On détermine ainsi dans G
une relation d’équivalence compatible avec la multiplication a
gauche dans G; autrement dit, ¢ = b (mod ) implique ca = cb
(mod H), VceG. Les classes d’équivalence introduites par cette
relation dans G sont les classes (a gauche) de G relativement a H.
Elles constituent un ensemble noté G/H et appelé espace homo-
géne (a gauche) attaché au sous-groupe H de G. Lorsque G/H
est un ensemble fini, le nombre de ses éléments est I'indice de H
dans G; on dit que H est d’indice infini dans G quand G/H
comporte une infinité d’éléments. L’application canonique de G
sur G/H est celle qui, a tout élément a de G, associe la classe
(2 gauche) de G relativement & H contenant a, que I’on peut noter
al.

A tout élément s de G on peut attacher une permutation s,
de G/H en posant:

s;: xH —»>sxH, VxeG.

L’application s — s; est un homomorphisme y de G dans le
groupe des permutations de G/H. L’image y(G) est un groupe
transitif de permutations de G/H; autrement dit, pour tout
couple d’éléments de G/H, on peut trouver dans y(G) une permu-
tation envoyant le premier sur le deuxiéme. On traduit cela en
disant que G agit transitivement dans G/H. Les groupes G et
(G) sont isomorphes lorsque 'intersection dés conjugués de H
dans G se réduit & I’élément neutre de G ou, ce qui revient au
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méme, quand H ne contient aucun sous-groupe distingué de G
autre que celul qui se réduit & I’élément neutre. On dit alors
que G agit effectivement dans G/H.

Les définitions précédentes, qui conduisent alanotion d’espace
homogéne & gauche, peuvent étre reprises « a droite »: H étant
un sous-groupe de G, il suffit de considérer comme équivalents
deux éléments a et b de G tels que Ha = Hb. Toutefois lorsque
H est un sous-groupe distingué de G les équivalences a gauche
et & droite relativement a H coincident dans G. On peut alors,
d’une maniere unique, introduire dans G/H une loi de composi-
tion telle que l'application canonique de G sur G/H soit un
homomorphisme. Muni de cette loi, G/H est alors un groupe, le
groupe quotient de G par le sous-groupe distingué f1.

Par exemple, I'ensemble Z des nombres entiers rationnels
muni de 'addition ordinaire est un groupe abélien; n étant un
nombre entier rationnel positif ou nul, I’ensemble des multiples
entiers de n constitue un sous-groupe Z, de Z, évidemment
distingué; le groupe quotient Z/Z, est isomorphe a Z quand n
est nul et il est d’ordre fini n quand n est positif.

Considérons n ensembles non vides G,, G,, ..., G,; leur
produit est, par définition, ’ensemble des systémes (ay, @,, ...,
a,) oua;eG;1=1,2,...,n Lorsque les &; sont des groupes,
on peut munir ce produit de la loi de composition suivante:

(al,az,...,an)(bl,bz,...,bn) = (al bl ,azbz,...,anbn)
avec a;,b;eG;, i =1,2,...,n.

On obtient ainsi un groupe appelé produit direct de Gy, G,, ...,
G, et noté Gy X G, X ... XG,. Pour tout indice 7, désignons par
e; élément neutre de G;; &k étant un indice fixé, ’ensemble des
éléments (a,, a@,, ..., a,) de Gy XG,X ... xG, pour lesquels
a; = e; quel que soit i # k est un sous-groupe distingué de
G, XG,X ... xG,, isomorphe & G,. On assimile souvent ce sous-
groupe a G;. Alors le groupe quotient de Gy X G, X ... X G, parG,
est isomorphe au produit direct des groupes G; pour lesquels ¢ # .

2) Anneau. Corps

Un anneau A est un ensemble satisfaisant les conditions
suipantes:
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a) Il est muni d’une premiére Joi de composition interne pour
laquelle il constitue un groupe abélien. On convient
généralement de noter cette loi additivement:

(a,b) »>a+b, a,b,a+beA,

et d’en désigner I’élément neutre par o.

b) I est muni d’une deuxiéme loi de composition interne
associative, commutative ou non. Cette loi est générale-
ment notée multiplicativement: (a, b) — ab, a, b, ab € A.

¢) La multiplication est distributive & gauche et & droite par
rapport & I'addition:

a(b+c) = ab+ac

(b+c)a = ba+ca Va,b,ced.

Cela implique, en particulier, que ao = oa = o0, Va € A. L’anneau
A est dit commutatif lorsque la multiplication y est commuta-
tive: ab = ba, ¥V a, b € A. A est un anneau d’intégrité lorsqu’il est
un anneau commutatif et que les conditions a # o, b # o,
a, b e A impliquent ab # o. Dans un anneau A, un élément
différent de o est appelé élément unité lorsqu’il est neutre &
gauche et & droite vis-a-vis de la multiplication dans A. Lorsqu’un
tel élément existe dans A4, il est unique et on le désigne par 1.

Un corps K est un anneau tel que I'ensemble K* des éléments
de K différents de o constitue un groupe vis-a-vis de la multi-
plication existant dans K. Un corps non commutatif est dit
gauche. Dans le groupe abélien additif sous-jacent au corps K,
Iélément 1 engendre un groupe isorrorphe & un groupe Z/Z,.
L’entier rationnel positif ou nul n est la caractéristique du corps
K. Ainsi un corps est de caractéristique nulle quand ’élément
unité y est d’ordre infini relativement & ’addition. Lorsque la
caractéristique est finie, elle est un nombre premier. A titre
d’exemples, I’ensemble des nombres rationnels constitue un corps
Q, celul des nombres réels constitue un corps R, relativement &
Vaddition et la multiplication ordinaires. Ces deux corps sont
commutatifs et de caractéristique nulle.

Deux corps K et K’ sont dits tsomorphes lorsqu’il existe une
application f de K sur K’ telle que f(a+b) = f(a)-+/(b) et
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f(ab) = f(a)f(D), Va, b € K; I'application f, qui est bijective, est
un Lsomorphzsme de K sur K'.

Un sous-corps L d’un corps K est une partie de K constituant
un corps vis-a-vis de 'addition et de la multiplication existant
dans K; on dit encore que K est une extension de L. 1’intersec-
tion de tous les sous-corps de K est un corps appelé corps pre-
mier de K. Le corps premier d’un corps de caractéristique nulle
est isomorphe au corps Q des nombres rationnels.

Soit L un sous-corps d’un corps K et soit £ une partie de K.
L’intersection des sous-corps de K contenant L et £ est un sous-
corps de K désigné par L(FE): ¢’est 'extension de L obtenue en
adjoignant E & L. Une extension de L est de type fini lorsqu’il est
possible de I'obtenir en adjoignant & L un ensemble fini. Elle
est de fype infint dans le cas contraire.

Une valuation (réelle) d’un corps K est une application
T~ |x) de K dans ’ensemble des nombres réels positifs ou nuls
satisfaisant les conditions suivantes:

a) |x| =0eR<ex =0ek,
b) Ixyl =1Ix]lyl, Vx,yeKk,
¢ Ix+yl=max (x|, [y]D, Vx,yekK.

On voit immédiatement que 11] = 1. La valuvation considérée

est dite banale lorsque 'xl =1 pour tout élément x de K
différent de o.

3) Espace vectoriel

Un espace vectortel V sur un corps commutatif K est un en-
semble satisfaisant les conditions suivantes:

a) V est muni d’une loi de composition interne pour laquelle
il constitue un groupe abélien; nous le noterons additive-
ment et nous désignerons son élément neatre par O.

b) Il existe une application du produit de K et V dans V:
(a, X) = aX, telle que:
1° a(X+Y) = aX +a¥,
2° (a+b)X = aX+DbX,
3% a(bX) = (ab) X . ‘
4% 1X =X, Va,beK,¥VX,YeV.

PrRrey AR W s
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Les éléments de V sont appelés vecteurs; ceux de K sont les
scalaires. On voit immédiatement que 0X = a0 =0, ¥ X eV,
¥ a € K; réciproquement, e X = 0, acK, XeV impliquent a = o,
ou X = 0. g

Deux espaces vectoriels V et V' considérés respectivement
sur deux corps commutatifs K et K’ sont isomorphes s’1l existe
un isomorphisme f du groupe additif sous-jacent a V sur celui
de V’ et un isomorphisme g du corps K sur K’ tels que:

faX) = g(a)f(X), VaeK, FXeV.

Lorsque K et K’ coincident, on peut prendre pour g 'automor-
phisme identique de K. Un isomorphisme de V sur lui-méme est
un automorphisme: 1.’ ensemble des automorphismes de V consti-
tue un sous-groupe du groupe des permutations de ’ensemble V.
En particulier, & tout élément a différent de o dans K on peut
associer un automorphisme de V appelé homothétie de rapport a
et défini par X — aX.

r vecteurs X, X,, ..., X, de V sont dits linéairement indé-
pendants lorsque toute relation a, X 4a,X,+ ... +a, X, = O,

avec a;€¢ K, 1 =1, 2,..., r, implique ¢; = a, = ... = a, = o.
S’1l existe un entier naturel n tel que 'on puisse trouver n
vecteurs linéairement indépendants F,, E,, ..., E, dans V,

mais que l’on ne puisse pas y trouver (n+1) vecteurs linéaire-
ment indépendants, V est dit de dimension finie n sur K. Tout
élément de V peut alors s’exprimer d’une maniere unique sous
forme d’une combinaison linéaire des vecteurs E,, E,, ..., K, &
coefficients dans K. Les n vecteurs E, constituent une base de V.

A titre d’exemple, considérons un corps commutatif K; ’en-
semble K" obtenu en faisant le produit de n exemplaires de 1’en-
semble K peut étre muni naturellement d’une structure d’espace

vectoriel sur K; il suffit de poser:

(a1 ,az,...,an) +(b1,b2,...,bn) - (al +b1,(12'+b2, ...,a,1+b’1),
clag,a5,...,a,) = (ca, ,ca,,...,ca,);
a;,b;,,ceK;i=1,2,...,n.

(Pest un espace vectoriel de dimension n sur K que 'on désigne
encore par K" On peut en former une base en prenant, par
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exemple, les n vecteurs £, = (8,4, 054 ..., 6,3, 0 =1, 2, ..., n,
ou 6, est le symbole de Kronecker, désignant 1 quand r = s et
o quand r # s. Tout espace vectoriel de dimension n sur K est
isomorphe a K".

Soit L un sous-corps d’un corps commutatif K. On peut
considérer K comme un espace vectoriel sur L. Lorsque K est,
en tant qu’espace vectoriel, de dimension finie sur L, on dit que
K est une extension finie de L. On dit que K est une extension
algébrigue de L si, quel que soit teK, le corps L(f) obtenu en
adjoignant ¢ a L est une extension finie de L. Une extension non
algébrique est dite transcendante. Par exemple, le corps C des
nombres complexes est une extension finie du corps R des
nombres réels. Le corps des nombres algébriques est une exten-
sion algébrique de type infini du corps Q des nombres rationnels.
Le corps R est une extension transcendante de type infini du
corps Q. Enfin le corps R(z) des fractions rationnelles & une
variable x et & coefficients réels est une extension transcendante
de R de type fini.

Soit ¥V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps
commutatif K de caractéristique différente de 2. Une forme
bilinéaire B sur V est une application du produit de V par lui-
méme dans K: (X, Y) » B(X, Y), X, YeV, B(X, Y)eK, telle
que:

B(aX,+bX,,Y) = aB(X,,Y) + bB(X,,Y),
B(X,CYl +dY2) == CB(X, Yl) + dB(X, Yz),
Va,b,c,deK; VX ,X,,X,,Y, Y, Y,eV.

B est dite symétrique si B(X, Y) = B(Y, X), VX, YeV. De plus,
elle est dite réguliére si, Y étant fixé dans V, la condition
B(X, Y) = o0, ¥V XeV implique Y = O.

Une forme quadratiqgue @ sur V est une application de V dans
K telle que:

@ (aX) = a* d(X), VaeK, FXeV.
et que

CX,Y) =3[®(X+Y)—@(X) - d(V)], X,YeV,
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soit une forme bilinéaire symétrique sur V. La forme quadratique
® est dite réguliére lorsque C est réguliére. L’ensemble des auto-
morphismes s de V qui laissent @ invariante, c¢’est-a-dire tels
que:

&(s(X),s(Y)) = d(X,Y), VX,YeK,

constitue un sous-groupe du groupe des automorphismes de V:
le groupe orthogonal attaché a la forme ¢ sur le corps K, que I'on
note O(K, ®). Dans le cas particulier ott K est un sous-corps du
corps des nombres complexes, ou l'on identifie V' avec K", et
ou la forme quadratique @ est donnée par:

o (X) = fo, X =(xy,%,...,%,), X €K,
i=1

on convient souvent de remplacer la notation O(K, @) par
O(n, K).

4) Quelques notions topologiques

On dit d’un ensemble E qu’il est muni d’une topologie ou
encore qu’il est un espace topologique lorsqu’on y a déterminé
une famille ./ de parties dites ouvertes telle que:

a) La réunion d’une famille quelconque de parties ouvertes
de E est un élément de /.

b) L’intersection d’une famille finie de parties ouvertes de
E est un élément de /.

Conformément a 'usage, nous admettrons que la réunion d’un
ensemble vide de parties de £ est la partie vide @ de E; par
suite, I'intersection d’un ensemble vide (considéré comme fini)
de parties de £ est £ lui-méme. Ainsi,  contient & et £. Deux
topologies J et 7 'relatives & un méme ensemble E sont identiques
lorsque les familles .# et .4’ des parties ouvertes auxquelles
elles sont attachées coincident.

Considérons un ensemble £ et une famille quelconque % de
parties de E. Désignons par . la famille des parties de E qui
peuvent étre obtenues par réunion d’intersections finies d’élé-
ments de Z. Si 'on qualifie d’ouverte toute partie de E appar-
tenant & .4, on voit que les conditions a) et b) sont satisfaites.
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La topologie ainsi déterminée est dite engendrée par 4. 11 résulte
de ces considérations que tout ensemble comportant plus d’un
élément peut étre muni de plusieurs topologies non identiques.
On appelle base d’une topologie  sur un ensemble F toute famille
# de parties de E telle que la topologie engendrée par # soit
identique a 7.

Un espace métrique E est un ensemble dans lequel il existe
une distance, ¢’est-a-dire une application d du produit de £ par
lui-méme dans I’ensemble des nombres réels positifs ou nuls,
telle que:

1° d(x,y) =o<ex =y, x,yeE,
2° d(x,y) =dy,x), Vx,yek,
3° d(x,y)=d(x,z) +d(z,y) Vx,y,zeE.

Soit @ un élément de £ et r un nombre réel positif; la boule
ouverte de centre a et de rayon r est 'ensemble des éléments x de
E tels que d(a, ) < r. La topologie de £ admettant pour base
I’ensemble des boules ouvertes est la topologie associée d la
distance d.

Un espace topologique muni d’une topologie J est dit métri-
sable lorsqu’il est possible d’y introduire une distance d telle que
la topologie associée & d soit identique a 7.

Soit £ un espace métrique muni d’une distance d. Une suite
d’éléments de E: xq, 25, ..., Z,, ... converge vers un élément y
de E si, & tout nombre réel ¢ > o0, on peut associer un nombre
naturel N(e) tel que n > N(e) implique d(z,, y) < ¢; une telle
suite est dite convergente dans E. Une suite z,, x,, ..., 2, ... est
dite sutte de Cauchy si, a tout ¢ > o, on peut associer un nombre
naturel M(e) tel que n > M(e) et p > M(e) impliquent
d(z,, z,) < e&. On voit facilement que, dans I'espace métrique
E, toute suite convergente est une suite de Cauchy. La réciproque
peut n’étre pas vraie. L’espace métrique £ est dit complet
lorsque toute suite de Cauchy y est convergente.

Soit G un groupe abélien noté additivement. Une distance d
existant dans G est dite imvariante lorsque, quels que soient
x, y et z dans G, d(z-+z, y+2z) = d(z, y). Un groupe abélien méiri-
sable G est un ensemble muni d’une part d’une structure de
groupe abélien, et d’autre part d’une structure topologique
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susceptible d’étre définie par une distance invariante relative-
ment a la structure de groupe abélien existant dans G.

A titre d’exemple, considérons le groupe additif R* des
nombres réels; fx! désignant la valeur absolue ordinaire- dans
R*, on introduit une distance invariante dans R™ en posant:
d(z, y) = lxyl Cette distance fait de ’ensemble R des nombres
réels un espace métrique complet. Relativement a 'addition
et & la structure topologique considérée, R™ est un groupe abélien
métrisable complet. Si 'on substituait & R™ le sous-groupe Q7
des nombres rationnels muni de la méme distance d, on obtien-
drait un groupe abélien métrisable non complet.
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