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UBER EINE KLASSE VON FUNKTIONALGLEICHUNGEN

von Oct. Em. GHEORGHIU

V. Avraci verdffentlichte ein Buch tber die quadratische
Trigonometrie [1], wo er an Stelle des trigonometrischen Kreises
ein Grundquadrat verwendet und an Stelle der Kreisfunktionen
das quadratische Sinus un das quadratische Cosinus einfiihrt.

Vor kurzem studierte Herr Ivan Singer [2] den Begriff des
abstrakten Winkels und die trigonometrischen Funktionen in
einem Banachschen Raum I, und leitete als einen Sonderfall
die quadratische Trigonometrie von V. Avracr.

In dieser Mitteilung bringen wir die allgemeine messbare
Losung einer Klasse von Funktionalgleichungen mit einer
unbekannten Funktion

[c (ad —bc) +a (ab +cd)] F (x) F () +(b* +d2) [aF (x) +aF (y) +b]

(a* +c*)[ —aF (x) F (y) —bF (x) —bF ()] +d (ad —bc)—b (ab +cd) 1

F(x+y) =

wobel a, b, ¢, d beliebige reelle Konstanten sind und ad—bc¢ # 0.
In dieser Klasse sind auch die von V. Avraci [4] studierten
Funktionalgleichungen der quadratischen Funktionen spx und
cpz enthalten. :

Um die Funktionalgleichung (1) zu losen, schreiben wir

G (x)
H(x)

F(x) =

Dann erhalten wir aus (1) das System
G(x+y)

[¢(ad —bc) +a (ab +¢d)] G (x)G (p) +(b* +d*) [aG (x) H(y) +aG (y) H (x) + bH (x) H ()] -
(2)

]  H(x+y)
(@*+c*)[ —aG(x) G(y) —bG (x) H(y) —bG(y) H (x)[ +[d(ad — bc) —b(ab +cd)| H(x)H ().
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Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert der Verhiltnisse von (2)

mit einer neuen unbekannten Funktion mit zwel Veranderlichen
1

Az, y)

, 80 erhalten wir

{l(x,y)G(x+y) = [c(ad —bc)+a(ab+cd)| G(x)G(y)+
(b* +d*)[aG (x) H(y) +aG (y) H (x) + bH (x) H(y)]
A, H(x4+y) = (@®>+c*)[—aG(x) G(y) —bG (x) H (y) —

bG (3)
(¥) H (x)] +[d (ad —bc) —b (ad +be)] H (x) H (y) .

Zur Losung des Systems (3), welches drei unbekannte
Funktionen G (x), H (z) und A (z, y) enthilt, betrachten wir die
Funktionen

@ (x) =aG(x)+bH (x)
¥ (x) = ¢G(x)+dH (x). (4)

Dadurch iibergeht das System der Funkiionalgleichungen (3)
in das System der Funktionalgleichungen, die die trigono-
metrischen Funktionen Sinus und Cosinus charakterisieren

{i(x,Y)‘QD(XH’) =Xy +e(Y(x)

5
1, ) WG+ =YY -0 @et) . )

Die allgemeine messhare Losung dieses Systems wurde von
Herrn M. GHERMANEScU [3] angegeben und ist

o(x) = A(x)e’™ - sin ax

U(x) = A(x)e’™. cos ax

A(x) - A(Y)
A(x+y)

(6)

Ax,y) =

wobei A () eine beliebige messbare Funktion, o und y beliebige
reelle Konstanten sind.

Wir gehen durch die Reihe der Substitutionen auf die Funk-
tion F (x) zuriick und finden das Resultat

b—d-tgax, (7
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welches die allgemeine messbare Losung der Klasse der Funk-
tionalgleichungen (1) ist. Sie enthélt eine einzige reelle Konstante
« und stimmt, wie ersichtlich, mit der reellen und stitigen
Losung tiberein. gy

Setzen wirin (7)a = 1,b = 0,¢ = —1,d = 1 odera = —I1,
b=1,¢=1,d =0, so finden wir die von V. Aracr [4] gege-
benen Losungen wieder, vorausgesetzt, dass spx und cpx stétig
sind.
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