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tions (35) dites de Cauchy-Riemann, alors la fonction f (z) sera
monogeéne pour z = 0, car on aura:

Af = AP +i4Q = (A+¢&)Ax — (B+¢") Ay + i[(B+e,) 4x
+ (A+e,) Ay] + (¢' +ig)) Ax + (—¢&" +igy) 4y,

Af |
— = A +1iB + 1
Az
avec
e +ig)dx + (—¢&" +iey) A4y | , ,
p| = (&) Ax + DA o + Loyl + 167] + &)

|4z |

et par suite, lim n = 0, c¢’est-a-dire que f(2) est dérivable pour
4z - 0O .

g == §,

En résumé: Pour que la fonction f (z) = P (z, y) + 10Q (, y)
soit monogéne pour z = ¢ = a + b, il faut et il suffit:

19) que P et Q soient différentiables au sens moderne au
point (a, b),

20) que, ces fonctions ayant alors nécessairement des déri-
vées partielles au point (a, b), celles-ci vérifient les conditions
de Cauchy-Riemann

P'y=0Q%, Phy=—0Q,.
Remarque : Nous avons établi ce théoreme en 1919 [17]. Quelques
années plus tard, Mrs. Chisholm Young l’a indépendamment
redécouvert et I’a appelé « Théoréme fondamental de la théorie
des fonctions complexes ».

SIX1EME SECTION

Différentielles suceessives.
Dérivées partielles du second ordre.

Avant de nous occuper des différentielles, disons quelques
mots des dérivées partielles. On a longtemps admis implicite-
ment que si f,, et f,, existent, elles sont égales. Pourtant leurs
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conditions d’existence sont différentes. Pour que f,, existe au
point (a, b), il faut, et il suffit que f. (z, y) existe pour y voisiu
de b et ait une dérivée en y pour y = b, Pour que f,, existe an
point (a, b), les conditions s’obtiennent en permutant x avec y,
a avec b, dans les conditions précédentes.

C’est ce qui a permis & H. A. Schwarz de donner I"exemple
de la fonction:

f(z,y) = x? arctg -y——y2 arctg f, quand x*+y*+ 0, et f(0,0) =0
X Y

pour laquelle

fo(@,0 =1 et f(o,0=—1.

Plus tard, Peano a donné, en 1834, I’exemple suivant:

2 2

X y
f(x,y) :xyxT“—*

> pour x* +y* #0,f(0,0 =0
+ )

pour lequel on a encore:

f;y(oa 0) = 1> f;x(oa 0) = —1.

Mais le méme H. A. Schwarz a donné ensuite des conditions tres
générales sous lesquelles f.;, = fr,. Sous une forme simple, on
peut dire: il suffit que f, et f,, existent au voisinage du point
(a, b) et solent continues en ce point.

Thomae et Peano prouvent ensuite des conditions suffisantes
trés analogues, mais un peu plus générales: si f,, existe au
voisinage de (a, b) et est continu en ce point, alors, f,, existe
et est égal & f.

Enfin, en 1877, Dini obtient une condition encore trés géné-
rale, mais un peu différente: pour que fu, = fuq, il suffit que

19) 1., existe au voisinage de (a, b) et ait une limite quand
le point (z, y) tend vers le point (a, b) et alors i1l montre que
f.» existe nécessairement et est égal & cette limite, c’est-a-dire
que f,, est continu au point a, b;

20) f, (z, b) a une dérivée en z pour z = a.

Nous renverrons pour les démonstrations de ces différentes
propositions, aux pages 147-5 de ’ouvrage de Stolz [7].
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Nous voyons que ces théorémes ne supposent pas I’existence
de f.., ni de f,,.

Nous allons voir que W. H. Young a pu établir la méme
égalité dans un cas différent en utilisant la notion de différen-

tielle.
Différentielle seconde: Par définition, une fonction f(x, y)
admet une différentielle seconde au point (a, b) si

10) f (x, y) admet une différentielle du premier ordre df au
voisinage du point (a, b); -

20) si pour Az, Ay, constants, cette différentielle f, Az -+
f, 4y admet elle-méme une différentielle (correspondant & des
accroissements A'z, A’y, en général, nouveaux).

Et alors cette derniéere différentielle, nécessairement de la
forme

d'df = (df')dx + (df')dy =

(fad'x + fuA'y) A% + (foad'X +f12d'y) Ay
sera appelée la différentielle seconde de f (x, y) au point (a, b).
Une simplification : on vient de voir qu’en supposant I'existence
des dérivées partielles du premier et du second ordre de f (z, y)
au voisinage du point (a, b) et la continuité en ce point de f., et
fyx, o0 démontrait autrefois (1) que fup = fper W. H. Young [9]

a montré que cette égalité subsiste quand on suppose seulement
que f (z, y) est différentiable au second ordre au point (a, b). Soit

0 =fla+h,b+h) —f(a+h,b) —f(a,b+h) +f(a, b).
Posons:
60() =fla+h,b+ht) —f(a+h, b) —f(a, b+ht) + f(a, b).

On a6 (o) =0, 6 (1) = 4. Or, d’aprés le théoréme sur les fone-
tions composées 6 (¢) est dérivable et

6'(®) = h[f'y(a+h, b+ht) —f',(a, b+ht)].
En appliquant le théoréme de Rolle,

5 =6(1)—6(0) =5 (0) avee 0<6 <1.
Done 6 =h[f,(a+h, b+h6)—f,(a, b+ho)].
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Et puiéque f, (z, y) est différentiable au point (a, b),

5 . ” ”
73 (fba+8) b G(sz +¢&') — O(sz_'_g”)

h2
ou
0 .
Z’z’sza“Lw’ (36)
avec
lo| =]e+ 0@ —e)| = lel + 1| +1e"],

ou g, &, ¢’ tendent vers zéro avec h et ou, par suite, il en est de
méme de .
Or, on obtiendrait de facon analogue

5 ”
'}? = fab + o’ ou lim w = 0. (37)
h—0

Dés lors en retranchant (36) de (37),
0 =fro —fu + 00
et quand h -0,
foa = Fab - (38)

Remarque : 1,’égalité (38) est prouvée par H. A. Schwarz en
supposant que f, et f,, existent au voisinage de (a, b) et sont
continues en ce point et par W. H. Young, en supposant que
f a une différentielle seconde au point (a, b).

Ces deux conditions coincident quand elles sont vérifiées &
la fois, mais Schwarz ne suppose pas Pexistence de f., et de
f;z, méme au point (a, b) et W. H. Young ne suppose pas que
fxy €6 [, existent prés de (a, b) et y sont continues.

Suivant les cas, on pourra utiliser 'une ou ’autre des con-
ditions de ces deux auteurs.

De I'égalité (38), on tire

d'df = AxA'xf., + (4xA"y +Ax'Ay) fop + AyA'y f,,
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et en particulier
d*f = AX*f, + 24x4yfs, + 4Y*f, .

Grace a cette simplification (38), on peut, connaissant seulement
d*f, reformer d'df; tandis que sans la relation (38), on ne pourrait
déduire de d?f une expression unique de d’df.

Différence seconde : Nous avons pu obtenir en 1912 [10, page
439] une formule qui montre qu’on pourrait calculer directement
d'df sans connaitre df. Nous allons en rappeler ici la démonstra-
tion avec une petite variante.

La différence premiére de f étant de la forme:

Af =¥ (x,y) =fx+h,y+k) —f(x, ),

la différence seconde de f sera de la forme
A'Adf =y(@a+h', b+k") —Y(a, b)

ou
A'Af = [fla+h+h', b+k+k)—f(a+h', b+k')] —
B [f(a+h,b+k)—f(a,b)].
En posant: .
E@®) =[fla+ht+h', b+kt+k")—f(a+ht, b+kt)] —

‘ [_f(a+h” b+k')—f(a’ b)] ’

on a
(o) =0, &) = A'Af
d’ou \
A'Af = E(1) — £(o)
et puisque f (z, y) est différentiable prés de (a, b), alors si & et k&

sont assez petits, en vertu du théoréme des fonctions composées,
¢ (t) sera dérivable, et 'on aura d’aprés le théoréme de Rolle

A'Af = ¢ () avee 0<0 <1,
d’ott
A'Af = [hfe(@+h0+h', b+kO+K') + kfy(@+h0+h', b+k0+k')] —
[hfi(@+h0, b+k6)+kf,(a+h0, b+k6)].
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Et si f,, f, sont différentiables pour x = a, y = b:

fe(@+4x, b+4y) — fo(a, b) = Ax[fo+e] + Ay [fup+¢']

. & /
avec lim {s'} = 0 quand |4x| + |4y | — 0 et de méme pour f,.

D’ou

A'Af =h{(hO+h)(f.o+e) + (kKO+K) (foo +&) — hO(f.o+&1) —
kO (fop+ €0} + k{(hO+h") (foa+8) + kO+K)(fy+835) —
hO(fpy +&3) — kO(frs +€'5)} = hh'f o + hk'f oy + kh'fy, + kk'f o + 11

ol & &, 8,8, €, &y, &3, &3 tendent vers zéro avec | & |+| & |

B |+| K | et ou

In| < |h||(hO0+h")e+(kO+k')e —hOe; —kOe; |+ | k| |(hO+h')e, +
(kO +k') e — hes — ke, | <2(|h| + [kD)([h] + [B'| + | k| +

k') (lel+1e" | +le [ +len | +lep | +lea | +Hlesl +les) =r(r+7) A
ou r = |h|+|k|,r =|h"|+|k'|etou i —>0quand r +7r" = 0.

On peut donec écrire

AAf —d'df =n =r(r+rHu
ou|u| <4, donc p—0 avec r4r.
Mais de méme en permutant 4, k avec #’, k' on a

A'Af=d'df =r' (r+r)y’ ou u -0 avec r+r'.

Orr(r+r)=rr (1 ~+ ;,) et r'(r+r)=rr (1 - ;) L’un des

r r :
rapports —, — est <1, on peut donc écrire:
r'or

4,Af_,d'df| <2(lul + 1)

rr

D’ou finalement
ANAf = d'df + ver' (39)
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oulimv = 0quand r + r' - 0, et out v est une distance entre (a, b)
et (a+h, b+Xk), v une distance entre (a, b) et (a+h', b-+k’). De
méme qu’a la page 188, on peut prendre r = \/hz—i—kz ou r = max
(|h]et|k]), aussi bien que r = | & |+]| k|. Et de méme.pour
r’ exprimé en fonction de A" et £’. On notera l'analogie de la
formule (39), avec la formule de Stolz pour le premier ordre:

Af —df =ar ou llma = 0.

r—>0

Si dans (39) on suppose 2’ = h, k' = k, on aura

A*f — d*f = pr* avec lim p = 0. (40)

r—-0
En écrivant:

h=rcosep, k=rsing,

on aura.

. _ . , A2
cos> ¢ f, + 2 sin ¢ cos ¢ f,;, + sin? ¢f,: = lim —Z—Jj (41)
r

r—-0
ou s
A = f(a+2h, b+2k) — 2f(a+h, b+k) + f(a, b)
et
=R KR,

En particulier pour £ = 0, pour 2 = 0 et pour k¥ = A, on obtient:

™ fa+2h,b)y—2f(a+h, b) + f(a, b)

£ Z:L 12 (42)
" , , b+2k) —2f(a, b+k :
£ = G ) f(c: tk) +f(a, b) 43)
ko k
. +2h, b+2h) — 2 h,
P Ilmf(a +2h) fh(2a+ b+h) +f(a, b) (44)
h—>o

On a d’ailleurs obtenu plus haut, une autre expression

lim f@a+h, b+h) —f(a, b+h) — f(a+h, b)+ f(a, b)

h->o h2

fab =
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On voit ainsi qu’au moyen de la formule (39) ou des formules
(42), (43), (44), on peut calculer d?f sans connaitre la différentielle
premiére df.

Unicité. 1°) Restant encore dans le cas ou f (z, y) a une diffé-
rentielle seconde au point (a, b), supposons qu’il existe trois
nombres fixes, L, M, N, tels que:

A%f = LAx* + 2MAxAy + NAy* + B (45)

avec lim f = 0.

r—>o

Alors en comparant avec (40),7 on a
(L —fp) dx* + 2(M —f) AxAy + (N —f,2) 4y> = r*(B—p).
On pourra encore poser

Ax =rcos 9,4y =rsing@, dou
(L —f5) cos® ¢ +2(M —fz) sinp cos ¢ + (N —f;,) sin® ¢, = (8 —p).

Pour sin ¢ constamment nul, on voit qu’en faisant tendre r vers
zéro, on aura, puisque f—p — 0 avec r, L = f,,. De méme pour
cos ¢ constamment nul, N = f,,.

En tenant compte de ces deux relations, il restera pour
sin o =1, M—f,=8—p, dou M=Ff,.

Ainsi, sous la seule hypothese que f a une différentielle
seconde au point (a, b), la formule (45) n’est valable que pour une
seule forme quadratique en Ax, Ay, soit LAx? 4 ..., & savoir

Bf = [Ax* + 2f,dxAy + f,4y* .

20) On peut obtenir, moins simplement, il est vrai, un résultat
plus général en partant de la formule ci-dessous, mais en sup-
posant seulement que f a une différentielle premiere au voisinage
(a, b) sans supposer d’avance l'existence d’une différentielle
seconde au point (@, b). Ainsi on suppose que:

AAf =
fa+h+h,b+k+kY—fla+h, b+k)—fla+h', b+k’)+f(a,b)=
Lhh' + Mh'k + Mhk' + Nkk' +vrr' (46)

ou v—=o0 avec r +r'.
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Ceci étant, on aura en prenant &' = o dans (46),

[fla+h+h ,b+k)—f(a+h, b+k)] — [fla+h",b)=f(a,b)] =
Lhh' + Mh'k + pr |h’|

ou, pour tout ¢ > 0, on peut prendre 7 tel que | p| <& pour
|hl + R |+ k] <7.

En particulier prenons |A'| < g, on aura

fla+h+h',b+k)—f(a+h,b+k) _,f(a +h',b)—f(a, b)
h' h'

= Lh+ Mk +vr
. 1
ou |v| < ¢, pourr=[h[—}—|k|<—2—.

Quand A’'— o, les deux premiers termes du premier membre ont
chacun une limite, (si n fixe est assez petit) et on a

fi(a+h,b+k) —f.(a,b) = Lh + Mk +vr  (47)

avec encore | v| < epourr = |h| 4 | k| <gounaétéchoisi

convenablement apreés que ¢ a été choisi arbitrairement. C’est-
a-dire, lim v = o et par suite: 19) que f, est différentiable au

r—>o

point (a, b) et: 20) que L = f.,, M = f,,. De la méme maniére,
on trouverait que f, est différentiable au point (a,d) et que

M' = fys, N =f,,. Donc | a une différentielle seconde au point
(a, b). Ainsi f, = fi. et

Lhh' + M (hk' + h'k) + Nkk' = f,hh' + fo, (hk' + B'K) + f,, hK'.
Ainst, quand on o la formule (46), il suffit de supposer que f

est différentiable au voisinage du point (a, b) pour étre assuré

10) que f a une différentielle seconde au point (a, b),

20) gu’il W’y a qu'une expression Lhh' ... vérifiant la formule
(46),

| 39) que cette expression est identique a la différentielle seconde
‘ de f au point (a, b).

i‘ L’Enseignement mathém., t. X, fasc. 3-4. 15
\
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On notera méme qu’on n’a pas eu a se servir de la différentia-
bilité de f, mais seulement de I’existence au voisinage de (a, b)
des deux dérivées partielles f.(x, ), f, (, y) de f.

Formule de Taylor :

Supposons que f (z, y) ait une différentielle seconde au point
a, b. D’aprés la formule (39), on a en particulier, en y remplacant
h,k,h,k',par h, 0,0, k,

fla+h,b+k) —f(a+h, b) —f(a, b+k) + f(a, b)= hk(f,,+¢)

avec lim ¢ =0,
]h|+]k]—>0

Or on a les formules classiques de Taylor & une variable

2

fla+h,b) =f(a, b) +hf,(a,b) +%—(fa"2(a, b) + 2&,),

2

fa, b+h) = fla, B+ kfi (@, B) + (i@, b) + 26

avec lim g =0, lim ¢ = 0. De ces trois relations, on tire

h—>o k—>o
fl@a+h,b+k)=f(a,b) + hf,(a, b) +kfy(a, b) + 1[h*f,(a,b) +
2hkfy(a, b) + K*f,.(a, b)] + &h* + ehk + &,k (48)

ou le dernier membre peut se mettre sous la forme w (h*+ k?)
ot @ — o avec h?+ k2 (48) est la forme de Taylor limitée au
second ordre, pour deux variables.

Différentielle d’ordre quelconque

Nous dirons qu’une fonction f (z, y) est différentiable a4 ’ordre
n au point (a, b) si:

10) elle est différentiable au voisinage de ce point jﬁsqu’é
Pordre n—1,

20) si sa différentielle d’ordre n —1 est différentiable au point
(a, b) pour toutes valeurs fixées des accroissements de x et .
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Nous avons défini plus haut les différentielles du premier et du
second ordre. La définition précédente permet donc de définir
successivement de facon précise les différentielles d’ordre 3, 4 ...

Ici encore, on retrouve les formes anciennes des différentielles
d’ordre n et en particulier la formule symbolique ancienne:

0 0 "
df(x, y) = (&dx +5dy> f

ou 'on doit remplacer les puissances de d comme des indices de
dérivation.

Ce qui distinguera les définitions anciennes des définitions
modernes, ce sera encore, pour les différentielles d’ordre n comme
pour les différentielles premiéres, les conditions de différentia-
bilité et les propriétés des différentielles.

Pour ces derniéres, nous renverrons encore aux cours d’ana-
lyse les plus récents, [14, 15, 16], qui établissent bien le parallé-
lisme des propriétés des différentielles d’ordre supérieur entre
le cas d’une et le cas de plusieurs variables. Il n’est pas utile de
citer des exemples ou 'ancienne définition de la différentiabilité
d’ordre supérieur (réduite a Ihypothése de I’existence des
dérivées partielles correspondantes) ne suffit pas a établir ce
parallélisme, puisque déja ce résultat a été obtenu plus tot pour
la différentielle premiére dont l'existence est nécessaire pour
celle des différentielles successives.
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