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EN MARGE DU CALCUL
DES VARIATIONS
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PREFACE

Ce petit livre provient d’un manuscrit trouvé récemment dans
un tiroir du bureau de Lebesgue. I1 me semble destiné aux étu-
diants de tous les ages, aux plus jeunes, surtout (car Lebesgue
avait toujours pour eux un intérét particulier), mais sans exclure,
cependant, ceux d’entre nous qui sommes étudiants depuis une
quarantaine d’années et méme davantage, et dont Lebesgue
avait coutume de dire: « Nous sommes tous jeunes, surtout ceux
d’entre nous qui le sommes depuis longtemps. »
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Pour étre étudiant, ou tout au moins bon étudiant, il n’est
pas indispensable de suivre le cours d’un professeur; et si on le
suit, 1l faut le compléter par des lectures et des réflexions propres.
Il faut avant tout chercher & bien lire et & bien penser; c’est
ce que Lebesgue nous enseigne ici.

Ce qui est important dans un livre, ce n’est pas son texte
méme, ce sont plutdt les réflexions «en marge» qu’il nous
suggere, ou qu’il devrait nous suggérer.

_Le Calcul des variations, tel que 'avait compris Lebesgue,
constitue un champ idéal pour en tirer des réflexions « en marge ».
En suivant sa pensée, le lecteur apprendra bien plus qu’en suivant
seulement un exposé formel, méme trés moderne. D’ailleurs,
apres avoir lu Lebesgue, il n’en sera que plus avide de compléter
ses connaissances, en étudiant d’une facon d’autant plus appro-
fondie les livres classiques d’Hadamard, de Tonelli, et de Cara-
théodory, par exemple, ainsi que le chapitre sur le Calcul des
variations dans le beau traité de Hardy, Littlewood et Polya
intitulé: Inégalités. Que la plupart de ces livres soient en langues
étrangéres, ce ne sera pas pour arréter un étudiant sérieux, dont
la curiosité a été éveillée: on ne s’effraye pas pour si peu quand
on entre dans tout un monde nouveau de la pensée mathéma-
tique.

Une remarque de Lebesgue qui m’a particulierement frappé,
¢’est que ses travaux se rattachent en somme a une blague de
collégien, d’apres laquelle, dans un triangle ABC, un c6té BC
serait égal a la somme BA+4AC des deux autres: on exprime
pour cela BC comme limite géométrique d’une certaine ligne
brisée, dont les cOtés sont alternativement paralleles & BA et
a AC, et dont on voit que sa longueur est égale & BA{AC.

L’étude des limites de telles lignes brisées conduit au coeur
des recherches modernes sur le Calcul des variations.

En effet, elles conduisent d’une part, comme le remarque
Lebesgue, & I'utilisation en Calcul des variations de la notion de
semi-continuité inférieure qui a joué un role fondamental dans
les travaux de Lebesgue, de Tonelli, de Mc Shane, ainsi que ceux
de Rado et de Cesari sur laire des surfaces. D’autre part elles
- conduisent aussi & la notion de solution faible, exploitée de
diverses fagons par toute une série de mathématiciens contem-
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porains, et en particulier, dans le Calcul des variations, par
Mec Shane, par Fleming et par moi-méme, sous la forme de courbe,
ou de variété, généralisée.

Mon attention a été attirée sur les lignes brisées un peu autre-
ment que celle de Lebesgue.

La premiére fois, ¢’est en essayant de prendre un raccourci
4 la montagne, ou les sentiers montent en zig-zag: pour éviter
de glisser en suivant le raccourei, il fallait encore diriger les pieds
en zig-zag, donc je suivais en réalité toujours un chemin de
méme longueur que le sentier. Ce phénomeéne connu de tous
ceux qui font du-ski — car ils montent bien en zig-zag avec les
skis — est typique d’un probléme irrégulier du Calcul des
variations, qu’on connait sous le nom de probléme de Maxwell,
un phénomeéne tout semblable a lieu dans le probléme de navi-
gation a voile (probleme de Zermelo).

La seconde fois, c’est & propos d’une bicyclette, achetée
pendant mes premiéres années d’étudiant: les kilomeétres se
lisaient sur un petit appareil enregistreur, et je voulais absolu-
ment dépasser le nombre indiqué sur le vélo qu'un de mes amis
avait acheté en méme temps que moi. Puisque nous roulions
toujours ensemble, I’idée me vint de suivre sur la route un chemin
en zig-zag. Ce que je n’al jamails pu comprendre, c¢’est que
malgré ce chemin en zig-zag, mon vélo indiquait toujours le
méme nombre de kilometres que celui de mon compagnon, qui
roulait tout droit. '

Sans doute le lecteur trouvera, lui aussi, parmi ses propres
expériences, des événements qui ne s’accordent pas trop bien
avec I’enseignement de ses professeurs.

Peut-étre s’en servira-t-il pour démolir, avec cette belle
intransigeance de la jeunesse, dont parle Lebesgue, ce qu’on lui
aura enseigné. Ce qui importe, ¢’est qu’il apprenne & penser par
lui-méme, et qu’il le fasse d’autant plus, qu’il pénétre plus pro-
fondément dans la pensée mathématique des autres.

L.-C. Youna.




INTRODUCTION

Les questions de maxima et de minima jouent un tel role
en mathématiques que mon attention a toujours été attirée vers
elles. Mes premiéres recherches sur la longueur des courbes et
I'aire des surfaces m’ont fait considérer ces notions comme liées
a des problémes de minimum. Les procédés que j’employais
alors étant apparentés a ceux grace auxquels M. Hilbert fon-
dait la méthode directe du calcul des variations, ¢’est toujours
en pensant quelque peu a cette méthode que je me suis occupé
de maximum et de minimum, de sorte que des glanes faites
dans mes publications, mes notes de cours ou mes souvenirs
relatifs & des problemes d’extrema constituent une sorte d’étude
critique de la méthode directe; c’est sous cette forme que je
les présenterai ici. La conclusion qui s’en dégagera est que cette
méthode directe, loin de devoir étre opposée comme on le fait
quelquefois aux méthodes plus classiques n’est que le complé-
ment naturel et indispensable de ces méthodes.

La dénomination de «méthode directe» étant assez mal
choisie, quelques explications sont peut-étre nécessaires. Avant
que les dérivées n’aient fait partie des programmes de I’enseigne-
ment moyen, la recherche d’un maximum ou d’un minimum
se faisait comme il va étre rappelé. Soit & trouver le minimum
de y = 2% — 3x+2. Les valeurs de y sont celles pour lesquelles
I’équation précédente, considérée comme équation en z, a des
racines; donc ces valeurs de y vérifient I'inégalité

3—42-y) 20,

Ainsi le minimum de y est — % et 1l est atteint pourz = % Soit
encore a trouver les extrema de
x?—3x+2

¥ = x?>—9

Les valeurs de y atteintes s’obtiennent comme précédemment.
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Elles vérifient 1'inégalité

32-42+9)(1-y) 20
ou
1—28y+36y2 = 0

74+2./10 7-2./10
——V—,somyg 18\/ .

Cette fonction n’a done ni maximum absolu ni minimum absolu,
mais elle a un maximum relatif et un minimum relatif dont nous

3
2(1-y)

Pour distinguer cette ancienne méthode de la méthode ac-
tuelle qui utilise les dérivées, celle-ci a été parfois appelée
méthode directe. Dénomination étrange, puisque I'ancienne mé-
thode fournissait d’abord y et ensuite z, ¢’est-a-dire en premier
lieu 'extremum cherché, tandis que la nouvelle fournit d’abord x
et ensuite y, c¢’est-d-dire en premier lieu ce qu’on appelle la
valeur extrémale. Cette dénomination est d’autant plus surpre-
nante que, dans la pratique, ¢’est 'extremum qui est important.
Ce qu’il importe de savoir, par exemple, ¢’est quelle est la plus
grande charge que peut supporter un pont et il est beaucoup
moins essentiel de savoir quelle position atteindrait une voiture
trop chargée avant que le pont ne se rompe. I’ancienne méthode
présente donc un avantage évident sur la nouvelle. Mais elle a
le grave inconvénient de ne pouvoir étre employée que dans un
trés petit nombre de cas, ceux ol 'on sait résoudre les équations
analogues & celles qui nous ont servi ou, tout au moins, trouver
le nombre de leurs racines et les valeurs approximatives de ces
racines. Comme on ne sait guére résoudre ces équations auxiliaires
que par 'emploi des dérivées, on se trouve ramené, & la forme
d’exposition preés, & la méthode nouvelle.

Malgré ces critiques, nous appellerons méthode directe une
méthode dans laquelle 'extremum n’est pas obtenu en premier
lieu. /

venons de trouver les valeurset quisont obtenuespour z=

Les questions dont nous nous occuperons sont du type sui-

vant: un élément X est variable dans une certaine famille d’élé-
ments; ce sera, suivant les cas, un nombre, un point (d’une droite,

L’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4.

o
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d’une courbe, d’un plan, de espace, ..., ¢’est-a-dire une variable
ou un ensemble de deux ou de plus de deux variables), une
courbe (du plan ou de V'espace, c¢’est-a-dire une - fonction d’une
variable ou I'ensemble de deux fonctions d’une variable), une
ou plusieurs surfaces, etc... On suppose établie une correspon-
dance entre un nombre Y et 1’élément X. Cette correspondance
définit ce que I'on appelle une fonction de X: Y = F(X). La
plus grande des valeurs atteintes par Y est son maximum, la
plus petite son minimum; ce sont 1a les deux extrema de Y. Si
I’on suppose qu’ils sont atteints respectivement pour les éléments
X, et X,, X, et X, sont les positions extrémales de X. Ce sont

toujours les positions extrémales que nous déterminons en pre-
mier lieu.




CHAPITRE PREMIER

Sur une question de minimum 1)

1. Il s’agit de cette question connue: A, B, G étant trois points
donnés, P un point variable du plan ABC, quel est le minimum
de la somme PA+PB--PC ?

Je me propose de résoudre cette question par des méthodes
élémentaires, sans faire d’hypothéses sur ’existence d’une posi-
tion pour laquelle le minimum est atteint, et sans recourir ni
a la théorie des coniques ni & des considérations de géométrie
de situation.

Dans une suite d’exercices de sa Géomeéirie élémentaire (voir
en particulier ex. 363) M. Hadamard a donné une méthode
conduisant au but que je me propose. Bien entendu, sa méthode
n’est pas sans parenté avec celles qui suivent. Des différentes
démonstrations proposées, le lecteur en déduira facilement de
nouvelles.

Les premiers paragraphes contiennent des propositions acces-
soires qui simplifieront 'exposition, mais qu’il n’est pas néces-
saire de traiter a part comme je le fais.

2. Parcourons le périmetre du triangle dans le sens ABC; nous
fixons ainsi un sens de rotation qui sera dit le sens direct.
Si par A on méne une droite quelconque D et par B une
droite A rencontrant D en un point P et telle qu’il faille faire
2n

tourner D de 3 dans le sens direct autour du point P pour
I'amener sur A, le lieu de P quand D tourne autour de A, est

, 2
la circonférence capable de ?ﬂ: décrite sur AB.

1) Le texte qui suit est paru sous le titre: Sur une question de minimum, dans
la Revue de I’Emseignement des Sciences, 12¢ année, janvier-février 1918, p. 1.
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. : . : 2n
Si, au contraire, A se déduisait de D par une rotation de —
dans le sens inverse, le lieu de P serait la circonférence capable

21 )
de — 3 décrite sur AB.

.. T .. .
Les trois circonférences capables de 4 3 décrites respective-
ment sur AB, BC, CA se coupent en un point M, et de méme les
2n
trois circonférences capables de ] se coupent en un point M.

En effet, si M, par exemple, est le point commun aux deux pre-
mieres, on passe de la droite MA a la droite MB par une rota-

2n 2n
tion — > On passe de MB a MC par une rotation -+ 3 donc

on passe de MC a MA par la rotation

2
Soit AIBI’ (fig. 1) la circonférence capable de - —;— décrite

par P. Nous allons chercher dans quelles conditions le point M
est intérieur au triangle ABC. Le sens de rotation direct des

2 e 4 x
angles - ?n est le sens AIB. Ce sens doit étre le méme que le

sens ABC; donc le point C est dans le demi-plan limité par AB
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et qui contient /’. La droite MC forme avec MA et MB des
| ! : .
angles égaux en valeur absolue & 3 et qui sont inscrits dans notre

circonférence; donc MC passe par [, milieu du grand arc AB.
Les droites IA, IB et Parc AI'B divisent le demi-plan considéré
en quatre régions. Si C est dans X'BU ou V'AX, le point M,
qui est sur IC, est sur Varc A ou BI, donc est extérieur a ABC.
"~ Si C est dans UBI'AV’, M est sur AI'B et entre C et le
point de rencontre avec AB; donc il est intérieur & ABC.
Si C est dans le segment AI’B, M est encore sur AI'B, mais
pas entre C et le point de rencontre avec AB; donc il est encore

extérieur a4 ABC.

- 2n
Or, quand C est dans V'AX, I'angle A surpasse 3 quand C

2n
est dans X'BU, ’angle B surpasse 5 quand C est dans le

2n
segment AI'B, l'angle C  surpasse 5 quand C est dans

2n
V'AI'BU, tous les angles du triangle sont inférieurs & 3

Donc M est intérieur au triangle ABC si tous ses angles

o 2m
sont inférieurs a 3—

Supposons maintenant que la circonférence A/BI’ soit ca-
T
pable de —7 et cherchons dans quelles conditions M; est

sur 'arc AI'B que nous appellerons I'. Cette fois, C est dans le
demi-plan limité par AB et qui contient I.

M, étant sur C1, 1l faut que C soit dans AIB ou U’IV. Dans
le premier cas, les deux angles A et B sont tous deux plus petits

T .
que 3 dans le second, ils sont tous deux plus grands; pour toutes

» T
les autres positions de C, I'un de ces angles est plus grand que 3
et ’autre plus petit.

S1 O est un triangle d’angles «, 8, v, on démontrera de méme
que les trois circonférences capables de —+(mw—a), +(m—B)

?
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+(m—v), ou de —(n—a), —(x—P), —(m—7v), décrites sur AB,
BC, CA concourent en un point M ou M,. Dans les considérations

precédentes, le triangle équilatéral ABI sera remplacé par un
triangle semblable & @ pour lequel:

Donc, M sera intérieur & ABC si 'on a

A<n—o, B<n—f, C<n—y

M, sera sur 'arc I' st 'on a

soit A<aet B<p
soit A>a e B>f

3. Pour la recherche du minimum de PA-PB-+PC, on peut
se borner aux points P intérieurs a ABC ou situés sur le contour
de ABC. Je les appellerai: les points de ABC.

En effet, soit un point P qui ne soit pas point de ABC. Nous
allons lui faire correspondre un point de ABC donnant une
somme plus petite que PA4-PB+PC.

Si P est en P; dans XA Y’ (fig. 2), on a

P,B + P,C > AB+ AC,
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done
P,A+ P,B+ P,C > AA+AB+AC,

et ’on peut faire correspondre 4 & P;.
Si P est en P, dans X'BCY, on peut lui faire eorrespondre P,
point de rencontre de AP, et de BC, car

P,B + P,C > pB+pC,
donc
P,A + P,B+ P,C > pA+pB+pC.

Tous les cas sont ainsi examinés.

La méme conclusion subsiste et le raisonnement convient aussi
pour le cas de la somme aPA+4bPB-+cPC, a, b, ¢ étant trois
constantes positives données. Pour la somme aPA-+bPB —cPC,
il suffirait de s’occuper des points de la région Y'ABZ; démon-
trons seulement qu’on peut se limiter au demi-plan II limité
par AB et ne contenant pas C. Soient en effet P, et P, deux points
symétriques par rapport a AB, P; étant dans II; il est évident
que l'on a

< aP2A + bP2B_CP2C

4 Soit A=B=C (fig. 3).

Faisons tourner ABC de —{—g autour de C; il vient en A'B’C.
Un point P, intérieur a ABC, vient en P’. Le triangle PCP’,
1isocele car PC'=PC’, et dont 'angle C vaut -+ % , est équilatéral.

- Done
PA+PB+4+PC = AP+-PP'L-P'B’

Un mobile, se déplacant sur APP'B’ de A vers B’, tourne
autour de C d’abord de ’angle ACP qui est dans le sens direct,
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. T .
puis de +§’ puis de P'CB’ = PCB de sens direct; donc il

tourne au total de ACB+- .
. > : 2 .
Si donc l'angle € du triangle surpasse —37—C , la ligne APP'B’
N

est enveloppante pour la ligne ACB’ dont I'angle ACB’ est plus
grand que w. Le minimum est alors obtenu quand P est en C.
Ce minimum est la somme des deux plus petits cotés du triangle,
car AB opposé au plus grand angle C est le plus grand coté de
ce triangle.

A A~ AN 21
Si C, et par suite aussi A et B, est inférieur ou égal & 3 il
existe un point M de ABC tel que les droites MA, MB, MC

2
fassent entre elles des angles de —l——; . 51 P vient en M, on a

A\ 27 A\ T

APC = — CPP' = —

3 3
A\ AN\ 21 N\ T
CP'B’ = CPB = -3— PP'C = —3—;

donc A, P, P’', B sont en ligne droite: la position M de P donne
le minimum et il est évident que ¢’est la seule position le donnant.
Ce minimum est égal &

AB’ = \/[52+§’62—2AC.BC 508 (c +731>
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A
Le fait que C est le plus grand des angles nous a été commode
pour la distinction des deux cas, mais il n’intervient pas dans la
seconde partie du raisonnement; dans ’expression ci-dessus du
minimum, on peut donc effectuer une permutation circulaire sur
les cotés et les angles du triangle.

5. M. Montel m’a fait remarquer que la démonstration s’applique

a la somme
aPA-+ bPB 1 cPC.

Ecartons le cas banal ot I'un des «, b, ¢, serait nul, et suppo-
sons d’abord qu’il existe un triangle ® dont les c6té ont pour lon-
gueurs a, b, c. Solent «, B, vy les angles de ce triangle.

Supposons que l'on ait

A4+0 <B+B < C+y
et faisons tourner ABC de I'angle y autour de C; puis effectuons

Ihomothétie de centre C et de rapport — qui donne le triangle
a

A'B'C; P, intérieur & ABC, vient en P’. On a

b b
P'B" = PBxX — P'C = PCxX —.
a a

e
Le triangle PCP’, dont I'angle PCP’ est égal & vy, est done
semblable & O et

pp' = PCx &
a
Donc on a
PA+bP
AP +PP' +P'B = ATDPB+CPC

a

La démonstration se poursuit comme précédemment. Le mini-
mum est donné par € si C+4y>n. Le minimum est donné par le
point M commun aux trois circonférences capables de +(r—o),
+(n—p), +(r—7) décrites respectivement sur BC, CA, AB, si

A+a<m, B4B <m, C+y <.
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Supposons ensuite qu’il n’existe pas de triangle ©. Soit, par
exemple, ¢>a-+b. On peut trouver ¢, vérifiant ¢;>a, ¢, > b,
¢;<a+b et tel que le triangle de cotés a, b, ¢, ait un angle vy,
opposé & ¢; assez grand pour que C+ v, surpasse n. Alors on a,
quel que soit P différent de C,

aPA+bPB+c¢,PC >aCA+bCB,
donc, a fortiort, puisque ¢, est plus petit que c,
aPA+bPB+cPC > aCA+bCB

et le minimum est donné par la position C de P.

I1

6. Soient A,, B;, C; des points pris sur MA, MB, MC entre
M et A, B, Cet Pun point différent de M. On a

PA < PA, +AA,, PB <PB,+BB,, PC <PC,+CCy,
les trois signes = ne convenant pas a la fois. En ajoutant, on a

PA+PB+PC < PA{ +PB{+PC,;+(4AA, +BB; +CCy).
Si done on a

PA, +PB, +PC; < MA, + MB, + MC,
en ajoutant AA,+BB;+CC, aux deux membres, on en tire:

PA+PB+PC < MA+MB+ MC.

Donc, si M donne le minimum pour PA-++PB-+PC, 1l donne
aussi le minimum pour PA;+ PB4+ PC;. Et puisque, quels que
soient o7, &, €, sur les demi-droites MA, MB, MC, une homo-
thétie de centre M permet de remplacer &7, %, €, par A, By, C;
entre M et A, M et B, M et C,le point M donne aussile minimum
pour la somme P/ P%H-+P%.

La recherche d’une position donnant le minimum est donc
la recherche d’une certaine configuration de trois demi-droites
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MA, MB, MC, mais ne dépend pas de la position des points A4,
B, C.

Cette remarque, qui fait pressentir le réle du point M du § 2,
permet d’arriver tout de suite au résultat sil’on admet I'existence
d’une position P donnant le minimum. Pour rester tout a fait
dans le domaine élémentaire, notons la conclusion sous la forme
suivante.

Si l'on a

PA+PB+PC > MA+MB+ MC,

on peut remplacer dans cette inégalité les points A, B, C par
d’autres situés sur MA, MB, MC entre M et A, M et B, M et C,
ou par des points situés sur PA, PB, PC, au-dela de A, B, C.
En d’autres termes, on peut allonger les longueurs du membre
le plus grand ou diminuer celles du plus petit.

7. Supposons que ABC soit un triangle équilatéral; M est le
point de rencontre de ses hauteurs. Soit P un point différent de M.
Je dis que I'on a

PA+PB+PC > MA+ MB+ MC.

En effet, soient Py, P, les deux points déduits de P par desrotations
2n
de + 3 autour de M. M est le point de rencontre des médianes

du triangle PP P,; donc la somme géométrique de AP, AP,
AP, est d’apres une proposition connue égale & 3 AM. Cette
somme géométrique a une longueur inférieure & AP+ AP, +AP,;
done on a

AP+ AP, + AP, BP+BP; +BP,
3 3
CP +CP, +CP,

+ 3 >AM +BM +CM

PA+PB+PC =

Ainsi le point M donne bien le minimum pour le cas du
triangle équilatéral.

. ‘ 2
Supposons que ABC n’ait aucun angle supérieur é?n.
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D’apres le § 2, il existe un point M tel que les trois demi-droites

' 2
MA, MB, MC fassent entre elles des angles égaux & ?77:_ h.

Sur ces trois demi-droites, prenons, au-dela de A, B, C trois
points o7, %, ¥, & la méme distance de M. M donne le minimum
pour le triangle /%%, donc aussi pour ABC.

Fig 4

2n
Supposons que ABC ait un angle supérieur é—3—, soit

I’angle C. Je dis que C donne le minimum, donc, que, quel que
soit le point P, on n’a pas

PA+PB+PC < CA+CB.

A\ A\ 21
L’un des deux angles BCP ou PCA est inférieur a 3 soit

N .
BCP (fig. 4). Tragons la droite Ca faisant 4 ?n avec CB; elle

coupe PA en a. Si I'inégalité précédente était vraie, on pourrait
y remplacer 4 par a. Or cela est impossible, puisque C donne le
minimum pour le triangle aBC.

111

8. Les raisonnements du § 6 s’appliquent tout de suite au cas
de la somme aPA+bPB+cPC; mais il n’en est pas de méme
du raisonnement du début du § 7 .On peut, dans le cas général,
raisonner comme il suit.

2
1) 8i C = —31‘ , M est en C; la demi-droite MC est alors définie par la condition
de faire T’angle -+ _31_; avec MB. -
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Placons-nous dans le cas ou il existe un triangle ® et ou
A+ o, BB, C+ v sont inférieurs a n. I1 existe alors, dans ABC,
un point M d’ou Pon voit BC, CA, AB sous des angles n—a,
n—B, n—y (§2). Je dis que ce point donne le minimum. Soit P
un point différent de M. L’hypothese

aPA+bPB+cPC =aMA+bMB+cMC

va nous conduire & une contradiction. .

Soient (fig. 5) P4, Py, Pc les projections de P sur AM, BM,
CM et convenons de compter positivement AP ,, BPy, CP. res-
pectivement dans les sens AM, BM, CM. On a

AP = AP ;

inégalité dans laquelle le premier membre est positif et le second
de signe quelconque, ou

AM —AP < AM—AP, = P, M.

Les trois inégalités analogues ne peuvent se réduire simultané-
ment a des égalités. En les ajoutant, on a

0 < a(AM — AP)+b (BM —BP) +c¢(CM — CP)

< aP M +bPyM +cPcM.




226 —

Or, soit 0 un triangle o/ #% ayant pour hauteurs les droites M A
MB, MC. 8 est évidemment semblable & ©@; donc ses cOtés sont
proportionnels & @, b, ¢. En représentant par M, M, M.,
P, Py, P, les distances de M et P aux cOtés de ce triangle,
distances comptées dans des sens tels qu’elles soient positives
pour des points intérieurs a 6, on a, comme ’on sait

aM,+bM,+cM, = aP,+bP,+cP,,

ou encore

a(P,—M,)+b(Py—M,)+c(P.—M,) = 0

Or, au signe prés peut-étre, car la position de 6 n’a pas été pré-
cisée, le premier membre est égal & aP ,M+bPgM+cP:.M, d’ ot
la contradiction annoncée.

Le premier cas étant ainsi traité, pour achever ’examen des
trois cas possibles, on imitera la fin du § 7, puis celle du § 5.

v

9. Je vais examiner rapidement le cas de la somme
aPA + bPB — cPC, en supposant toutefois ¢ <<a-+b, sans quoi
le minimum serait — oo comme on le voit en prenant P de plus
en plus loin.

Soit P un point du demi-plan II limité par AB et ne conte-

nant pas C (§ 3). Soit Q la position du point K donnant le
minimum de ¢ KA-+bKB-+cKC. On a

aPA +bPB > aQA+bOB +cOP,
d’ou
a4QA+bQOB—cQC < aPA+bPB—c(QP+QC)
< aPA+bPB —cPC.

Or, Q est en A si A>n—a, ou s1 a=>b-+c, en B si B>n—§,
ou si b>a-+tc, en C si C>n—r, et s1 aucune de ces conditions
n’est réalisée, il se trouve sur I’arc I' de la circonférence capable
de —(n—+) décrite sur AB qui se trouve dans II.
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Donec, la question est résolue pour a=>b-c, ou b=>a+-c, et,
dans le cas ou il existe un triangle 0, il suffit de s’occuper des
points P du demi-plan IT qui sont compris entre AB et I'.

Soient P un de ces points, Q le point de rencontre de CP
prolongé et de T'. Q donne le minimum de la somme e KA-+bKB
+cKQ, puisque angle AQB est égal & n—a«. Donc

4QA+bOB < aPA +bPB +cPQ,

aQA+b0OB—cQC < aPA+bPB—c(QC—PQ)
< aPA+bPB—cPC.

Donc il suffit de s’occuper du cas ou P serait en A, en B ou sur I

10. Supposons A = a, B = B, C = v et P sur I' qui est main-
tenant un arc de la circonférence circonscrite & ABC. Le théoréme
de Ptolémée donne:

PC.AB = PA.BC+PB. AC,
ou puisque AB, BC, CA sont proportionnels a a, b, c,
cPC = aPA+bPB.

Le minimum est donc 0; il est atteint pour tous les pointsde I'.

11. La conclusion énoncée a la fin du § 6 s’applique sans change-
ment & la somme aPA+bPB—cPC pour ce qui est de la substitu-
tion d’autres points aux points A et B; mais, pour ce qui est
de C, la conclusion est naturellement inverse: on peut remplacer
C par un point situé sur MC au-dela de C ou par un point situé
sur PC entre P et C.

Ceci étant, soit A> «, B> 8. Alors C est dans U'IV (fig. 1).
Il existe sur AI'B un point M, intersection de I' et de C1. Cest
ce point M, qui donne le minimum, car M, donne le minimum
quand on remplace C par 1.

Soient maintenant C intérieur & la circonférence (I') qui porte
Iarc I' (donc C> v) et P un point de I' (fig. 6). Si P ne four-
nissait pas une somme aPA4-bPB—cPC supérieure a celles que
donneraient les points A ou B, il en serait de méme si 'on rem-
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placait C par le point d’intersection € de PC et de (I'). Or, soit Q
un point de I'; on a
cQl = aQA+bQ0B
et
aQA+bOB—cQ¥% = c(QI —Q%)

Sur QI portons QJ = Q%. L’angle ¥JI étant constant, le lieu de
J est une circonférence (1) passant par € et I, et comme J est en /
quand Q est situé en Q,, sur la perpendiculaire au milieu de ¢/
et du méme cOté que A et B par rapport & €1, Q.1 est la tangente
a (4); (A) a donc pour centre le milieu Q, de celui des arcs €/
qui ne contient pas A et B.

Il résulte de 1a que, quand Q parcourt I', I’arc de (1) parcouru
par J ne contient pas le point diamétralement opposé a I,
puisque Q ne prend pas la position Q,; le minimum de la diffé-
rence positive ou négative

JI = QI —0%

donc de aQA-+bQB—cQ%, est par suite obtenu pour I'une des
deux positions extrémes 4 ou B du point Q.

Done, pour C> vy, le minimum est donné par I'un des sommets
A ou B.

Maintenant, si A donne le minimum pour une position de C,
il donne a fortiori le minimum si I’on éloigne C de A sur la droite
AC; donc tous les cas sont traités.
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Le seul cas ou le minimum n’est donné ni par 4, ni par B

est celul ou 'on a
' A>a, B>P

et alors le minimum est donné par le point M.

12. Reste le cas olt ¢> a+b; il faut alors chercher le maximum
de aPA-+bPB—cPC. On sait, d’aprés ce qui précede, que
pour ¢>a-+b on a, quel que soit P,

aPA+bPB < aCA+bCB+cCP,
ou |
aPA+bPB—cPC <aCA+bCB,

et C donne le maximum cherché.
Par des changements de signes, on déduit de ce qui précede
Pétude du maximum ou du minimum de toute somme de la forme

+aPA +bPB+cPCY)?2).

Au commencement de l'article qu'on vient de lire, il est fait
allusion & la solution suivante du probléme proposé:

Soit M la position du point P donnant le minimum si nous
faisons varier le point P sur l’ellipse de foyers A et B passant
par M, PA+PB est constant; le point M est donc le point
de cette ellipse le plus rapproché de C; il en résulte que C M est
une normale & l'ellipse, sans quoil la tangente & l'ellipse n’étant
pas perpendiculaire & CM, le point P décrivant I’ellipse franchi-
rait & son passage en M la circonférence de centre C et de rayon
CM, de sorte qu’il existerait des positions de P voisines de M

1) Les méthodes I et IIT réussissent aussi pour cette somme. Pour la premiére,
jen’ai pu éviter d’assez grandes complications, mais pour la deuxiéme, le raisonnement
s’applique presque sans changement. La seule difficulté, s’il s’agit de aPA4+bPB—-cPC,
est I'utilisation de I'inégalité ¢ (CM — CP) = b M P¢ 4 ajouter & des inégalités de sens
contraires. Mais, en profitant de la possibilité d’éloigner M sur MC, on peut rendre
cette inégalité aussi voisine qu’on veut d’une égalité.

2) Fin de l’article reproduit.

L’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4. 3
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pour lesquelles PA+PB+- PC serait inférieur &8 MA-+MB-+MC;
de plus, I'ellipse doit étre entiérement extérieure au cercle dont
nous venons de parler et ne pas contenir ce cercle & son intérieur;
donc la demi-droite MC doit étre le prolongement de la demi-
droite bissectrice intérieure des demi-droites M A, MB; comme
la méme conclusion §’applique quand on permute 4, B, C, il en
reésulte que les trois demi-droites MA, MB, MC doivent faire
entre elles des angles de 120°. Toutefois, ce raisonnement sup-
pose que les directions des trois demi-droites soient bien déter-
minées, donc que M ne coincide avec aucun des points A, B, C.
Lorsque I'un des angles du triangle est supérieur ou égal a 120°,
1l n’existe pas de point M pour lequel MA, MB, MC sont & 120°.
Le minimum est donc atteint pour un sommet et, évidemment,
pour le sommet du plus grand angle. Lorsque chacun des angles
~ est inférieur & 120°, il existe au contraire un tel point M; on
vérifie facilement que la somme MA+ MB+ MC est inférieure
a la somme de deux quelconques des cotés du triangle et on en
conclut que c’est ce point M qui donne le minimum.

Pourquoi remplacer cette démonstration si simple par d’au-
tres analogues a celles qu'on a lues? C’est que, pour conclure
comme nous ’avons fait, 1l faut admettre qu’il existe une posi-
tion M de P donnant le minimum de PA-++PB+-PC. On peut
étre tenté de considérer que cela va de soi. Pourtant il est clair
qu’il n’y a pas de position de P donnant le maximum de
PA+ PB4 PC, de sorte qu’en réalité, s’il nous parait certain
qu'un minimum est atteint, ¢’est parce que nous n’imaginons
pas qu’il pourrait en étre autrement et ce défaut d’imagination
n’a certainement aucune valeur logique.

Considérons le probléme suivant: soient deux points A et B
et une droite AT ne passant pas par B, et demandons-nous quel
est le plus court de tous les arcs de courbe d’extrémités 4 et B
et ayant AT pour tangente en A. On peut tracer de tels arcs
différant extrémement peu du segment AB. Comme tout arc
joignant A et B a une longueur au moins égale a AB, c’est la
distance AB qui fournit ce que I'on peut appeler le minimum de
la longueur des arcs considérés. (Ce mot minimum sera d’ailleurs
remplacé par un autre d’ici peu.) Mais il est clair qu’aucun de
ces arcs n’a la longueur AB. Voici donc un minimum qui n’est
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pas atteint. Ainsi, il apparait comme essentiel de prouver l'exis-
tence de l'extremum que 'on cherche.

Les facons de faire dans lesquelles on néglige de prouver cette
existence ont été critiquées sous une forme treés imagée. par
M. O. Perron. Cherchons avec lui le plus grand des nombres
entiers. Ce ne peut étre 2 car le carré de 2 est plus grand que 2;
ni 3, car le carré de 3 est plus grand que 3; ete... Donc le plus
grand des nombres entiers est 1. |

La premiére fois ou la nécessité de démontrer I'existence de
I'extremum ait été signalée semble étre la suivante. Argand, né a
Genéve, teneur de livres a Paris, avait publié en 1806 un Essat
sur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les
constructions géométriques. Cest 1a qu’il donne la représentation
d’un nombre complexe par son affixe. A la vérité, Argand avait
été précédé par le Danois Caspar Wessel qui avait présenté
en 1797, & ’Académie Royale de Copenhague, un travail sur le
méme sujet, travail bien supérieur a celui d’Argand, mais qui ne
fut pas remarqué et n’eut aucune influence, bien qu’il ait été
publié en 1799 dans les Mémoires de I’Académie. Il s’en fallut
de peu que le travail d’Argand it aussi peu remarqué que celui
de Wessel. Mais Jacques Francais, a la mort de son frére ainé,
trouva dans les papiers de celui-ci une lettre de Legendre men-
tionnant sans en nommer l'auteur la représentation qu’avait
donnée Argand. Francais pria cet auteur inconnu de se faire
connaitre et c’est ainsi qu’Argand reprit en quelque sorte son
essai dans les Annales de Mathématiques pures et appliquées,
tome VI, pages 61 & 71. En particulier, il donne 14 une démons-
tration du théoreme de d’Alembert se réduisant a cette consta-
tation: si une valeur z, de la variable complexe z fournit pour le
module d’un polynome f(z) une valeur positive, il y a au voisinage
de z, des valeurs de z donnant au module une valeur plus petite.
Il en résulte que, seuls, les zéros du polynome f(z) peuvent donner
le minimum du module de f(z), et comme Argand admet que ce
minimum est atteint, il en conclut que toute équation f(z) = 0
admet des racines. Servois critique le mémoire d’Argand dans
le méme tome des Annales, pages 228 & 235. Il écrit notamment:
« Ce n’est point assez, ce me semble, de trouver des valeurs de
qui donnent au polynome des valeurs sans cesse décroissantes:
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il faut de plus que la loi des décroissements améne nécessaire-
ment le polynome & zéro, ou qu’elle soit telle que zéro ne soit
pas, si 'on peut s’exprimer ainsi, 'asymptote du polynome. »

Cette fine critique de Servois fut faite & nouveau en termes
plus précis par Weierstrass & ’occasion des recherches de Riemann
sur les fonctions algébriques, recherches fondées sur le probléme
de minimum connu sous le nom de probléme de Dirichlet. A
cette occasion, Weierstrass montra que les fonctions continues
d’une ou de plusieurs variables atteignent leurs extrema lorsqu’on
ne considere ces fonctions que dans des domaines bornés. D’autre
part, il introduisit ce que ’on a appelé les conditions suffisantes
dans le Calcul des variations. Pour le moment, rappelons seule-
ment les dénominations précises qu’il a introduites. Une famille
de nombres étant donnée, on appelle borne inférieure de ces
nombres le plus grand des nombres tels qu’aucun nombre de
la famille ne lui soit inférieur. La borne supérieure se définit d’une
maniére analogue. Toute famille de nombres admet nécessaire-
ment une borne inférieure et une borne supérieure, seulement la
borne inférieure peut étre — oo et la borne supérieure -+ oo.
Supposons que la famille de nombres considérée soit la famille
des valeurs prises par une fonction f(X). D’apres la définition
méme de la borne inférieure, cette borne sera, ou le plus petit
des nombres f( X), ou le plus grand des nombres inférieurs a f( X).
Dans le premier cas seulement, on dira que la fonction a un
minimum; c¢’est le cas ol nous disions précédemment que le
minimum est atteint. Dans le second cas, il vaut mieux remplacer
le mot de minimum par ’expression borne inférieure.

Il ne faut pas trop s’étonner que la distinction entre minimum
et borne inférieure, ou maximum et borne supérieure ait été faite
si tardivement. C’est qu’elle n’a aucune signification concréte.
Qui oserait décider §’il existe une charge maxima que peut
supporter un pont, plutdét qu'une charge minima qui le fasse
écrouler ? Aussi s’explique-t-on que les physiciens, dont les
recherches ont posé certains problémes de minimum comme celui
de Dirichlet, aient été longs & admettre que les recherches des

mathématiciens relatives a ces problemes ne soient pas de simples

jeux, mais des travaux nécessaires.

f




CuariTrRE II

Sur le probléme des isopérimetres

On a vu, dans article précédemment reproduit, que, lorsqu’on
n’admet pas a priori 'existence de l'extremum de Y = f(X)
cherché, il faut que le procédé employé conduise & la construc-
tion de ’élément extrémal X ainsi que cela s’est produit dans
notre premiére méthode, ou que, comme dans les deux autres
méthodes, il fasse soupconner quel est cet élément extrémal;
il convient alors de terminer par une vérification. Dans cet
article, I'élément X était un point. Lorsque X est une courbe
qui n’est & priori donnée ni de forme ni de grandeur, il faudra
presque toujours construire la courbe extrémale. C’est ce que
nous allons faire pour le probléme des isopérimetres qui s’énonce
ainsi: quelle est, de toutes les courbes planes fermées, de méme
longueur, celle qui enferme la plus grande aire, ou encore quel
est de tous les domaines plans de méme aire celui qui a le plus
petit périmétre? 1)

Le probléme des isopérimeétres peut, comme l'on sait, étre

2

ainsl posé: tracer un domaine pour lequel le rapport < du

carré du périmeétre a ’aire du domaine, soit le plus petit possible.
(est sous cette forme que je l’envisagerai.

J’admets démontré, ce qui est facile, que la solution de ce
probléme ne peut étre donnée que par un domaine convexe. Le
contour convexe qui limite un tel domaine, étant supposé
parcouru dans le sens direct, admet parallelement a toute direc-
tion une et une seule tangente dirigée, en entendant par tangente
au contour une droite qui a des points communs avec le contour,

1) Le texte qui suit est paru sous le titre: Sur les problémes des isopérimeétres et
sur les domaines de largeur constantes, dans les Comptes rendus des séances de la Société
mathématique de France, 1914, p. 72.
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mais aucun point intérieur au domaine. Un contour convexe
est défini par Iensemble de ses tangentes, ou, ce qui revient
au méme, par un ensemble dénombrable de tangentes correspon-
dant & des directions denses dans tout angle. Si 'on compte
les directions & partir d’une origine quelconque, et si « désigne
un arc incommensurable avec 7, toutes les tangentes paralléles
aux directions ma, ou m est entier, suffiraient & déterminer le
contour. Les directions oy, oy, o... étant choisies pour les
tangentes, chacune des tangentes correspondantes dépend d’un
parametre, par exemple sa distance a un point fixe. Le probléme
des isopérimetres, probléme du calcul des variations, est remplacé
par un probléme de minimum pour une fonction de ces parameétres
en nombre infini. C’est 14 une transformation purement formelle
et trés banale, mais elle mérite cependant d’étre signalée parce
que, icl, on peut raisonner sur les paramétres comme s’ils étaient

indépendants. Je veux dire que 'on peut déterminer chaque
2

parametre par la condition que le rapport 3 considéré comme

fonction de ce parametre, supposé seul variable, soit minimum.

Soit C un contour convexe solution du probleme des isopéri-
meétres. Un tel contour, & supposer qu’il existe, n’est déterminé
qu’a une similitude prés; mais peu importe, raisonnons sur un
contour C' déterminé. Soient 7', 75, T, ... les tangentes a ce
contour de directions oy, o, o3, ...

Considérons le polygone II, convexe limité par les tangentes
dirigées 1'y, Ty, T, ... T ,. Je suppose ce polygone fini, ¢’est-a-dire
ne s’étendant pas a I'infini, ce qui est vrai des que p = 3 si ay, a5,
a3 sont bien choisis. Le polygone IT, admet p cOtés ou du moins,
5’1l admet moins de p cotés et §’il n’admet pas, par exemple,
de coté porté par T}, c’est que T passe par un de ses sommets
et que ce sommet est un point de C, sans quoi 7 ne serait pas
tangente & C. On peut donc toujours dire que II, a p cOtés,
a condition, peut-étre, de considérer des cotés infiniment petits.
Ceci va se préciser de suite: passons dell, & II,,; en coupant
II, par T,.1;0n sait & avance que les cotés de II, qui seront
coupés par 7,,; sont ceux qui, dans la rose des directions,
comprennent la direction «,.;. Soient AB, AC ces deux cOtés,
qui sont finis ou infiniment petits, peu importe;la tangente I',,
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coupe certainement AB entre A et B et AC entre A et C, mais
elle peut passer par A, par B ou par C. Dans tous les cas, pour
passer de IT, & II,.;, on enléve de II, un triangle et non un
polygone plus compliqué; c’est la remarque essentielle.

Ce triangle, enlevé pour passer de I, a1l .y, est de grandeur
inconnue, mais il est connu & une homothetle prés. Si L, et S,
sont la longueur et Paire de II, et si I'on coupe II, par une
parallele & 7',,4 qui passe entre A et B et entre A et C, on
remplace II, par I, et L, et S, respectivement par L,—k,
S,—k*s, 1 et s étant des nombres qu'on peut calculer des que

2
Gy, Oy Ogy ... 0,41 SONt donnés. Par sulte( p+1) est au moins
2 S +1
. (L, k) i

‘égal au minimum de S 125 cherchons ce minimum. On

,—
I'obtient pour:

21 2ks

L,—kl  S,—k%s

ou

—kl kl L

2. T 12< < (1)
S, —k*s k®s

et ce minimum est

L,—kl)* L o 1S, 1 L, I
g_ﬂ___z_)_=_£ L—-kl|=22l1--2—|=-2 = (2
S,—k"s S, S

12
Ainsi, quand on passe de II, & Il ,,;, on gagne au plus — = ¢
- s
quantité connue a P'avance et ne dépendant que de oy, o, ...,
«,+1 > et ’on ne gagne cette quantité que sil’égalité (1) est vérifiée
par la tangente T,. Cette égalité s’interprete géométriquement

D

d’une fagon tres simple: ——L—’i est le rayon d’un cercle inscrit

p , 2k%s
dans un polygone de longueur L, et d’aire §,;

est le rayon

du cercle exinscrit dans le triangle enlevé pour passer de II,
a I, et inscrit dans 'angle A de ce triangle, ¢’est-a-dire dans
celui des angles de II, dont le sommet n’est pas sommet de IT, .,
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Szi donc IT, est un polygone circonscriptible et si I'on gagne
!
— = ¢&, en passant de II, & IT,,,, Il est circonscrit au méme
S
cercle que IL,.

Ceci étant, et supposant, comme précédemment, que oy,

oy, oy, Solent choisis de maniére que II; soit un triangle, soit

’ r : :

m le rapport 5 pour ce triangle; m est connu, puisque le triangle
2

est connu & une homothétie prés. Le rapport — pour II ;.
. . S P
sera au moins

Mm—=g;—8& —...—§&,

et 1l ne sera égal a cette quantité que si la condition (1) est
constamment remplie, c’est-a-dire si II,, I, ... II,.; sont
circonscrits au cercle inscerit dans II5. Si cette condition n’était
pas remplie par Il,;; ayant été remplie par II,, 1I5, ... I,
5.
£ serait au moins

S

HE — B~ 8y = o o= By_q =By = wn = Ep—H

avec 1 <<g,. Et ce « manque & gagner » g—7 ne pourrait jamais
étre rattrapé dans la suite.

L2

— pour le contour C étant la limite du rapport correspondant
pour les polygones II,,, on voit que le cas ou C est un cercle
est une solution du probléeme des isopérimeétres et que c’est la
seule solution. 12

Chemin faisant, nous avons vu que le minimum de < powr

un polygone dont les c6tés ont des directions données est toujours
fourni par un polygone circonscriptible. Signalons encore une
quantité de curieuses expressions, savoir toutes celles qui résul-
tent de la formule

AT = m—¢g3— €4 —8&5—...;

inutile de les expliciter ici.?t)

1) La suite de la communication est relative aux domaines de largeur constante;
il en sera question plus loin (voir p. 247, note 3).
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Dans un livre auquel auront avantage a se reporter tous
ceux qui s’intéressent au probleme des isopérimetres et aux
questions analogues: Sur le probléme des isopériméires et
le probléeme des isépiphanes (collection des monographies sur
la théorie des fonctions, Gauthier-Villars, 1930), M. T. Bon-
nessen a dit que la démonstration précédente était la seule
démonstration élémentaire qu’il connaissait avant d’avoir
construit les siennes. Elle est facile & suivre et, en ce sens,
mérite bien, je crois, le qualificatif d’élémentaire. Mais, si 'on
se reporte a la signification donnée au mot géométrie élémentaire
par les Grees et si U'on cherche ce qui caractérise les procédés
de cette géométrie, on sera conduit, je pense, & noter en premier
lieu 'absence de considérations sur l'infini. Ce n’est pas qu’a
y regarder de pres, on ne rencontre la notion d’infini a chaque
pas puisque les étres mémes sur lesquels on raisonne, point,
droite, etc..., sont concus comme résultant d’une suite indéfinie
de simplifications faites sur des objets du monde réel; les consi-
dérations du troisiéme livre sur les rapports, ainsi que celles
sur les aires et volumes, introduisent bien aussi des passages
a la limite, donc des considérations de suite infinie. Pourtant
14 encore l'infini n’intervient que pour arriver aux notions pre-
mieres, aux définitions, on évite son emploi dans les raisonne-
ments. A cet égard, la démonstration qui vient d’étre donnée
n’est pas élémentaire: on y construit la circonférence extrémale
& 'aide d’une suite infinie de ses tangentes. I’emploi de I'infini
dans les problémes d’extremum est pour ainsi dire de régle;
aucune de ces questions n’est vraiment élémentaire.

Prenons par exemple le probléme simple suivant:

de tous les quadrilatéres ABCD ayant quatre cétés de longueur
donnée a, b, c, d, quel est celui de plus grande aire?
L’aire a pour expression

1 1
Ead sin A+ Ebc sin C. (1)

Les angles A et C sont liés par la relation

a*+d*—2ad cos A = b?+c*>—2bc cos C. (2)
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La méthode des dérivées donne alors

1
—-ad cos A —be cos C
2 2

2ad sin A —2bcsin C

d’ou

tgA+tgC = 0

Le maximum de l'aire ne peut donc étre atteint que pour un
quadrilatére inscriptible. Mais il faudra s’assurer qu’il existe
un tel quadrilatere et qu’il donne effectivement le maximum.
Ce dernier point conduira au calcul de la dérivée seconde.
Faisons-le immédiatement: en considérant C comme fonction
de A4, la dérivation des relations (2) et (1) donne

ad sin A
be sin C’

28" = ad cos A+bc cos C.C’

ad '
= — (cos 4 sin C+sin 4 cos C)
sin C

p sin (44 C)
sin C

28" = ———[oos (A+C) sin C(1+C’)—sin (4 +C) cos C.C']
Sin ‘ i

ad (A+C) sin €~ Y sin 2 4
= cOoS Sin — .

sin 2C bc sin C

Donc, pour A+C = II, §'' est négatif, ce sera bien un maximum
que I'on obtiendra. Quant a ’existence d’un quadrilatére inscrip-
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tible de cotés a, b, ¢, d, elle résultera de 'existence des racines
de I'équation

a?+d?>—2ad cos A = b*+c*+2bc cos A. (3)

Les conditions de possibilité s’obtiendront en écrivant que la
valeur de cos A tirée de cette équation n’est pas extérieure
a lintervalle —1,-~1. On verra facilement que ces conditions
sont vérifiées si chacune des quatre longueurs est plus petite
que la somme des trois autres, donc dans le cas que nous consi-
dérons ou, avec les longueurs de ces cOtés, on peut construire
un quadrilateére.

Les considérations sur l'infini sont tout entiéres cachées a
la fin de l'étude précédente, au moment ou nous utilisons,
sans le dire explicitement, ce théoréme de Weierstrass: une
fonction continue d’une ou plusieurs variables considérée dans
un domaine borné y atteint sa borne inférieure, sa borne supé-
rieure et toutes les valeurs comprises entre ces deux bornes.
(est seulement grace & ce théoreme que nous avons pu conclure
a l'existence du quadrilatére dés que nous avons été assurés
que I'équation (3) donne pour cos A une valeur non extérieure
a l'intervalle -1, +1. Or ce théoréme de Weierstrass se démontre
et ne peut étre démontré que grace a la considération de I'infini.

Je rappelle qu'on utilise généralement ce qu'on appelle le
théoréme de Bolzano-Weierstrass, savoir: tout ensemble infini
de points distincts ou confondus et situés dans un domaine
borné admet au moins un point-limite. On peut le démontrer
ainsi: partageons le domaine en un nombre fini de domaines
partiels; I'un d’eux contiendra nécessairement une infinité de
points. Partageons de nouveau celui-ci en une infinité de do-
maines partiels; parmi ces nouveaux domaines, 'un contiendra
nécessairement une infinité de points, etc... En prenant conve-
nablement ces subdivisions, on aura une suite infinie de domaines
emboités les uns dans les autres et tels quil n’existe qu’un
seul point P intérieur & tous. Il est clair que, dans tout voisinage
de P, il y aura une infinité de points distincts ou confondus
de I’ensemble primitif. Donc P est I'un de ces points-limites
dont 1l s’agissait de prouver 'existence.
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Puisque les raisonnements d’aspect élémentaire sont aussi
bien que les autres basés sur la considération de I'infini, utilisons
franchement de telles considérations, et reprenons par exemple
le probléme du quadrilatére.

Considérons une suite infinie de quadrilatere Q,, Q,, etc...
ayant les cotés donnés a, b, ¢, d et dont les aires tendent vers
la borne supérieure. Placons tous ces quadrilatéres de fagon,
par exemple, qu’ils aient les cotés AB confondus. Nous aurons
une infinité de positions distinctes ou confondues de C, d’ou
au moins un point-limite €, pour ces points C. Choisissons
dans la famille des quadrilatéres @y, Q,, ... une suite partielle
Q'y, Q'g ... pour lesquels les points C tendent vers C,. Les
sommets D de ces quadrilatéres ont au moins un point-limite D,,.
Prenons enfin une suite Q";, Q"y ... tels que C et D tendent
vers Cy et Dy. Il est clair que le quadrilatéere ABCyD, a les cotés
donnés et qu’il a pour aire la borne supérieure de I'aire. Ainsi,
sans utiliser les dérivées, nous venons de démontrer I’existence
d’un quadrilatere extrémal et de prouver que le maximum
de I'aire est atteint. S1 maintenant nous appliquons au quadrila-
tére trouvé ABCyD, la méthode des dérivées, 1l nous suffira
de reprendre le commencement du calcul fait précédemment
pour étre certain que ce quadrilatére extrémal est inscriptible.

Si on nous avait donné n longueurs a, b, ¢, d, ... [, pour
les cotés successifs d’un polygone et qu’on nous ait demandé
de rechercher s’il existe un polygone donnant le maximum de
I’aire, nous aurions démontré I'existence du polygone extrémal
et prouvé que le maximum de Paire est atteint exactement de
la méme maniére. Sachant alors qu’il existe un polygone extrémal
donnant le maximum, prenons quatre des sommets de ce poly-
gone, soient M, N, P, Q. Je dis que MNPQ est inscriptible.
En effet ¢’il ne I'était pas et si mnpqg était le quadrilatére ins-
criptible de mémes coOtés, I'aire de mnpq serait supérieure a
celle de MNPQ. Transportons les arcs du périmetre du polygone
extrémal Il sous-tendus par les diagonales M N, NP, PQ, QM,
de maniére que leurs extrémités viennent en mn, np, pq, gm.
Le nouveau polygone obtenu serait d’aire plus grande que celle
de II et aurait les mémes cOtés; ce qui est absurde. Donc M N PQ
est inscriptible. Il est vrai que J’ai admis que le nouveau polygone
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formé avait un contour qui ne se recoupait pas lui-méme, de
sorte que ce que 'on doit appeler son aire apparait clairement.
Mais s’il se recoupait lui-méme ou §’il était concave, en effectuant
un certain nombre de fois I'opération qui consiste & remplacer
deux cdtés consécutifs JK, KL par leurs symétriques par rapport
a JL, on le rendrait convexe et I'aire de ce polygone convexe
serait plus grande que celle de II. Ainsi le probléme consistant
a trouver un polygone de cOtés donnés et d’aire maximum a
une solution sous la seule condition qu’avec les longueurs données
on puisse effectivement construire un polygone, et le polygone-
solution est inscriptible.

Pour achever I'étude de ce probleme, il reste seulement &
montrer que le polygone est bien déterminé par ce qui a été
trouvé, c’est-a-dire qu’il n’existe qu'un polygone convexe ins-
criptible ayant les cotés successifs de longueurs a, 0, ¢, ..., [

Nous déterminerons le rayon du cercle circonscrit a un tel
polygone par I’équation

Pat@pt..c.+@p =, ‘ (4)

dans laquelle les ¢ sont les moitiés des angles sous lesquels les
cOtés sont vus du centre, ce qui donne des relations telles que

2R sin ¢, = a.

Il faudra, ou prendre tous les ¢ aigus (centre & l'intérieur du
polygone) ce qui donnera I’équation (4'), ou prendre I’angle sous
lequel on voit le plus grand c6té obtus et les autres aigus, ce
qui donnera I’équation (4"). 2R est au moins égal aux plus grandes
longueurs données, soit la longueur a. Substituons dans les pre-
miers membres de (4") et (4”) une valeur R que nous ferons croitre

a :
de > a 0. Alors le premier membre de (4') décroit constamment

jusqu’a zéro, (4') ne peut donc donner qu'une solution et en
donne une si la valeur de départ est au moins égale & 7n; cela
arrive en particulier si plusieurs longueurs données sont égales




b 4 o /4 hY n h
a a, car alors, au départ, plusieurs ¢ sont égaux a 5 Le premier

membre de (4”) part de la méme valeur que celui de (4'), mais
pour R = oo, il atteint la valeur =n. Il D'atteint d’ailleurs en
décroissant car la dérivée par rapport & R de ce premier membre

i 1
. C’est done — RZZ

est ‘., avec @) = — ————
29" ? 2R? cos o; cos ¢;

Pour R = oo la somme ) se réduit & a+b+ ... +I, quantité
positive, donc la dérivée du premier membre de 4” est négative.
Pour une valeur de R annulant cette dérivée, la dérivée seconde
est

i sin @; 1 i% sin @,

- 4R4Z

cos? @; N 8R5 2

1 l_ b 3 l 3
s >+ +seae
8R |_ cos @, COS @ cos @
1 b l 5
v 4+t +
8R COS @y COS

(AR

le premier membre de (4”) ne peut done pas avoir de minimum
et par suite il a au plus un maximum. Ceci étant, quand on

—ZRZZ

cos >, cos? o,

a . y g
fait varier R de 0 a oc, le premier membre de (4') part, si (4)

a donné une solution, d’une valeur au moins égale & n pour
finir avec la valeur 7 et (4”) ne donne pas de solution; si (4) n’a
pas donné de solution, le premier membre de (4”) part d’une
valeur inférieure & = pour décroitre a la fin vers la valeur =,
donec dans ce cas (4”) donne une solution et une seule.

Ainsi, st a, b, ¢, ... 1, sont les cotés successifs d’un polygone
plan, il existe un polygone inscriptible de cdiés successifs a, b, c, ... 1
et c’est lui qui, de tous les polygones admettant des cotés ayant
les mémes longueurs et dans le méme ordre, donne le maximum
de U'aire. Le méme polygone donnerait d’ailleurs aussi le maxi-
mum de Paire si Iordre des cotés n’était pas imposé; on obtient
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en effet tous les ordres différents par la répétition de la permu-
tation de deux longueurs consécutives. Or, le remplacement
des cotés PQ et QR du polygone inscriptible convexe relatif
au premier ordre considéré, par exemple, parleurs symétriques
relativement & la médiatrice de PR, donne un polygone inscrip-
tible convexe sans modification de laire et sans que soit changée
la valeur du rayon du cercle circonscrit; ce qui explique que,
dans I'équation (4), I'ordre des longueurs données n’intervient
pas.

Il est facile de démontrer & partir de la le théoreme des

isopérimetres: tout domaine plan @ de périmétre L et non circulaire
2

a une aire A inferieure a l'aire ym du domaine circulaire de méme
/A

périmeétre.

En effet, on peut inscrire dans le contour de 2 un quadrilateére
ABCD non inscriptible dans une circonférence. Si, sans changer
les longueurs des cotés de ABCD, on rendait ce quadrilateére
inscriptible, son aire subirait un accroissement, un gain g. Tout
polygone plan Il ayant quatre sommets suffisamment voisins
de ABCD éprouverait. si on le rendait inscriptible sans change-

A /4 » . . r a g . 0
ment des cOtés, un gain d’aire au moins égal & 5 Choisissons II
comme 1l suit: prenons d’abord un polygone II, inscrit dans
. , - ; g . .
le contour de & et d’aire supérieure a A — o 3 puis modifions 11,

de maniére & satisfaire a ces trois conditions évidemment com-
patibles:

<«

1° son aire est supérieure & A — 5

~ 2° ses cOtés sont au plus égaux & ceux de I, et ont une partie
aliquote commune;

3° le nouveau polygone est un polygone II.

En partageant, grice a la partie aliquote commune, les ¢otés
de Il en segments égaux, si n est le nombre total de ces segments,

: 1 2
Iaire de II est au plus égale & ) nR? sin —
n
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. 7T
avec 2nR sin — < L.
n

Donc on a

.om T L i L?
<nsmn-—cos— [ —— < ,
n n T T 4
2n sin — dn tg —
n n

A

I

| Q

ce qui démontre le théoréeme.

On vient en somme de compléter certains modes de démons-
tration du théoréme des isopérimetres. On pourrait les compléter
tous de facon analogue, sans modifier en réalité leur simplicité,
mais en faisant un usage non masqué de considérations sur 'infini.

Comment ces considérations, qui viennent de nous servir
pour l'étude des polygones, peuvent-elles étre caractérisées?
Ce qui frappe, c¢’est qu’elles donnent, sans recourir aux équations
qui proviendraient de la méthode des dérivées, 'existence de
I’élément extrémal; c’est seulement ensuite que les équations
interviennent pour déterminer I’élément extrémal dont 'existence
est déja acquise. C’est le fait analogue qui caractérise ce qu’on
appelle la méthode directe du calcul des variations, aussi j’appel-
lerat méthode directe tout traitement d’un probléme d’extremum
dans lequel Uexistence de [Uélément extrémal sera prouvée tout
d’abord, la détermination de cet élément ne venant qu’ aprés. On voit
que ce qualificatif direct se justifie parfaitement & un certain
point de vue, bien qu’a un autre, comme on l’a dit au début,
il ne convient guere.

Il y a des cas ou le recours & la méthode directe semble obliga-
toire. Soit & trouver le maximum de y = 2% —2x+4-3 dans 'inter-
valle (—2, -+2); la dérivée seconde étant toujours positive,
ce maximum ne peut étre obtenu par la méthode des dérivées;
mais la méthode directe — qui se réduit ici a la démonstration
du théoréme de Weierstrass — montre cependant Iexistence
de 1’élément extrémal. Celui-ci ne pouvant étre obtenu par
la méthode des dérivées est nécessairement 'une des extrémités
de lintervalle; ¢’est —2 et le maximum est 11.

Soit encore a trouver le minimum de l'aire d’un quadrilatere
dont les coOtés successifs ont pour longueurs a, b, ¢, d, telles,
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naturellement, que de pareils quadrilatéres existent. Les calculs
de dérivation que nous avons faits montrent que I’élément extre-
mal ne peut &tre obtenu par ces calculs et cependant les consi-
dérations qui nous ont servi pour ’étude du maximum de I'aire
nous donneraient encore une figure A BCy D, limite de quadrilatéres
ayant les cOtés voulus et dont dont les aires tendent vers la
borne inférieure des aires. Puisque le calcul des dérivées ne
peut étre appliqué & cette figure ABC,D,, c’est que 'angle A
par exemple ne peut varier dans les deux sens, en croissant et
en décroissant, & partir de la valeur qu’il a dans ABC,D,.
Ceci exige donc que, pour I'une de ces variations, la figure cesse
d’appartenir a la famille de nos quadrilateres; en d’autres termes
deux coOtés de ABC,D, doivent se recouvrir partiellement.
L’élément extrémal ABC,D, est donc a la frontiére, peut-on
dire, de la famille de quadrilatéres considérés et ce n’est plus
un véritable quadrilatére; I'aire qu’on est conduit a attribuer
a ABCyD, est celle d’un triangle ayant pour cdtés deux des
longueurs consécutives données et pour troisieme coté la diffé-
rence des deux autres longueurs.

Les problémes justiciables de la méthode des dérivées et
de son analogue dans le calcul des variations sont dits réguliers.
Tous les autres sont dits irréguliers; ceux-ci sont bien entendu
de natures trés variées; il arrive que, pour eux, 1’élément extré-
mal n’appartienne plus a la famille d’éléments considérés, mais
soit seulement & la frontiére de cette famille; ¢’est déja ce que nous
avions rencontré dans la recherche de la courbe joignant A & B,
ayant en A une tangente déterminée, et de longueur minimum.

L’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4.




CuapriTre II1

Sur quelques questions de minimun relatives aux courbes
orbiformes et sur leurs rapports avec le Calcul des variations

Pour les problémes irréguliers, la méthode directe s’impose.
On trouvera de tels problémes dans le mémoire reproduit plus
bas, et en particulier la démonstration de ce théoréme: de toutes les
orbiformes de méme longueur, c’est orbiforme équilatérale qui a la
plus petite aire. J’avais énoncé ce théoréme, sans le démontrer,
a la séance du 1er avril 1914 de la Société Mathématique de
France (voir Comptes rendus, année 1914, page 45); je l'avais
démontré & la séance du 24 juin 1914 et ¢’est le résumé de cette
démonstration qui constituait la fin de Iarticle précédemment
reproduit!). Ces publications ne parurent que pendant la guerre
et ne purent pénétrer en Allemagne que vers 1919; aussi c¢’est
tout a fait indépendamment que M. Blaschke s’était posé pen-
dant la guerre cette méme question de minimum et qu’il avait
obtenu le méme résultat, lequel a été quelquefois appelé théoréme
de M. Blaschke?).

Dans larticle « Théoreme sur les courbes et les surfaces
fermées», paru en 1914 dans les Nouvelles Annales de Mathémati-
ques, M. R. Bricard traitait la question suivante: « Quel est le plus
petit rayon R que l'on puisse choisir tel que tout ensemble,
formé de points d’un plan dont les distances mutuelles soient
au plus égales & un nombre donné D, puisse étre enfermé dans
une circonférence de rayon R». En d’autres termes, supposons
que, dans un morceau de carton, par exemple, nous découpions
un cercle, quel rayon faudra-t-il donner & ce cercle pour qu’avec
le «couvercle », ainsi obtenu, nous puissions recouvrir tous les
ensembles considérés, que 'on appelle les ensembles de largeur D.

1) Pages 233 a 236. ;
2) Le texte qui suit est paru sous le titre: Sur quelques questions de minimum

relatives aux courbes orbiformes et sur leurs rapports avec le calcul des variations
dans le Journal de mathématiques pures et appliquées, 8¢série, t. IV, 1921, pp. 271-300.
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Cette question ainsi que son analogue relative & I'espace est
résolue trés simplement par M. Bricard; elle avait été traitée
antérieurement par M. H. Jung dans deux articles du Journal
de Crelle, Bd 129 et 137. Elle a fait depuis I'objet d’une courte
Note de M. J. Pal (Nouvelles Annales, 1915).

[’article de M. Bricard appela mon attention sur la question,
qui me fournit la matiére de la communication, sorte de petite
conférence, que je fis & la Société mathématique, le 1¢* avril 1914,
a Toccasion de la réunion & Paris de la Conférence internationale
de I’Enseignement mathématique?l). La rédaction de cette confé-
rence, faite & I'époque, constitue les douze premiers numéros
de ce Mémoire?2); ce quiexplique le mode d’exposition de certains
paragraphes. J'y ai ajouté le développement d’une autre commu-
nication faite peu aprés a la Société mathématique ). Javais
d’abord eu l'intention de réunir ces remarques avec d’autres
analogues concernant des questions qui présentent ce caractere
commun de relever du Calcul des variations et de n’appartenir
cependant pas aux types de problémes étudiés dans ce calcul;
celles que je considére ici suffiront pour faire comprendre de
quels problémes 1l s’agit. Les méthodes classiques, convenable-
ment modifiées, s’y appliquent beaucoup plus souvent qu’'on ne
serait tenté de le croire 4); c’est un point qui ne ressortira pas
de ce Mémoire ou je traite les questions surtout par des procédés
de géométrie élémentaire, mais que je tiens & indiquer pour que
le lecteur ne croie pas que I’analyse classique le laisse compléte-
ment désarmé en face des problemes que je vais indiquer.

Revenons au probléme de M. Bricard et considérons un
ensemble £ de largeur D; le plus petit couverele qui lui convienne
a un rayon R (F), fonction de I'ensemble E. C’est le maximum
de R (E) qu’il faut chercher; et il suffit évidemment de considérer
le cas ou 'ensemble £ est une courbe convexe € de largeur D.
Nous avons donc a rechercher le maximum d’une fonction de
ligne, R (C), d’une fonctionnelle comme on dit maintenant.

1) Comples rendus des séances de la Sociélé Mathématique de France, année 1914,
PP. 249-250.

2) C’est-a-dire, I’article reproduit ici, pp. 246-276.

3) C’est la fin de la communication reproduite ici pages 233 a 236.

4) Ceci deviendra plus fréquent encore quand on utilisera les résultats du travail
fondamental de M. ToNELLI: Sur une méthode directe du Calcul des variations ( Rendi~
conti del Circolo Mathematico di Palermo, t. XXXIX).
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Seulement, cette fonctionnelle ne s’exprime pas a I'aide d’une
intégrale comme celles auxquelles on se borne dans le Calcul des
variations, |

J = [f[x, y(), y'(x)]dx,

par exemple. Quelle que soit 'importance des fonctionnelles du
type J, on voit que des questions trés simples conduisent & en
considérer d’autres.

Aprés les fonctionnelles du type J, celles qui se présentent de
suite & I'esprit sont celles qu'on obtiendrait en prenant une fonc-
tion ordinaire composée a l'aide d’intégrales J; un produit ou
un quotient d’intégrales, par exemple. Je ne crois pas que les
problémes de ce type aient été encore abordés, bien que M. Fré-
- chet 1) se soit occupé avec succes de la différentiation des fone-
tionnelles les plus générales. La méthode que j’indique pour trai-

ter le probléme des isopérimetres, traduite analytiquement, appa-
. . J?

rait comme la recherche du minimum d’une expression 7 elle
1

sappliquerait aussi & la recherche du minimum d’autres expres-
sions, trés particuliéres & la vérité, formées & I'aide d’intégrales.

Dans le probléme de M. Bricard, la fonction R (C) dont on a
4 chercher le maximum ne s’exprime d’aucune maniére a I'aide
d’intégrales J; je montre qu’elle n’est cependant pas nouvelle.
Si, en effet, p (o) est la distance de I'origine a la tangente a C de

D - : .
direction ¢, R (C) — 5 est la meilleure approximation, au sens

de Tchebycheff, de p (¢) par une expression
A cos ¢ +B sin ¢ +D.

Et la recherche du maximum de R (C) est celle de la limite
supérieure de la meilleure approximation pour la classe des fonc-
tions p (@) considérées. Il s’agit donc d’une question analogue &
celles qui ont fait récemment 'objet des études de MM. Dunham
Jackson, Serge Bernstein, de la Vallée Poussin.

1) Sur la notion de différentielle d’une fonction de lignes (Trans. of the Am. Madth.
“Sec., 1914).
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Seulement, nous avons & calculer ici une limite exacte de
Papproximation et non pas seulement l'ordre de grandeur de
cette approximation; cette question d’approximation conduit
donc a rechercher le minimum d’une fonctionnelle qui n’est pas
une intégrale J1).

Dans la recherche de ce maximum, on peut se borner & la
considération de certaines courbes convexes C, déja rencontrées
par Euler, qui jouissent de la propriété curieuse d’avoir la méme
largeur dans toute direction, c¢’est-a-dire que chacune de leurs
normales est normale double.

Ces orbiformes, comme on les appelle, ont toutes la méme
longueur que la circonférence de méme largeur. Les orbiformes
de largeur D ayant toutes la méme longueur w0, on est
naturellement conduit & comparer les aires de ces orbiformes;
¢’est, on le sait & I'avance, Iorbiforme circulaire qui a l'aire
maximum ; mais quelle est I'orbiforme d’aire minimum ? Cette
fois nous avons a rechercher le minimum d’une fonctionnelle
de la forme J; mais, tandis qu’il s’agit d’une intégrale dont le
calcul des variations classique nous fournirait le maximum, c¢’est
du minimum dont nous nous occupons. On est donc certain &
'avance que ce minimum sera obtenu pour une fonction fron-
tiére du champ fonctionnel envisagé; mais cette remarque est
trés insuffisante.

Quand il s’agit d’une fonction de points, de f (z, vy, 2z), par
exemple, savoir que le minimum est obtenu sur la frontiére du
domaine, ¢’est savoir que le probléme est d’un degré moins diffi-
cile puisqu’on se trouve ramené a la recherche du minimum
d’une fonction ¢ (u, ¢) des deux variables définissant un point de
la surface frontiere. |

Quand il s’agit d’une fonctionnelle J (C), définie dans les
champs que 'on considere ordinairement et auxquels s’applique
I'analyse classique, on a un résultat de méme nature; car le
calcul de la variation de J montre que C ne peut étre extrémale
que s1, sur chacun de ses arcs, si petit qu’il soit, on apercoit que
c¢’est une courbe frontiere. Par exemple, si le champ fonctionnel

1) Comparer avec les questions d’approximation traitées dans mon article: Sur
la représentation trigonométrique approchée des fonctions satisfaisant 4 une condition
de Lipschitz (Bull. de la Soc. math. de France, 1910).
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est défini par

v
=~

S,y ¥, ¥

on devra avoir en tout point

fl, vy, v, y) = 0;

et y est & choisir dans une famille de fonctions dépendant de
constantes arbitraires; nous avons affaire & un probléme de
minimum d’une fonction de plusieurs variables.

Dans le cas actuel on a encore cette propriété que la courbe
extrémale C est frontiére du champ fonctionnel, en chaque point
si je puis dire !). Et le minimum s’en déduit facilement; il est
donné par Vorbiforme équilatérale, c’est-a-dire par la courbe
formée par les trois arcs de circonférences décrits des trois som-
mets d’un triangle équilatéral comme centres, chacun d’eux étant
sous-tendu par le cOté opposé & son centre.

On voit que la géométrie conduit tout naturellement a la
recherche de maximum et minimum qui sont obtenus pour les
courbes ou fonctions qui sont, en tout point, a la frontiere du
domaine fonctionnel considéré.

Sans sortir de lordre de questions considérées ici, voici
deux probléemes du méme genre. Quelle est, parmi toutes les
orbiformes de largeur D qui admettent un couvercle circulaire
de rayon p, celle qui a la plus petite aire ? La solution du pro-
bléme de M. Bricard montre qu’il faut supposer p compris entre

D
— et la solution est alors donnée par I'orbiforme construite

\/_ 7
de la facon suivante: Prenons trois points A, O, A’ en ligne
droite, AO = D—p, OA"' = p, AA" = D et, de A’ conme cen-

tre, décrivons un arc de cercle AB qui sera tel que OB = OA’,
T ;

vu de O sous un angle ¢ inférieur a S . Puis, de O comme centre,

tracons deux arcs de cercle aA, Bb, vus de O sous l'angle

1 o
> <§ — ) La courbe aABb formée de trois arcs de cercle est le

1) C’est 14 une propriété que I’on pourrait obtenir grace & des modifications assez
profondes de T’analyse classique et que je démontrerai ici par des artifices géométriques,
Je compte revenir ailleurs sur ce point.
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sixitme de Porbiforme cherchée, laquelle admet Oa et Ob pour
axes de symétrie !).

Guidé par ce qui suit, on démontrera facilement ce résultat;
voici une autre question dont, au contraire, j’ignore la solution.
On peut la formuler comme il suit. Dans le probléme de M. Bri-
card, on se demande quel est le plus petit couvercle, parmi ceux
qui conviennent & la fois a tous les ensembles de largeur D, et
qui sont de forme donnée: la forme circulaire. Plus généralement
demandons-nous quel est, de tous les couvercles de forme arbi-
traire qui conviennent pour tous les ensembles de largeur D,
celui de plus petite aire ou de plus petit périmetre 2).

1. Considérons un ensemble £ de points; si P et Q sont deux
points de E, 'ensemble des distances PQ a une borne supérieure:
cette borne s’appelle I'élongation ou le diamétre de I’ensemble FE.
Quand ce diameétre est fini, £ est dit borné.

Nous nous proposons de trouver la plus petite valeur de R,
telle que tout ensemble plan de diamétre D puisse étre enfermé
dans une circonférence de rayon R. On entend par la que tous
les points de E doivent étre, soit a 'intérieur de cette circonfé-
rence, soit sur elle.

Pour éviter des précautions de langage, sans cela nécessaires,
nous supposerons que [ est fermé, c’est-a-dire tel que tout
point limite de points de E appartienne aussi & £. Si 'ensemble
donné I n’était pas fermé, en lui ajoutant ses points limites, on
aurait un ensemble fermé de méme diametre que E.

Si 'on considere un nombre f (P) fonction de la position d’un
point P d’un ensemble fermé E, la continuité de cette fonction se
définit comme pour le cas ol £ est un segment fini de droite ou un
domaine borné du plan ou de 'espace. On démontre, comme dans
le cas classique, qu'une fonction continue des points d’un ensemble
fermé borné atteint sa limite supérieure et sa limite inférieure.

1) Dans une lettre qu’il m’écrivait peu de temps avant sa mort prématurée, le
regretté T. Bonnessen m’a signalé que cet énoncé était inexact; il ajoutait ne pas
savoir comment le corrlger Il m’a fait aussi des objections, parfaltement fondées, sur
le paragraphe 15, dont j’ai ici modifié entiérement la rédaction.

2) Sur cette question, on pourra consulter un article de M. Julius PAL: Ueber ein
elementares Variationsproblem (Det Kgl. Danske Vidensh. Selskab- Mat. fys., t. 111, 2;
1920). Dans une trés courte Note (Actes de la Société helvétique des Sciences naturelles

t. II, 1914), M. le D* KorLLros traite aussi d’un probléme en rapport avec les questmnq
étudiées ici.
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Solent £ un ensemble plan, fermé et borné, A un point de son
plan, P un point quelconque de E. La distance AP est une fonc-
tion continue du point P de E, elle atteint sa limite supérieure
p (A) pour une position P, de P. Soit B un autre point du plan,
on a évidemment p (B) = BP,, donc

p(A)—p(B) = | AP, —BP, | < AB.

Puisque A et B sont deux points quelconques du plan, nous
pouvons conclure

|p(4)—p(B)| = 4B,

et la fonction p (A4) est continue. D’ailleurs, quand A s’éloigne a
I'infini, p (A4) grandit indéfiniment, donc la fonction ¢ (A4)
atteint sa limite inférieure p pour une position au moins de A.

Cette limite inférieure ne peut d’ailleurs pas étre atteinte pour
deux positions de A; si, en effet, elle était atteinte pour les posi-
tions A, et A,, E serait enfermé dans la partie commune aux
deux cercles égaux de rayon p et de centres A; et 4,, donc dans
le cercle décrit sur la corde commune a ces deux cereles comme
diametres. Or, ce dernier cercle serait de rayon plus petit que p,
ce qul est impossible.

‘Done, parmi toutes les circonférences qui entourent un ensemble
donné E, il y en a toujours une qui a un rayon plus petit que
toutes les autres. Nous ’appellerons circonférence circonscrite a E.

2. Relativement a cette circonférence circonscrite, je démon-
trerai, avec M. Bricard, le théoréme suivant:

Pour qu’une circonférence C, enfermant un ensemble fermé E,
soit la circonférence circonscrite, il faut et il suffit que les points
communs & E et a G n’appartiennent pas tous 4 un méme arc
de cercle C plus petit qu’'une demi-circonférence.

La condition est suffisante: Si elle est remplie, en effet, toute
autre circonférence I', contenant £, doit contenir un arc C’ au
moins égal & la moitié de C'; done I' a un rayon plus grand que C.

La condition est nécessaire: Supposons, en effet, que tous les
points communs & C et & F solent sur un arc «@+y de C, inférieur
a la moitié de C, et soit o’B’y’ un arc de C, supérieur a la moitié
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de C, et n’ayant aucun point commun avec «@3+y. Faisons passer
par «’ et v’ un cercle C’ voisin de C et de rayon un peu inférieur.
Les seuls points du plan qui soient intérieurs & C sans étre inté-
rieurs & C’ sont des points voisins de o’B’y’. Comme il n’y a
pas de points de E voisins de «'R’y’, si C’ est tres peu différent
de C, C’ contient E et C n’est pas la circonférence circonscrite
a E.

8. La proposition de M. Bricard étant obtenue, la recherche
du nombre R est presque achevée. Pour un ensemble £ de dia-
meétre D, la circonférence circonscrite C, de rayon p, doit avoir
en commun avec D des points n’appartenant pas tous & la méme
moitié de C. Soient o et B deux points communs & £ et C,
solent a’, B’ les points de C diamétralement opposés & o et B.
Si o’ ou B’ appartient & E, alors 2p = D. S’il n’en est pas ainsi,
ou bien il y a sur arc «’B’ au moins un point vy de £ et un tel
point forme avec « et B un triangle acutangle, ou bien il y a des
points de £ & la fois sur «f’ et sur «'f.

Dans ce dernier cas, soient A le dernier de ces points ren-
contré en allant de « vers B’ et p le dernier rencontré en allant
de B vers a’. L’arc AR’ p est inférieur ou au plus égal & une demi-
circonférence, car il ne contient pas de points de E. Donc, ou
A = 2p = D, ou le triangle Apo est acutangle. Si donc on n’a
pas 2p = D, on est certain de trouver un triangle acutangle
aBy, ou arw, formé de points de E et inscrit dans C'1). Un tel
triangle, s’il n’est pas équilatéral, a un de ses cOtés au moins
supérieur au coté du triangle équilatéral inscrit; donc on a alors

Dzp.3.
Dans tous les cas on a done

< D
p = T =
J3

1) Jen’aipas voulu admettre sans démonstration que si ’on a un ensemble de points
d’une circonférence, fermé et qui peut é&tre enfermé dans une demi-circonférence,
il y a trois points de cet ensemble qui forment un triangle acutangle ou deux points
qui sont diamétralement opposés, parce que le fait analogue pour I’espace ne me parait
nullement évident. Aussi, pour le cas de l’espace, le raisonnement de M. Bricard aurait
besoin, il me semble, d’étre complété.




— 954 —

Par suite on a
D

= —,

V3
cette valeur minimum étant d’ailleurs atteinte, par exemple, pour
le cas ou E est un triangle équilatéral de coté D.

R

4. Les définitions et les raisonnements des n% 1 et 2 s’appli-
quent de suite, moyennant des modifications de mots évidentes,
au cas des ensembles de l’espace ordinaire. Si l'on appelle
~«ensemble de 'espace & n dimensions » les ensembles de systémes
de n nombres xy, z,, ..., x,, ces définitions et raisonnements
s’appliquent encore facilement. Il faudra naturellement y rem-
placer la considération des circonférences par celle des hyper-
circonférences qui sont les variétés & n—1 dimensions définies
par des équations de la forme

(Xl —X1)2 +(X2 —x2)2 +-l. « e +(Xn—xn)2 — R2

dans lesquelles les X sont les coordonnées courantes, les z les
coordonnées du centre; le premier membre est le carré de la
distance des deux points X, z; le second membre est le carré
du rayon.

Une telle variété est la frontiére du domaine correspondant
au cercle; ce domaine, un hypercercle, est donc défini par
- Pinégalité

(XI_XZ)2+(X2_X2)2+ ..... +(Xn_xn)2 § RZ.

Les théorémes des n% 1 et 2 étant acquis pour le cas général,
pour achever la détermination du rayon R, des plus petits
hypercercles égaux dans lesquels on puisse enfermer tous les
ensembles de diameétre D de 'espace & n dimensions, il va falloir
imiter le raisonnement du n° 3. Le triangle équilatéral ou régulier
sera remplacé par I'hypertriangle régulier, c¢’est-a-dire, si 'on
veut, la figure formée par n —1 points situés deux a deux
a la distance D. Sil’on désigne par A, la hauteur d’un hypertriangle
régulier et p, le rayon de I'hypercirconférence circonscrite, on
voit facilement que l'on a



= D?

32 22+12
=55 >
4? 3 —32422-1%
e e R 1L s

La sommation donne finalement

n
2(n+1)

2 2,
pn""

L’hypertriangle régulier étant un ensemble de largeur D, on a

\/ n
= — D
"TN 2n+1)

Je vais démontrer que, pour n quelconque comme pour n = 2,
¢’est le signe = qui convient. Pour cela, il suffira de prouver,
ce qui a été fait au n® 3 pour n = 2, que st 'on a sur une hyper-
circonférence un ensemble fermé de points qui ne peut étre
enfermé dans une moitié de cette hypercirconférence, il y a deux
de ces points dont la distance est égale ou supérieure au coté
de 'hypertriangle régulier inscrit. Le raisonnement est un raison-
nement de proche en proche, il suffira d’indiquer comment on
passe de n =2 & n = 3.

Remarquons d’abord que, si’on a sur une sphére un ensemble
fermé E de points, les théoremes des n% 1 et 2 s’appliquent
a la recherche de la plus petite calotte sphérique contenant E.

Cecl étant, soit, sur une sphére § de rayon p, un ensemble
fermé e de points, ensemble qui ne peut étre tout entier enfermé
dans une moitié de la sphére S. Soient @, b deux points de e
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dont la distance d ait la valeur la plus grande possible; on a
évidemment p,/2=d=2p. Le petit cercle de S, qui passe par b et
qui admet @ pour podle, a un rayon égal a

d/4p* —d*
2p -

Ce petit cercle partage S en deux zones, dont 'une Z, la
plus grande, contient e, ’autre ne contenant aucun point de e.
Soit y la frontiére de la plus petite zone contenant e, laquelle,
étant contenue dans Z et contenant une demi sphére, a un rayon
au moins égal & |

d~4p* —d?
2p

Sur y, d’aprés 3, il y a deux points de e qui sont distants
au moins de

d \/4,02 —d?
2p \/3
‘et I'on doit avoir
d~4p? —d* _
v gp J3=d,
d’ou
8
—p <d
\/ So s
Finalement on a donc
\/gp =d = 2p,

les limites extrémes étant atteintes dans le cas ou des points
de e sont sommets d’un tétraédre régulier et dans le cas ou
des points de e sont diamétralement opposés.

Finalement il est ainsi prouvé que

3
R3 = '§D.
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Le passage de n & n-1 se fait exactement de méme, I'inégalité
précédente devient

d~4p? —d? \/2(n+1)
2p n

lIA

d,

d’ou
4p*[2(n+1)—n] £ 2(n+1) d?,

<J_n_ll_d
p= 2(n+2)

5. Nous bornant au cas des ensembles plans, nous allons
traiter la méme question d’une facon moins simple et moins
rapide, mais qui nous montrera le lien intime qui lie le probléme
posé & celui de la meilleure approximation avec laquelle on
peut représenter une fonction continue par une série limitée
de Fourier, probléeme considéré d’abord par Tchebycheft.

Notre point de départ sera une utilisation plus systématique
de cette remarque: il n’y a pas besoin de considérer le cas de
tous les ensembles de diametre D, on peut se borner & certains
d’entre eux. Ceci nous a déja permis de ne considérer que les
ensembles fermés.

Nous dirons qu’'un ensemble £ de diametre D est complet
s’1l est impossible de lui adjoindre des points tout en lui laissant
le méme diametre D. Nous allons démontrer que tout ensemble
de diamétre D fait partie d’un ensemble complet de diamétre D.

Soit £ un ensemble fermé de diameétre D; §’1l n’est pas
complet, nous pouvons, sans modifier son diamétre, lui ajouter
des points. Soient A l'un deux, B le point de E le plus voisin
de A, ou l'un des plus voisins. Soient C; et C, les points de ren-
contre des cercles de rayon D décrits de A et B comme centres.
Soient enfin AMB, ANB les arcs de cercle de rayon D décrits
de C; et C, comme centres. Tous les points compris entre
AMB et ANB peuvent étre ajoutés & E sans changer le dia-
metre D de I'ensemble. Certains de ces points font peut-étre
déja partie de I'ensemble E, mais les points du segment AB
n’en font pas partie et comme £ est fermé nous voyons que si
d’un point de AB comme centre, on décrit un cercle assez petit,
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tous les points de ce cercle, dont aucun ne faisait partie de E,
peuvent étre ajoutés a F.

Cecl étant, soit £ un ensemble de diamétre D; je lui ajoute
ses points limites. Si ’ensemble obtenu e n’est pas complet, je lui
ajoute le plus grand cercle » ') qu’il soit possible de lui ajouter
sans augmenter son diameétre; s’il y a plusieurs tels cercles,
Jajoute I'un quelconque choisi d’apreés une loi que chacun prendra
a sa volonté et qu’il serait puéril de préciser une fois pour toutes.

Si I'ensemble e+ ainsi obtenu n’est pas complet, je lui
ajoute le plus grand cercle possible 2;, etc.

Si Pon est arrété au bout d’un nombre fini d’opérations,
le théoréme est démontré pour ’ensemble £ considéré; sinon,
je dis que 'ensemble fermé obtenu en ajoutantae +r+2x; + ...
ses points limites, qui est évidemment de diameétre D, est complet.
En effet, s’il ne 1’était pas, on pourrait lui ajouter les points
d’un cercle 4 et A, A,, ... devraient étre tous au moins aussl
grands que A. Or cela est impossible, car ils sont sans points
communs deux a deux et tous intérieurs & une circonférence
de rayon D décrite d’un point quelconque de £ comme centre.

8. Ainsi, pour trouver le maximum du rayon de la circonfé-
rence circonscrite aux ensembles de largeur D, nous pouvons
nous borner & la considération des ensembles complets de largeur
D. Etudions ces ensembles.

La distance d’un point quelconque M & un point C d’un
segment AB étant plus petite que la plus grande des deux
distances MA, MB, si deux points A et B font partie d’un
ensemble complet, tous les points du segment AB en font aussi
partie. Donc les ensembles complets sont des domaines convexes,
¢’est-a-dire I’ensemble des points d’un contour convexe et des
points intérieurs & un tel contour. Un contour convexe qui limite
un domaine constituant un ensemble complet, s’appelle une
courbe orbiforme.

Soit A un point d’une orbiforme I'. I' est tout entiére & I'in-
térieur de la circonférence de rayon D et de centre A. Je dis

1) I1 peut y avoir des points frontiére de A qui appartiennent & e, mais aucun
point intérieur & A ne doit appartenir & e. J’omets la preuve du fait que les rayons des
cercles qu’on peut ajouter & e atteignent leur limite supérieure.
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que cette circonférence a un point commun au moins avec I';
sans quoi, en effet, la plus grande distance de A aux points
de I serait inférieure & D, soit D—e. En ajoutant au domaineA
limité par I' les points du cercle de rayon e et de centre A, et
certains de ces points sont extérieurs a A, on aurait encore
un ensemble de largeur D; done A ne formerait pas un ensemble
complet, I' ne serait pas une orbiforme.

Ainsi la circonférence de rayon D et de centre A touche
Vorbiforme en un point B, la circonférence égale de centre B
passe par A. Ces deux circonférences se coupent en C,, C,
et I' est dans le fuseau limité par les ares C,AC,, C,BC,.

Cq C

Ca Co

Fig. 7 Fig. 8

Soit M un autre point de I'; supposons-le situé dans le triangle
curviligne ABC,. M ne peut étre entre la corde AD et 'arc AB
de centre C,, car tous les points de cette région, étant distants
de moins de D de tous les points du fuseau, sont intérieurs a I'.
Il résulte de 14 que la circonférence de rayon D décrite de M
coupe 'arc AC, en un point « et I’arc BC, en un point B. I' est
tout entiére dans le triangle curviligne C,«f3, «f contient d’ailleurs
des points de I', car M est distant de moins de D de tous les
points intérieurs au triangle Ci«f et des points des coOtés
CiAa, C.BBE (« et B exclus).

Tracons les ares de rayon D et de centres « et $ joignant
respectivement BM et AM. Nous obtenons un pentagone II
limité par les arcs AM, MB, BB, Bax, «A.
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Si I'arc of} fait tout entier partie de I', I' ne peut pas avoir
de points extérieurs a II; d’ailleurs, II étant évidemment une
courbe orbiforme, I" ne différe pas de II. Si certains points de «f
ne font pas partie de I', 'ensemble complet limité par I" pourra,
auvoisinage de M, sortir de IT; mais, en ce voisinage, il contiendra
tous les points de II et tous les points intérieurs a II.

Pour énoncer les résultats obtenus, rappelons que lon
appelle tangente (ou droite d’appui) d’un contour convexe en
un point P toute droite passant par P et ne passant par aucun
point intérieur au contour. Une perpendiculaire en P & une
tangente en P est une normale en P.

Les tangentes en A et B aux arcs C,AC,, C,BC, sont des
tangentes & I'; AB est donc une normale double & I' et sa longueur
est D. Les tangentes & I' en M sont tout ou partie des tangentes
a Il en M, de méme pour les normales. C’est dire que les normales
en M a I’ rencontrent toutes ’arc af3. Donc aucune ne passera
par A, & moins que « ne soit en A, donc que M soit sur BC;.
Dans ce cas particulier, II devient un triangle curviligne II,
constitué par trois arcs égaux de rayon D, décrits respectivement
des trois sommets, A, M, 8 d’un triangle équilatéral pour centres,
et sous tendus par les cOtés de ce triangle. I' se réduit & 11, si
tous les points de AP font partie de I'. Si tous n’en font pas partie,
I’ différe de IT;; mais, en tout cas, I' contient ’arc M B puisque
les points de MB ne sont pas & une distance supérieure a D
d’aucun des points du triangle C,AR.

En résumé, si, de A, on abaisse une normale AB de pied B,
AB = D et AB est aussi normale en A: Toute normale a une
orbiforme est normale double, la distance des deux points d’ tncidence
est la largeur de la courbe.

De A on peut toujours abaisser une telle normale puisque
la ou les normales en A répondent & la question. Silon a deux
normales AB et AM, toutes les droites intermédiaires sont aussi
normales et I’orbiforme se réduit, entre B et M, & un arc de cercle
de centre A.

A une courbe convexe quelconque on peut toujours mener
une tangente dirigée unique; pour une orbiforme on peut dire,
de plus, qu'elle a un seul point de contact. Si, en effet, elle
touchait la courbe en A et B, les normales AA’ et BB’, de lon-
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gueur D, feraient connaitre deux points A" et B’ de 'orbiforme.
Ce qui est absurde, car AB’ est plus grand que D. Les tangentes
et normales & une orbiforme sont donc déterminées par leur incli-
natson et varient de facon continue avec elle.

7. Considérons une orbiforme I' analytique, ou & laquelle
du moins s’applique la théorie des développées. En chaque
point de I'; le rayon de courbure compté vers l'intérieur de I’
sera compris entre zéro et D, les valeurs extrémes pouvant
étre atteintes. La développée A de I' sera une courbe a distance
finie, & laquelle, parallellement & chaque droite, on ne pourra
mener qu'une tangente. En d’autres termes, les tangentes a 4
de directions « et a-+m seront confondues, quel que soit «.
Asera done une courbe ayant un nombre impair de points de
rebroussements, trois au moins ).

Prenons, par exemple, pour A4, une hypocycloide a trois
rebroussements; et soit I' une de ses développantes. Soient » un
point décrivant 4, wt la tangente en w affectée d’un sens variant
de facon continue avec w. Quand » a parcouru tout A, wt ne
revient pas & sa position primitive, mais dans le prolongement
de cette position primitive, le sens étant différent.

Quant au point M de ot qui décrit I', il vient, aprés cette
révolution, dans une position M;; un calcul immédiat montre
que M et M, sont symétriques par rapport au point de wt qui
décrit celle des développantes de A qui est une hypocyeloide.

Quand w a décrit deux fois A, ot revient exactement & sa
position primitive et I se ferme. I' a donc pour normale double
toute tangente & 4, c’est une courbe parallele & elle-méme;
c¢’est une courbe doublement paralléle & 'hypocycloide dont 4 est
la développée. S1 done I' est convexe, I' est une orbiforme.

On comprend ainsi qu’ Euler ait été conduit a la notion
de courbe orbiforme par I'étude des développantes des courbes
triangulaires, ¢’est-d-dire des courbes, analogues a’hypocycloide
a trois rebroussements, formées par trois arcs de courbes convexes
raccordés par des points de rebroussement de premiére espéce.

1) J'omets les démonstrations rigoureuses; les faits énoncés dans les nos 7 et 8
ne seront pas utilisés, ils sont donnés pour familiariser avec la notion d’orbiforme.

L’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4. 5
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I’étude des courbes paralléles aux courbes triangulaires, ou
& 9, 7, ... points de rebroussement, y conduirait aussi.

Déformons une courbe triangulaire de fagon que les trois
arcs qui la composent différent de moins en moins des cOtés
du triangle des rebroussements et prenons chaque fois la plus
petite développante orbiforme; si le triangle des rebroussements
est équilatéral, nous obtiendrons a la limite Porbiforme équila-
térale, que nous avons déja rencontrée et que nous avions désignée
par I1,. Pour II,, ce qui joue le rdle de la développée, c’est le
triangle A MB. Pour II, ce serait la figure, limite d’une courbe a
cings rebroussements, formée par les droites AB, Bo, o M, M8, BA.

Silon imagine que, dans les déformations dont il vient d’étre
parlé, les longueurs des arcs des courbes développées, triangulaire
par exemple, sont conservées, on peut établir une correspondance
entre les points o de ces différentes développées transformées.
Et si 'on imagine que, dans la déformation d’une développée
A4, chaque tangente wt emporte le segment wM qui va du point w
de A au point M de sa développante I', on établit aussi une
correspondance précise entre les diverses développantes. En
particulier, dans le cas ou 4 est triangulaire, les différentes
développantes triangulaires des A4 déformées se correspondent. Or,
transformons A4 en un triangle ABC, ce qui est toujours possible,
car entre les trois arcs a, b, ¢, on a évidemment des inégalités
telles que a<<b-+c. La développante triangulaire, dans le cas
du triangle ABC, est constituée par trois arcs de cercles de centres
A, B, C et tangents entre eux. Les points de contact de ces
cercles sont les points de contact avec AB, BC, CA, du cercle
inscrit dans ABC. De sorte que les points de rebroussements
de cette développante partagent les arcs de la développée
en morceaux de longueurs connues p—a, p—b, p—c.

Ce que je veux faire remarquer surtout, c¢’est que 'orbiforme
équilatérale est la plus petite courbe convexe qui soit parallele & la
courbe triangulaire formée de trois arcs de cercles égaux. De méme,
IT est la plus petite courbe convexe paralléle & une courbe & cing
rebroussements formée par cing arcs de cercle de rayons égaux.

8. Ce n’est pas seulement par la géométrie analytique que
la notion de courbe orbiforme s’est imposée aux mathématiciens;
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si les courbes paralléles aux courbes & 3, 5, ... points d’inflexions
et trés voisines de ces courbes ontre¢cu une application mécanique,
car ce sont les formes de rails qu'on peut adopter pour qu’en
parcourant la voie ainsi construite, une locomotive se trouve
retournée bout pour bout'), les courbes convexes paralléles
a ces courbes-la sont aussi utiles industriellement.

Pour transformer un mouvement circulaire en mouvement
rectiligne, on emploie quelquefois une came agissant sur une
piece P, dont le mouvement rectiligne est guidé par l'un ou
Pautre des deux bords paralléeles d’une entaille faite dans P,
entaille entre les bords de laquelle la came peut tourner. On voit
de suite que, si 'on veut que le mouvement puisse avoir lieu
dans les deux sens, auquel cas la came doit toucher constamment
les deux bords de I’entaille et si le mouvement de la came doit
dtre révolutif complet, 11 faut que cette came soit limitée par
une orbiforme. |

(Vest surtout & l'occasion de probabilités géométriques que
les orbiformes ont été étudiées. La plus simple des questions
de probabilités géométriques est celle de Iaiguille de Buffon:
On jette au hasard une aiguille sur un plancher, quelle est la
probabilité pour qu’elle rencontre une raie du plancher? Conve-
nons d’attribuer & un coup le poids n si Paiguille rencontre

- n fois les raies du plancher, soit parce que laiguille est trés

longue par rapport a la largeur des lames du parquet, soit parce
que l'aiguille est courbe. Dans tous les cas on peut partager
I'aiguille en éléments de méme longueur assez petite pour que
chaque élément puisse étre regardé comme rectiligne et soit
moindre que I'écartement des raies du plancher. La probabilité
pour quun élément déterminé rencontre les raies est alors
la méme pour tous les éléments et la probabilité pour tous les
éléments et la probabilité pour l'aiguille tout entiére, étant la
somme de ces probabilités élémentaires, est proportionnelle a
la longueur de aiguille ).

1) Et cela, parce que quand o parcourt une fois A, ot ne revient 4 sa position
primitive qu’au sens prés, n° 7.

2) Cette remarque capitale est due a4 Barbier qui a le premier établi la relation
entre les questions de probabilités et les propriétés des orbiformes (Journal de Math.,
1860). Je tire cette référence d’un petit livre: Coniribution & Udlude des courbes convexes
fermées, publié & la librairie Hermann par MM. Ch. JorRDAN et R. FieEpLER, dans
lequel le lecteur trouvera des renseignements intéressants concernant les orblformes
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D’autre part, la probabilité pour que laiguille, supposée
tombée dans une orientation déterminée, rencontre les raies ne
dépend que de I’écartement des tangentes a l'aiguille qui sont
paralleles aux raies.

Or, si l'aiguille est une orbiforme, cet écartement est indé-
pendant de orientation de Paiguille, ¢’est le diametre de ’orbi-
forme et par suite I’étude de cette forme d’aiguille s’imposait. Pour
une aiguille orbiforme, la probabilité ne dépend que du diameétre.

En rapprochant cela de ce qui précéde, on voit que toutes
les orbiformes de méme diamétre ont méme longueur.

Nous retrouverons cela plus tard. Je reviens maintenant
a la question de M. Bricard.

9. Soit A un point du plan d’une orbiforme I' de diametre D.
Soit C4 le plus petit cercle de centre A contenant I', soit R,
son rayon. C4 a au moins un point commun avec I', sans quol
on pourrait rapetisser C4; soit B un point commun a C et a I'.
AB étant normale & I' en B est aussi normale & I' en un autre
point C, situé sur la demi-droite indéfinie BA d’origine B,
a la distance D de B.

Si A est intérieur & I', ces points ont la disposition BAC et
R, <D; si A est extérieur, on a la disposition BCA et R > D.
Placons-nous dans la premiere hypothése, puisque nous voulons
chercher le minimum de R,, pour A variable. Dans ce cas,
le cercle ¢, de centre A et passant par C, dont le rayon r, égale
D—R 4 est le plus grand cercle de centre A qui soit intérieur a I'.
La recherche du plus petit cercle C 4 est équivalente a la recherche
du plus grand cercle ¢4 ou encore, puisque R;+r, = D, & la
recherche du minimum de R,—r,. Nous allons interpréter cette
différence.

Soit A la circonférence de centre A et de rayon p. Etablissons
sur A et I' le méme sens de parcours direct, les tangentes a A4 et
a I' sont par la-méme dirigées. Etablissons entre A et I' une
correspondance par tangentes dirigées paralléles et soit ¢ le
maximum de I'écartement des tangentes correspondantes de A
et de I'. Si Pon a o> R,, on a évidemment e = p—r > R, —r ;
si on a p<ry, on a

& = RA“"p >RA_rA‘
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Enfin, pour R,> p>r,, la valeur de ¢ estle plus grand des deux
nombres R, —pet p—r,. Il résulte de tout cela que le minimum
R,—r : . Ry+r D

24 , qu est atteint pour p = 44—,
2 2 D
Si A est extérieur & I', le minimum de e est supérieur 3

D . :
et 1l est obtenu encore pour p = 5 » Comme on le voit facilement.

de ¢ est

Done, trouver le minimum de R, revient & trouver le
minimum de ¢ ¢’est-a-dire & trouver la circonférence qui differe
le moins de I' quand on établit une correspondance par tan-
gentes paralleles dirigées entre I' et cette circonférence. C’est un
probléme a la Tchebycheft.

Représentons la courbe I' par ses tangentes, comme on le fait
toujours quand il s’agit d’une courbe convexe. Soit

x cos ¢+y sin o—p =0 | (1)

T
I’équation de la tangente dirigée a I de direction (P+5' p est

une fonction f (@) bien déterminée et continue. Si Uorigine des
coordonnées est intérieure & I', p est constamment positif. Dans
tous les cas, 'équation p = f(¢) peut étre considérée comme
I’équation de I'.

Dans le méme systéme de coordonnées polaires tangentielles,
I’équation d’un cercle de rayon R est

p = R+4+a cos ¢ +b sin ¢, (2)

a et b étant deux constantes. Pour ce cercle 4, la valeur de ¢ est
le maximum de la différence

|f(¢)—(R+a cos ¢+b sin ¢)| = | (e, R, a, b)|]. (3)

Donc la recherche du minimum de € est exactement équivalente

a la recherche de la meilleure approximation avec laguelle la

fonction (@) peut étre représentée par une expression de la forme (2).
C’est le probléme méme de Tchebycheff.

10. Tchebycheff a surtout considéré le cas de Papproximation
d’une fonction continue par un polynome. Ses raisonnements ont
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été simplifiés et précisés par MM. Kircherberger et Borel?). Le
cas de 'approximation par des suites trigonométriques finies a été
considéré par M. J.-W. Young ?) et par M. Fréchet 3). Mais il
sera plus simple ici de prouver directement les quelques résultats
qu’on utilisera.

Remarquons d’abord que 'on a

flo+m) +f(9) =D, (4)

en supposant l'origine intérieure & I', ce que nous réaliserons
toujours. Donc

o0(p, R,a,b)+06(p+mn, R,a, b) = D—2R

Sidone, quand ¢ varie, a, b, R étant fixes, 3 (¢, R, a, b) atteint
la limite supérieure m, il a pour limite inférieure —n=D — 2R —m.
Et par suite, en prenant 2R = D, nous rendons aussi petit que
possible le plus grand des deux nombres m et n. En d’autres
termes, pour a, b fixes, ¢’est-a-dire le centre A d’un cercle A étant
fixe, on obtient le minimum du maximum p de | 3 (9, R, @, b) |,
c’est-a-dire la circonférence A différant le moins de I au sens

: D :
précédemment indiqué, en prenant R = 5 et alors & wvarie

entre —u et 4+ p. Résultat déja obtenu et, en somme, par le
meéme raisonnement.

Prenons ainsi R, et faisons varier a et b. Si 'un d’eux, ou tous
deux, augmentent indéfiniment en valeur absolue, p augmente
indéfiniment. Donc le minimum de w, pour a, b variables,
s’obtient pour des valeurs finies de a et .

Cette valeur minimum de p est positive, sans quol f (¢) serait
~de la forme (2) et I' serait une circonférence, cas que I’on peut
laisser de coté. Alors donc, pour les valeurs minimisantes de a
et b, 3 varie entre p. et —p et I'on a

o0(p+mn)+06(p) = 0.

1) Voir I’exposition qu’en a donnée M. BoreL dans ses Lecons sur les fonction-
de variables réelles et aussi la maniére originale grice a laquelle M. DE LA VALLEES
Poussin retrouve et compléte les résultats de Tchebycheff (Bulletin de I’ Académi:
royale de Belgique, 1910, p. 809 et suiv.).

2) Transactions of the American mathematical Sociely, 1907

3) Annales de ’Ecole Normale supérieure, 1908.
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Soient deux valeurs, « et a-+tm, de ¢ annulant J. Dans
(o, o-7) 8 atteint soit la valeur p, soit la valeur —u, cecl est
évident: je dis qu'en réalité, il atteint les deux. Supposons en
effet que 8 varie entre w et —m, avec m <<y, et modifions a et
b de facon & remplacer a cos @-+b sin ¢ par a cos ¢-+b sin ¢+
A sin (o—a); & deviendra

5—A sin (p—a) = &

et 3’ varie entre u’ et m’ avec p' <p, m<<m'<<p, si A est positif
et assez petit. Ainsi yw n’aurait pas sa valeur minimum pour les
valeurs considérées de @ et b, ce qui-est contraire a I’hypothese.

Traduisons le résultat en disant que, pour les valeurs minimi-
santes a et b, 8 (o) atteint ses valeurs extrémes 4-p et —u dans
tout intervalle (0, 6+=) d’étendue .

La réciproque est vraie: si & (¢) atteint ses valeurs extrémes
L+ m et —m dans tout intervalle (6, 6+ =), pour tout autre systeme
de valeurs de a et b, | 3 (¢) | atteint des valeurs plus grandes que m.
En effet, modifier ¢ et b revient toujours a remplacer & (¢) par
une expression de la forme

6(@)+4 sin (¢ —a) = 9" (¢),

et puisque J (@) atteint +m et —m dans («, a+), dans cet
intervalle 3’ atteindra des valeurs supérieures a m si A est positif,
des valeurs inférieures & —m s1 A est négatif.

Nous pouvons conclure: I existe toujours une circonférence A
qut, dans la correspondance par tangentes paralléles dirigées,
différe moins que toute aulre d’une orbiforme donnée I'. La cir-
conférence C 4 concentrique & A est la plus petite de toutes celles
qui enferment I', nous ['avons appelée la circonférence circonscrite;
la circonférence ¢4 concentriqgue a A est la plus grande des cir-
conférences intérieures a I'y c’est la circonférence inscrite. St l'on
considére deux mozitiés correspondantes de C, et ¢, [c’est-a-dire
données par les mémes valeurs («, a+=) de ¢], il y a toujours
sur chacune de ces demi-circonférences des poinis de I.

11. Ces propositions correspondent exactement & celles des
n% 1 et 2; elles sont un peu plus complétes, mais s’appliquent
seulement aux orbiformes. Quant & la similitude des raisonne-
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ments, qui va souvent jusqu’a I'identité, il est inutile d’y insister
davantage. '
Soit I’équation d’une tangente en A & une orbiforme I

x cos ¢+y sin o —p = 0; (1)
soit

—Xx sin ¢ +y cos ¢ —q = 0, (5)

Iéquation de la normale correspondante. p et ¢ sont des fonctions
continues de ¢ (n° 6). La tangente voisine est

x cos (¢ +6p)+y sin (p+5p)—p—35p = 0 (6)
le pbint commun a (1) et (6) est aussi sur la droite

1— cos do op

—X sin @ +y cos ¢ —p =0 (7)

sin 0@ sin d¢
Faisons tendre d¢ vers zéro, le point commun aux deux tangentes
) . : 0
doit tendre vers A, ¢’est-a-dire vérifier (5), donc g_lf tend vers g.

Ainsi: la fonction p=f(p) définissant une courbe orbiforme est
continue et a une dérivée continue.
Cette fonction doit vérifier la condition

flo+m)+f(9) = D 4)

et une autre condition qui exprimera la convexité de I’enveloppe
de (1).
Les coordonnées du point A sont

X =p cos ¢—p' sin @, y = p sin ¢ +p’ cos @;
done, le segment OA projeté sur la direction ¢ donne
p cos (¢ —y)—p’ sin (¢ —¥),
et, pour la convexité, on doit avoir
p() > p(p) cos (Y —9@)+p'(¢) sin (Y —9). (8)

Pour la commodité, posons D = 2r, p = h-+r et représentons
k (o) par une courbe L comme si & et ¢ étaient deux coordonnées
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cartésiennes rectangulaires. Supposons, de plus, que 0 est le
centre du cercle circonscrit a I', alors A varie entre +p et—p.

La condition (8) exprime alors que la courbe L est tout entiére
au-dessus de chaque sinusoide de la forme

h=A sin ¢ + B cos ¢ —r, (8"

qui lui est tangente. Et, comme conséquence de (4) et (8), on
voit que L est tout entiére au-dessous de chaque sinusoide de la

forme
h = A sin ¢ +B cos ¢+r, (8")

qui lui est tangente 1). ,

Soient « un point ou & (¢) = 0, B la plus petite valeur supé-
rieure a ol A (p) = =+ et supposons que A (8) = —+p. L’arc
de L correspondant & a=¢=f est au-dessus de la sinusoide (8")
qui lui est tangente au point ¢ = {3, on a donc

h(p) 2 (r+p cos (p—f)—r,

d’ou, en faisant ¢ = «,

r
CcoSs —o) < s
B—o) = i

Appelons cos 0 le second membre, 8 étant aigu. On a f—a = 6.

- Soit vy la plus petite valeur supérieure a £ et telle que
® (y) = —w. Quand on passe de $ & v, £ passe de 4p a 0,
puis de 0 & —p; en utilisant comme on vient de le faire la sinu-
soide (8’) et de facon analogue (8”), on trouve que y—f = 26.
Nous savons que vy est inférieur da4-mw. Je dis qu'entre y et
a4 1l y a encore un point § ou £ (3) = + p. Sans quoi en effet
1l n’y aurait pas de tel point entre y—0 et y-+= soit dans un
intervalle d’étendue supérieure a =, ce qui est impossible. 3 existe
donc et l'on a

o—y = 20, a+m—06 =0;

d’ou
o+m—o = 60, 0 <

o

1) Ceci revient a dire que si I’on connait un point A et une normale dirigée en A
d’une orbiforme I' de diameétre D, on en déduit le second pied B de la normale AB et I
est située entre les tangentes en A et B et aussi entre les circonférences de rayon D
et de centres A et B. Comparer avec le ne 6.
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Donec
T 3
r=(r+p cos~6~ = (r+uw 1/2—— ‘

d’ou pour le rayon r+u du cercle circonscrit:

oy < 2r D
v o~ T /= T/
~ ”‘¢3 V3

Le plus grand cerele circonscrit est donc de rayon — ; mais

J_ ?
cette valeur n’est atteinte que si toutes Tes inégalités précédentes
se changent en égalité, auquel cas L est formée de sinusoides (8')

et (8”). Donc, en prenantoa = 0, on a

(p) = "), deoaz
—__cos ——1], de 0 a —;
p\® \/ @ 6 3
@) D 4D d T 21
= — —— §In , de —a —;
pl@ \/3 ® 3 3
@) D S1t 27
= — —— COS ——, de — ;
Pi® /3 *7% 3 &7

.....................................

les valeurs non écrites de p (o) résultant de suite de la condi-
tion (4). Or on reconnait la définition de p (¢) pour 'orbiforme
équilatérale. C’est donc pour elle et pour elle seule que le ma-
ximum du cercle circonscrit est atteint.

12. On pourrait traiter de méme le cas des ensembles de
I'espace, les modifications & apporter & ce qui précéde sont banales.
Seules les considérations du numéro précédent doivent subir des
modifications assez notables. Mais je ne veux pas traiter & nou-
veau la question de la sphere circonscrite, je dis seulement quel
sera ici le probléme d’approximation de Tchebycheff.

L’équation (1) sera remplacée par

X cos @ sin 0+y sin ¢ sin 84+z cos §—p =0

|
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ot p sera une fonction continue de 0, ¢, & dérivées partielles du
premier ordre continues. Et nous aurons & représenter au mieux
cette fonction p (¢, 0) par une expression de la forme

R—[A cos ¢ sin O+B sin ¢ sin 6+C cos 0].

Je signale encore la nouvelle forme que prendra la relation (4):
si on suppose que p (o, 0) est définie pour 0S¢ <= et quel que
soit 0,

p(p,0)+p(p,0+m) =D.

Cette relation montre que le contour apparent en projection
d’une surface orbiforme est une courbe orbiforme. De la 1l
résulte que ce contour apparent en projection est de longueur
indépendante de la direction des projetantes. Minkowski?),
dans un ingénieux petit Mémoire, a démontré la réciproque.
(est le seul travail que je connaisse sur les surfaces orbiformes.
Au point de vue géométrique, celles de ces surfaces qui sont
analytiques doivent mériter d’étre étudiées. Leur surface des
centres doit dtre bien curieuse; la correspondance qui existe entre
leurs lignes de courbure doit aussi étre 'origine de faits géomé-
triques intéressants. J’ai dit que le probléeme du maximum du
rayon de la spheére enveloppante se traitait comme le probléeme
plan analogue; il y a cependant une différence & signaler:

Il existait une seule forme de courbe orbiforme donnant au
rayon du cercle circonscrit sa valeur maximum; dans Iespace,
il existe une infinité de surfaces orbiformes inégales donnant au
rayon de la spheére circonscrite sa valeur maximum. En voici la
raison: une courbe orbiforme de diameétre D est entiérement
déterminée quand on l'assujettit & passer par les trois sommets
d’un triangle équilatéral de coté D; au contraire une surface
orbiforme de diametre D n’est pas définie par la seule condition
de passer par les sommets d’un tétraedre régulier d’aréte D.

13. Nous avons déja remarqué que toutes les orbiformes de
meéme largeur D ont la méme longueur. Comme parmi ces orbi-
formes se trouve la circonférence de diameétre D, elles ont toutes

1)y (Buvres, t. 11, p. 277.
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une longueur égale & wD. Du théoréme des isopérimétres, il
résulte alors que la circonférence de diametre D est, de toutes les

o . . nD?
orbiformes de méme largeur, celle qui a la plus grande alre,—Z—;
cette remarque conduit naturellement & rechercher quelle est
Porbiforme de largeur D qui a la plus petite aire.

Pour traiter ce probleme, j’emploierai ici une méthode pure-
ment géométrique qui nous permettra de démontrer & nouveau
que toutes les orbiformes D ont méme longueur que celle de ces
orbiformes qui est circulaire et qu’elles ont une aire plus petite
qu’elle.

Soient oy = 0, «,, «3, ... un ensemble dénombrable de nom-
bres, positifs et inférieurs a «, partout dense dans (0, «); je pose
«; = a;--7. A chaque entier i, j’attache les deux tangentes T},
T;, de directions o; et o;, d’une orbiforme donnée. Cette orbi-
forme sera parfaitement déterminée par la connaissance de cette
infinité dénombrable de tangentes; sa longueur et son aire peu-
vent étre considérées comme des fonctions des nombres «;.
Les problémes de Calcul des Variations relatifs aux orbiformes
peuvent ainsi étre considérés comme des questions de minimum
pour des fonctions des variables o;. Cette transformation banale
est icl avantageuse.

Nous allons, pour une orbiforme quelconque, calculer L et .S
comme limites des nombres analogues relatifs au polygone cir-
conscrit II, formé par les tangentes T, T, T, T,, ..., T, TI',.
On passe de IT, & IT,,, en enlevant de II, deux triangles; pour
préciser, supposons que o, soit compris entre les deux nombres
o, et o de la suite oy, o, ..., o, o

‘Les tangentes 7, et T,, distantes de la largeur D de l'orbi-
forme et les deux tangentes 7, et Ty, distantes aussi de D,
forment un losange dont les points A et A’ de rencontre de T, et
T., de T, et de T} sont deux sommets opposés. De sorte que A4’
est la bissectrice de T, et de T}, de T, et de T, dont la direction est

o, +oy T
_I_ —_— .

Si T4, rencontre T, en M et T} en N et s1, de méme, TI',+1
rencontre 7T, et Ty en M’ et N', MM’ et NN’ sont les bissec-
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trices extérieures des angles AMN, A’M'N'; ANM, A'N"M".
Les deux triangles AMN, A’M’'N’ sont donc homothétiques, le
centre d’homothétie étant le centre & la fois du cercle exinscrit
dans AMN, suivant le c6té MN, et du cercle analogue relatif
a A" M'N'.

La longueur MN+M'N"est la -/
base V'm d’un triangle semblable
a la fois & OMN et & OM'N' et
dont la hauteur est la somme D
des hauteurs de ces triangles.
MN-+M'N" a donc une valeur
que 'on peut calculer des que
Ion connait o, «,+;, o et qui
est indépendante de celle des
orbiformes de largeur D que ’on
consideére.

Deméme AM+A"M" et AN-+A'N' ont des valeurs connues,
celles des longueurs des cOtés am, aN' d’un triangle 0, semblable
& AMN et de base MN-+MN'. Done, quand on passe de II,
a II,,;,on diminue le périmetre du polygone circonscrit d’une
longueur bien déterminée De,. La longueur de II, est donc égale &

longueur de [T, —D (e +&5+....+€,-1);

elle est donc la méme pour toutes les orbiformes de largeur D et,
par suite, celles-ci ont toutes méme longueur; résultat déja connu.

14. Evaluons de méme la différence entre les aires de II .
et II,; c’est-d-dire la somme des aires des triangles AMMN,
A"M'N’. Cette somme est égale & l'aire du triangle 0, déja
considérée, semblable & AMN et de base MN-+M'N’', multi-

MN
MN-+M'N"

Le triangle 0, est indépendant de l'orbiforme considérée;
¢’est-a-dire de la forme particuliéere du polygone II,; 1l en est de

meéme de son aire. La seule quantité- qui varie d’une orbiforme
a 'autre c¢’est la grandeur de la quantité A, qui peut varier de 0

pliée par A7+ (1—2,)% si 2, est le rapport
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a 1. Or, le multiplicateur [A5 (1 —X,)?] est minimum pour A, = X
c’est-a-dire MN = M’N’ et maximum pour A, = 0, ou 1, c’est-
a-dire MN ou M'N’, égal & zéro. Les deux limites entre lesquelles

peut varier I'aire de II, sont done, en désignant par =, l'aire
de 0,.

, 1
aire de I, — 5(172 13+ F,my)

et
aire de I1, — (1, +93+ ... +1,-1)

Et puisque l'aire de I'orbiforme est la limite de I’aire de II,, les
maximum et minimum de cette aire seront

_ 1
aire de II, — 5(772 +134+.. ... )

L]

et
aire de II, — (, +13+. .. .. );

du moins §’1l existe bien des orbiformes pour lesquelles ces limites
sont atteintes.

Le maximum est atteint pour une orbiforme telle que I'on ait
constamment MN = M'N’; alors les deux triangles AMN,
A'M'N’ sont égaux et les deux circonférences de centre 0
exinscrites respectivement dans AMN et A'M’N’ étant de
méme rayon, sont confondues. Le point 0 est donc également
distant de 7', T,, Tk, T, T, 1, T;,H ; parsuite, en raisonnant de
proche en proche, on voit qu’il existe un point 0 également distant
de touteslestangentes a 'orbiforme qui est donc une circonférence.
Résultat connu.

15.1 Pour appliquer & la recherche du minimum de ’aire le
procédé qui vient de nous donner son maximum, il faut d’abord
qu'un choix convenable des premiers nombres de la suite oy,
ty, Og, ..., DOUS conduise & un polygone II, le méme, a la position
prés, pour toutes les orbiformes de longueur D; 1l faut ensuite
que, & partir du passage de IT au polygone suivant, la condition
du minimum MN.M'N’ = 0 soit constamment remplie dans
chaque passage de 11, & II ;.

1) La rédaction de ce paragraphe 15 n’est pas celle qui est parue dans le Journal
de mathématiques pures et appliquées, mais une rédaction nouvelle. Voir la note 1) de
la page 251.
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T 2n
Prenons o, = @, a5 = ¢ —l——3~, oy = cp—l—?; IT; est un hexa-

gone ABCDEF dont tous les angles sont de 120° et qu’on obtient,
par exemple, en coupant le losange II,, formé de deux triangles
équilatéraux accolés par leurs bases AD, par des paralleles & AD.
De 1a résulte que AB = CD, et, plus généralement, que les cOtés
de rangs 1, 3, 5 de Il; savoir AB, CD, EF sont égaux; de méme
les cotés de rang pair sont égaux.

Si, pour ¢ = ¢, II; n’est pas un hexagone régulier, c’est,
par exemple, que les cOtés de rang impair sont plus grands que
ceux de rang pair. Faisons varier ¢ de facon continue de ¢, a

T T . :
cpo—l—g. Pour cpo—l—g, nous retrouvons le méme II;, mais les

cOtés qui étaient de rang impair sont devenus de rang pair, et
inversement; de sorte que ce sont maintenant les cotés de rang

T
pair qui sont les plus grands. Il y a donc entre ¢o et @ + 3 une

valeur de ¢ pour laquelle II; est ’hexagone régulier dont I’apo-
théeme est la moitié de D. C’est cette valeur ¢ que nous choisis-
sons; le polygone 11, est alors le polygone II que nous cherchions.

Si, dans le passage de 1I; = II & II,, la condition MN.M'N' =
0 est réalisée, c’est que I'une des tangentes T, ou T, passe par
I'un des sommets de II;; soit par A. Alors A appartient a Porbi-
forme, AB et AF sont deux tangentes en A & cette courbe; les
normales correspondantes AE, AC nous fournissent deux autres
points £ et C de 'orbiforme. Celle-ci est donc 'orbiforme équi-
latérale formée des arcs de cercle de centres A, C, E et sous-
tendus par CE, EA, AC. D’ailleurs, pour cette courbe, de deux
tangentes paralleles, 'une passe nécessairement par 4, C, ou E,
donc la condition du minimum est remplie dans le passage de I,
a ll,.; & partir de p = 3. C’est done Porbiforme équilatérale et
celle seule qui donne le minimum de Paire 1),

1) Dans le texte publié dans le Journal de malhématiques pures et appliguées,
il ¢tait aflirmé inexactement que la condition du minimum pouvait étre remplie
des le passage de ITp & II3. En se reportant 4 ce texte, on verra que la phrase qui le
résumait dans le Compte rendu de la Société mathématique de France du 24 juin 1914
ne m’avait pas parue claire. Mais les explications que j’avais ajoutées ¢taient inopérantes
et ne rendaient mon erreur que plus tangible. La correction que m’avait indiquée
Bonnessen était un peu moins simple, mais peu différente en somme de celle utilisée ici.
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Ainsi Uorbiforme d aire mintmum est I'orbiforme équilatérale;

. 3
son aire est: D* |~ — \/— 1),
2 2

16. Présenté sous la forme précédente, 'artifice parait treés
spécial et basé entiérement sur le fait que toute normale & une
orbiforme est une normale double. On peut lui donner une forme
qui le rend utilisable dans des cas assez variés.

Supposons que nous ayons a chercher le minimum d’une fonc-
tion de contour F (c), qui conserve la méme valeur pour deux
contours homothétiques et dont le minimum ne puisse étre
atteint que par un contour convexe. Il sera alors tout naturel
de déterminer ces contours par leurs tangentes de direction
Ay, %y, ..., les a, étant des nombres donnés partout denses dans
(0, 27). Les p premiéres tangentes forment un polygone II,;
le passage & Il ,, fera passer la fonction de F' (II,) & F (11 ,4,) et,
grace a la condition d’homothétie, il arrivera souvent que le
gain, F (II,)—F (II,.,), le meilleur qui puisse se réaliser, soit
indépendant de 1I,; on déterminera donc alors facilement les
tangentes successives, donc le contour minimisant.

Pour retrouver ce que nous avons fait précédemment, il

suffit de rechercher, pour les orbiformes, le maximum et le
2

minimum du quotient < du carré de la longueur a la surface;

dans ce cas, pour tenir compte de la définition de I'orbiforme,
on déterminera toujours simultanément les tangentes de direc-
tions «, et o, .

J’ai montré, dans la Note citée, qu’ainsi présenté, I'artifice
réussit trés bien pour le probléme des isopérimeétres, probléme
qu’il faut ici énoncer comme étant encore la recherche du mini-

2
mum de % ; mais cette fois pour toutes les courbes possibles.

On voit, qu’en somme, on trouve avantage & ne pas raisonner
sur une intégrale, comme on le fait ordinairement dans le calcul
- des variations, mais & raisonner sur une expression construite
a Paide de plusieurs intégrales.

1) Le calcul effectif de ¢ et n fournit des identités intéressantes, mais qui ne différent
pas de celles que donnent les calculs classiques de II.




CHAPITRE IV

Sur la plus eourte distanee entre deux points
d’une surface développable

Le cas des problémes réguliers semble le plus simple; remar-
quons que, cependant, la méthode des dérivées ou son équivalent
pour le calcul des variations, ne fournit pas en général la solution
cherchée sans ambiguité.

S’agit-il d’avoir le minimum de F (X) pour a=X=b. Si I'on
a trouvé X, dans (a, b) et tel que F' (X,) = 0, F" (Xy) > 0,
on sera certain que X, donne un minimum, mals ce ne sera
peut-6tre qu'un minimum local ou, comme l'on dit, relatif.
I1 reste & comparer ces minima locaux. I’habitude est de consi-
dérer les recherches nécessaires comme accessoires, encore qu’elles
soient parfois fort délicates; leur examen a conduit, dans le
calcul des variations, aux conditions de Legendre et de Jacobi,
ce qul montre bien qu’elles ont en réalité une importance qu’on
néglige.

Comme tout probléme du calcul des variations peut étre
simplifié jusqu’d prendre un aspect tres élémentaire, j’avais,
il y a quelques années, bati par une telle transformation, un
exercice destiné & montrer aux éléves de Sévres la nature des
études complémentaires que réclame le traitement complet d’un
probleme d’extremum. Voici cet énoncé débarrassé de certains
artifices destinés & guider les éleves et & donner & 1’énoncé
I'aspect de leurs problémes de concours.

Exercice relatif au plus court chemin iracé sur la surface d’un
cube et joignant deux points donnés M et N, de cette surface.

1. Montrer que ce plus court chemin

a) vérifie & chaque traversée d’aréte une condition que I’on
énoncera,

I’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4. 6
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b) ne passe par aucun sommet si ni M, ni N n’est sur une
aréte,

¢) ne passe pas deux fois dans la méme face.

En conclure que le plus court chemin cherché est a choisir
parmi des chemins dont chacun est fourni par une des suites de
faces joignant M & N; suites qui sont en nombre fini. Montrer
qu’'une construction simple permet, pour chaque suite de faces,
de reconnaitre §’il lui correspond ounon un chemin utile & consi-
dérer et de fournir ce chemin.

Quelles modifications devraient étre apportées aux faits
constatés s’1l s’était agi, au lieu d’un cube, d’un polyeédre convexe
quelconque, puis d’un polyédre quelconque.

2. A.B,C, D, étant les sommets successifs d’une face,
A’ B, C’, D', étant symétriques de A, B, C, D, par rapport
au centre du cube, on supposera M dans la face ABCD et, pour
fixer les 1dées, tel que les distances de M a AB et & AD soient
respectivement le 1/5 et les 2/5 du coté du cube.

Montrer que ’on peut effectuer les comparaisons exigées au
n° 1 d’un seul coup et quelle que soit la position de /V, en opé-
rant ainsi: on fend la surface du cube suivant les 8 plus courts
chemins de M aux 8 sommets du cube puis on développe la surface
ainsi fendue, par exemple sur le plan de la face A’B'C’D’ laissée
fixe. Tous les chemins & considérer deviennent rectilignes.
Appliquer au cas ou [V est le symétrique de M par rapport au
centre du cube. Décrire le polygone développement II obtenu
pour le choix spécial du point M; indiquer en quelques mots
comment il varie quand M varie et & quels moments il subit
des variations importantes.

3. Démontrer que le polygone Il peut étre partagé en 8
polygones partiels dont chacun est constitué par les images des
points N dont les plus courts chemins & M sont représentés
sur II par des segments rectilignes aboutissant & 'un déterminé
des 8 transformés de M. Caractériser les cotés et les sommets
de ces polygones partiels par rapport aux transformés de /M.

En déduire qu’il est possible de pratiquer dans la surface
du cube 8 coupures respectant cette fois la face ABCD et permet-
tant, en laissant cette face immobile, un développement sur lequel




— 279 —

tous les plus courts chemins MV sont transformés en segments
issus de M. Tracer ce nouveau développement II; pour la posi-
tion spéciale indiquée pour M.

Le probléeme précédent est loin d’épuiser I’étude du plus
court chemin entre deux points d’un cube; c¢’est dire combien
on laisse de questions de cOté quand on se borne, dans un
probléme d’extremum, aux parties qui sont susceptibles d’un
traitement uniforme.

L’exemple du cube est cependant l'un des plus simples;
il 'y en a en réalité qu'un autre qui soit plus simple, celui
du tétraédre & arétes opposées égales. Sil’on pose un tel tétraédre
sur un plan, puis qu'on le fasse pivoter autour de diverses arétes
pour amener chaque fois une face en contact avec le plan support,
la correspondance ponctuelle réalisée entre la surface du tétraédre
et le plan est univoque dans le sens plan-tétraedre. Cela simplifie
bien des questions relatives aux tétraedres a arétes opposées
égales.

Le cas le plus simple apres celul de la plus courte distance
entre deux points de la surface d’un polyedre est celui de la
plus courte distance entre deux points d’une surface développable.
Nous entendons par 14, suivant ’habitude en géométrie différen-
tielle, qu’il s’agit de surfaces enveloppes de plans dépendant
d’un seul parameétre et données par des fonctions dont toutes
les dérivées utilisées dans les calculs sont continues 1).

Ces surfaces se partagent naturellement suivant les propriétés
de leurs génératrices en cylindres, cones et surfaces lieux des
tangentes & une courbe gauche. On a admis de trés bonne heure
qu’elles sont applicables sur le plan comme les surfaces polyédri-
ques dont elles sont les limites. On rencontre encore dans les
géométries élémentaires un raisonnement de ce genre 4 ’occasion
de I’étude de I’hélice. Mais si une telle preuve est notoirement
insuffisante, il est facile de la transformer. Je le ferai en me bor-
nant aux surfaces lieux des tangentes & une courbe gauche; les
autres se traitent de fagon analogue, mais plus simplement encore.

Repérons chaque point M d’une développable A par deux
coordonnées curvilignes. Ta premiére [ est la mesure du seg-

1) Le texte qui suitf est extrait de notes préparatoires a un cours sur les applications
géométriques de ’analyse, professé 4 la Sorbonne de 1910 4 1921.
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ment m M porté sur la génératrice de A, m étant le point de contact
de cette génératrice avec l'aréte de rebroussement I' de A;
I' et ses tangentes sont orientées, [ a donc un signe. La seconde s
est l'abscisse curviligne de m sur I'. Alors, en réservant les
notations z,y,z; «, B, v, o', B', v'; r, s pour les coordonnées,
les cosinus directeurs des tangentes et normales principales,
le rayon de courbure de I' en m et larc de cette courbe,
et en désignant par de grandes lettres ce qui est relatif a M.
on a trois relations du type

X =x+al,
d’ou dX = o(ds+dl) + 1= ds,
: r

12

1
2 = (ds + dI)® + — ds*
r

Sidonc entre les points M et M, de deux développables A et A,
on établit une correspondance ponctuelle par ’emploi des mémes
coordonnées curvilignes [ et s, cette correspondance laissera
invariante la longueur des courbes pourvu que les deux arétes
de rebroussement I'" et I'; aient la méme équation intrinséque
r = fonction de s. On vérifie d’ailleurs immédiatement que la
transformation conserve aussi les angles. On a donc réalisé
Iapplication de A sur A,.

Or, on peut prendre pour A; la developpable d’aréte de
rebroussement I'; donnée par:

S

ds ,
Xy =J cos | —ds, Y1 —f sin J —ds, z, = 0;
r

So Sq

¢’est-a-dire le plan de z,; y,; nous avons done réalisé I’application
de A sur ce plan, ou plus exactement sur la partie II; de ce plan
balayée par les tangentes & la courbe convexe I';.

L’ applicabilité sur le plan des surfaces développables est ainst
démontrée, on sait méme la réaliser et Uon voit que, dans cette
application, la courbure de Uaréte de rebroussement est conseroée.
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Quant au probléme du plus court chemin entre deux points de |
A il devient, grice & I'application, celui du plus court chemin |
entre deux points de II;, quand on n’a pas le droit de sortir |
de II,, ou d’autres problémes analogues, comme on va le voir.
Soient deux points M et M de A; supposons quils appartiennent
4 la méme nappe de A; alors tout chemin allant de M & M, ou
ne change pas de nappe, ou en change un nombre pair de fois.
Son image joignant M, & M,, ou ne rencontre pas A, ou rencontre .
cette courbe et passe un nombre pair de fois de 'une & I'autre
des deux régions 1I, et IlI’; du plan x,y; qui se recouvrent.

—

My

m/ﬂ
/\

Fig. 10

Supposons que le segment M, M, ne rencontre pas I'; (fig.10);
alors la courbe MM correspondante est le plus court chemin
de M & M; cette courbe est appelée une géodésique. Les droites
du plan z,;, y; sont caractérisées par ’équation différentielle

d*X, d*vY,

ds* ds®

ix, = iy, avec X{ = xq + o, [,

ds ds
d’ou :
21 7 L d/IN], (&1 1N 1 d/I I
@ =) (@ - 20

<1+ﬂ>oc1—oc'1—l <1+ﬂﬁ —ﬁ'l |
ds r ds) ' Tty

Ty, Yy, g, By, o1, By 6étant relatifs a laréte de rebroussement
plane I', de A;. En tenant compte des relations o', = —8,,
By = ay, a7 + P2 =1, on a Iéquation différentielle des géo-
désiques. Au lieu de sunphﬁer cette équation, écrivons-la sous
une forme plus compliquée mais qui contiendra symétriquement
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les trois coordonnées; pour cela désignons par «; = 0, B; = 0,
v1 = 1 les cosinus directeurs de la binormale de I',. Ceux de T’
seront représentés par o”, £”, v” et le rayon de torsion par . Alors

Iéquation trouvée exprime qu’est nul le déterminant dont la
premiere ligne est:

2X, dX,
ds®*> °  ds

oq

= 0-

Pour I' I’équation analogue est: | ‘

Iadzl l+/1+d [ o 1 1+dl+/l ;
[ ds® r 8 r ds\r T’a ds oc;,oc

En décomposant celle-ci en colonnes partielles, on aura des
déterminants dont seuls seront différents de zéro ceux dont
les colonnes proviendront de termes multipliés respectivement
par o, o', o"; B, B, B"; v, v', ¥'- Donc on a:

a1 I\1 AN [ORRELA N
ds> r)r |r  ds\r Tas) T

¢’est I’équation déja trouvée des géodésiques, équation indépen-
dante de 7; les géodésiques sont donc conservées dans les applica-
tions des surfaces A, ce que nous savions déja, mais nous avons i
de plus une définition géométrique simple des géodésiques,
car notre déterminant exprime que la tangente & la géodésique,
la normale principale & cette courbe, la normale a la développable
sont dans un méme plan. Les géodésiques sont donc les courbes dont
les plans osculateurs sont en chaque point normaux a la développable.

=0,

)
|

Fig. 11

Supposons maintenant que M et M étant toujours sur la
méme nappe de A, le segment M;M,; rencontre I' (fig. 11). Le
trajet le plus court de M, & M, dans II; (ou II’,) doit envelopper
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le contour convexe formé par les deux tangentes M, u;, M i,
menées de M, et M, & 'y, et arc p,ii; de I';. Cest donc ce tracé
lui-méme qui constitue le plus court chemin. Ainsi le plus court
chemin de M a M est constitué par les deux portions de géodé-
siques My et Mji et par Parc pji de Paréte de rebroussement.
Mais 1l y a une grande différence a faire entre les deux arcs
géodésiques My, et Mp: la nappe de A contenant M et M est
formée de demi-tangentes & I'; si uM est une de ces demi-tan-
gentes, fM n’en est pas une et inversement, de sorte que le plus
court chemin de M & M se compose d’un segment de génératrice,
d’un arc de I' et d’une courbe géodésique (prises dans cet ordre
ou dans I’ordre inverse suivant les cas).

Dans ce qui précede, j’al supposé que la courbe I' ne se
fermait pas; si I' avait été une courbe fermée, le raisonnement
précédent aurait donné deux chemins localement plus courts
entre lesquels 1l eht fallu choisir.

A

Si M et M appartiennent aux deux nappes différentes de A,
le segment M, M, pourra ou non rencontrer I';. S’il ne rencontre
pas 1'y, le chemin le plus court de M; & M, sans sortir de II,
(oull’;) et rencontrant I'y est constitué de deux segments aboutis-
sant au méme point de I'; et constituant le trajet d’un rayon
lumineux qui irait de M, & M, en seréfléchissant sur I'; (fig. 12);
ceci résulte de I'emploi des dérivés, ou, ce qui est équivalent,
des raisonnements sur les coniques qui nous ont servi dans
la toute premiére question dont nous nous sommes OCCupes
dans ce volume. A ce plus court trajet, que je suppose déterminé,
correspond le plus court chemin cherché allant de M a M;
il est constitué par deux portions de géodésiques situées respecti-

Fig. 12
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vement sur 'une et 'autre nappe de A et se réfléchissant sur A
a la facon des rayons lumineux.

Si M,M,; rencontre I',, nous avons déja dit quel était le
plus court chemin de M; & M, en restant dans II; (ou IT’;);
il lui correspond, & condition de 'interpréter comme tracé sur les
régions I, et II’; convenables, le plus court chemin de M a M.
Celui-c1 est par suite formé de deux arcs géodésiques tracés sur
deux nappes différentes de A et d’un arc de I'; seulement cette
fois, les deux arcs géodésiques sont, ou tous deux des segments
de génératrices, ou tous deux des arcs de courbes géodésiques.

Naturellement le choix prévu précédemment pour le cas

ou I' est fermée est & considérer aussi, quand M et M sont
sur les deux nappes de A.
Nota: Je me suis borné suivant 'habitude & la considération
des courbes données par des fonctions plusieurs fois dérivables,
mais les résultats s’étendent & toutes les courbes tracées sur nos
développables.

Lalongueur d’une courbe est en effet, la limite de la somme de
segments M M petits; or, en posant Su = ii—u, en désignant par
u, une valeur voisine de u et i, d’ailleurs variable d’une ligne &
Pautre, et par e des infiniments petits, en employant les symboles
S de Lamé, (sommes relatives aux trois coordonnées), on a:

MM = SUXP? =~ SE+al—x—al)? =~ S(6x + &5l +15a)?

= ) 552+ 612 +251 S adx +21 S 6xd0 + 2151 S @S +12 S Sar

avec 4
201 S aox = 2016s S aa,, = 2610s + e,

ou 'on peut prendre p inférieur & 616s;

’ 582
21 S 6xd0 = 216s* S «,, . = e, p étant inférieur & |—
Fm r
o, . o . 161s
2161 S ada = 216165 S & —— = ue, p étant inférieur a ,
- r

o’ \? 5s? . . 12652
> S 6a? = I?55% S(———) = I’—- + ps, u étant inférieur a 5
r r

m
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Donc on a:

2

_ 0s
MM = \/(53+5l)2 +12—2 +ve,
r

le reste ve étant infiniment petit relativement & la partie prin-
cipale de l'expression si ds et 3l sont infiniment petits; ainsi
la longueur d’une courbe quelconque se présente comme la
limite d’une somme d’expressions

5s5\?
\/(5$+5l)2 +12<7>

qui ne différent de celles qui nous avaient servi que par le rempla-
cement des différentielles par des différences.

Nous pouvons donc conclure, comme précédemment, que
la correspondance ponctuelle établie entre deux développables A
et A; dont les arétes de rebroussement ont la méme premiére
équation intrinseque, r = fonction de s, conserve la longueur
des courbes, de toutes les courbes. Nos résultats sur le plus court
chemin entre deux points d’une développable restent valables
quand on envisage toutes les courbes de cette développable.

Nous voicl ainsi arrivés & ce qui est le probleme primordial
du calcul des wvariations: trouver le plus court chemin entre
deux points donnés d’une surface ou plus généralement d’ une
variété.

En ce qui regarde ce probleme, deux surfaces sont équiva-
lentes quand il existe entre leurs points une correspondance
conservant la longueur des courbes, c’est-a-dire quand les deux
surfaces sont applicables I'une sur I'autre. Ceci établit un lien
entre le probléme d’extremum considéré et celui de Papplica-
~ bilité des surfaces. Je me permets de profiter de ce lien, quelque
fragile qu’il soit, pour sortir des limites strictes de mon sujet
et donner un aufre extrait de mon cours sur les applications
géométriques de I’Analyse. Celui-ci n’a pas eu ’heureuse fortune
échue & lextrait précédent et dont les parties principales ont
trouvé place dans les écrits de mes éléves. Pourtant je lui
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attache une certaine importance que je vais d’abord expliquer.
Par souci d’élégance, mais aussi parfois pour éviter de longs
calculs pratiquement inexécutables, les géomeétres ont pris
I’habitude d’user continuellement de procédés ingénieux; 1'un
sert pour une équation, puis on 'abandonne et ¢’est un autre
qui permet d’aller au-dela. Regarder certains exposés de géo-
métrie supérieure, c’est assister au tirage d’un véritable feu
d’artifice. Il devient alors bien difficile au débutant émerveillé
de suivre une pensée; il lui arrive (du moins ce fut parfois mon
cas) de méconnaitre qu'une analyse simple et méthodique — peut-
étre fastidieuse et interminable — doive certainement conduire
aux meémes résultats, car la puissance de pensée des hommes
ne peut aller au-dela de cette analyse simple. C’est pourquoi
il m’a semblé de quelque intérét de tirer d’une meme analyse,
presque enfantine, des faits qu’on n’obtient généralement pas
par un procédé unique.

Soient § et s deux surfaces applicables I'une sur l'autre,
c’est-a-dire telles qu’il existe entre elles une correspondance
ponctuelle conservant la longueur des courbes. Nous supposons
que ces surfaces sont analytiques ainsi que la correspondance
qui définit Papplication, ou que, tout au moins, les fonctions
intervenant dans la question ont assez de dérivées continues
pour que nous puissions utiliser les développements en série
ilimités ou limités.

Soient O et o deux points homologues de § et s; rapportons
nos deux surfaces respectivement & des axes rectangulaires
dont les axes OZ, oz sont les normales & S et s. Nos deux surfaces
ont pour équations

1

S Z =5(RX2+2SXY+TY2)+ ..... ,
1 2 2

S z =E(rx +2sxy +ty“) +.....,

et la transformation est définie par

1 2 2 1 3 2 ;
X = ax+bx+ E(CX +2exy +fy°) + 5—,(gx +3hx“y + 3kxy
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Y =a'x+b'x+ %(c’x2 +2e'xy +fy%) + glz(g’x3 +3h'x%y
| +3k'xy* +1'y°) +...
Nous avons a écrire I'identité
dX? +dY?+dZ? = dx* +dy* +dz?,

identité en dz, dy, x, y; car, grace & nos formules, tout s’exprime
a l'aide de ces quatres variables.
[’expression de da?+dy®+dz? est la plus simple; c’est

dx? +dy* +(pdx +qdy)* =
dx* +dy* +[dx (rx +sy +...)+dy(sx +ty +..)]>

Mais pour d X2+4-d Y2+d 72, il faut, dans ’expression analogue,
remplacer d X, dY, X, Y, en fonction de dz, dy, z, y. Pour avoir
des calculs simples, nous identifierons séparément les termes
en da?, dzdy, dy?, en nous bornant d’abord aux termes de degré O
en z, y, puis a ceux de degré 1, etec...

Les expressions de p et ¢ contiennent x et y au degré 1 au
moins, donc aussi celles de P,Q; quand nous nous occupons
de termes de degré O ou 1, il suffit de considérer da?-4-dy?
et d X2+ d Y2 puisque dz? et dZ2 donneraient des termes de degré 2.
Des expressions

1 , 1
dX = dx l:a+ i—'(cx +ey) + 5(gx2+2hxy +ky2)+...:l

0 1 1
+ dy | b+ T‘(ex +fy) + E(hx2+2kxy+ly2)+...,],

1 1
dY =dx|a' + F(c’x +e'y) + —2—‘(g’x2+2h’xy +k’y2)+...:l

' 1 1
+ dy {b’ + I'-(e’x +f'y)+ E(h'x2 +2k’xy+l'y2)+...],
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nous devons pour le degré O ne conserver que les multiplicateurs
constants a, b, a’, b’ de dx et dy; donc cela nous donne comme
1dentification:

pour dx? 1 =a*+a’?,
pour dxdy | 0 = 2ab+2a’'b’,
pour dy* 1 = b>+b"

Cela exprime que a, a’, b, b’, sont les cosinus directeurs de
deux directions rectangulaires; donc si ’on choisit convena-
blement les directions de OX, OY dans leur plan et I’orientation
de 'angle XOY, nous aurons

a =1, a’ =0, b=0, b’ = 1;

c’est ce que nous supposerons dorénavant.

La possibilité de ce choix montre que Uapplication conserye
les angles; en transportant XOY sur zoy, on fait, en effet,
coincider deux angles en O et o correspondants quelconques.

Pour le degré 1 nous prendrons:

[ 1 1
a la place de dX 1+ i—'(cx +ey)] dx + [F (ex —{—fy)] dy,

1 1
a la place de dY L—l—' (c'x +e’y)] dx + [1 + F(e’x +f’y)] dy;

mais, bien entendu, dans d X2 et d Y2 on ne tiendra compte que
des termes du premier degré; donc cela nous donne comme
~ identification:

pour dx? 0 = 2¢ 0 = 2e

pour dxdy 0 = 2e+2c¢ 0 = 2f+2e

pour dy? 0 = 2¢ 0 = 2f

Ou encore: c=e=f=¢ =¢ =f =0 ainsi:

1
X = x+ a(ng+3hx2y+3kxy2+ly3)+...

1
Y =y+ a(g’x3+3h'x2y+3k’xy2+l’y3)+... 1

1) Ce résultat était évident, puisqu’on devait avoir dx2+dy2 = dX24 dY2 aux
termes du second degré pres.
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Si donc on considére une courbe quelconque issue de o
x = at+pt*+..., y = a't+p't*+...,
il lui correspond la courbe:
X=at+pt*+..., Y=o't+B't*+...

¢’est-a-dire que les courbes =z, y, X, Y correspondantes ont

respectivement en o et O la méme courbure.

Comme on appelle courbure géodésigue en un de ses points o

d’une courbe de s la courbure en o de la projection de cette

courbe sur le plan tangent en o a la surface s, le résultat précédent

s’exprime ainsi: [ ’applicabilité conserve la courbure géodésique.
Pour le second degré, il faut prendre

1
dX =dx|1+ 5(gx2+2hxy+ky2)+...]

S |
+ dy ~2—‘(hx +2kxy +1y*) + ... |,

1
dY = dx i—'(g’x2+2h’xy +k’y2)+...]

1 )
+ dy 1+§(h’x +2k'xy +1U'y*) +... |.

De plus il y a lieu de tenir compte de dz et dZ. On prendra:

a la place de dz, (rx +sy)dx +(sx +ty) dy,
a la place de dZ, (RX+SY)dX+(SX+TY)dY,

c¢’est-a-dire en réalité:
(Rx +Sy)dx +(Sx+ Ty)dy.
L’identification des termes du second degré donne par conséquent:

pour dx? r* = R*+g,  2rs = 2RS+2h, s> = S*+k,

pour dxdy  2rs = 2RS+2h+g’, 2rt +2s* = 2RT + 282,
2st = 28T +1+k’

pour dy®* s* = SZ4+h, 2st = 28T +2k’, 12 = T? 4/,
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Ce tableau nous donne, quant aux formules de transformation,
les conditions
g =h, h' =k, k' =1

conditions du troisieme ordre dont nous ne nous occupons pas
davantage; d’autre part il nous donne pour la premiére fois
une condition relative a s et §. La comparaison des trois for-
mules de la seconde diagonale du tableau fournit en effet la
relation:

rt—s’> = RT —§?

que nous allons interpréter. Il suffit pour cela de se rappeler
que les rayons de courbure principaux de s en o sont les racines

de 1’équation:
1 1
SR
R R

11 ,
T R(i'+t)+rt—s = 0;

ou

rt—s? est done le produit des inverses des rayons de courbure
principaux en o. Ce produit a été appelé par Gauss la courbure
totale de s en o; donc Papplicabilité conserve la courbure totale ?).

1) On l’obtiendra, par exemple, par 'emploi de la méthode que j’ai dite étre la
plus directe et naturelle an début de cette suite de remarques et de citations sur les
maxima et minima.

2) Ceci était complété par I’examen de conditions suflisantes pour que deux sur-
faces soient applicables; mais cela m’entrainerait ici tout & fait hors du cadre de notre
étude. Au reste, dans les cours élémentaires sur les applications de I’Analyse & la Géo-
métrie, on se contente le plus souvent d’établir les résultats partiels que je viens de
donner. .




CHAPITRE V

La méthode classique du calcul des variations

Avant de donner une idée plus précise de la méthode directe
dans le calcul des variations (Chap. V1), je dois, puisqu’il s’agit de
comparer deux procédés, parler du calcul des variations classique.
C’est par lui que je commence parce qu’il a été le point de départ et
le procédé unique tant qu’on n’en avait pas reconnu les lacunes.
L’exposé que je vais en donner, peu différent de celui des traités,
est extrait des notes préliminaires d’'un cours que j’ai fait au
College de France «sur les problemes en marge du calcul des
variations ». Certains.étudiants, frappés des difficultés rencon-
trées dans les applications en apparence les plus simples du calcul
des variations, déclaraient alors, avec la belle intransigeance de
la jeunesse: « Le calcul des variations classique n’existe pas ».
C’est pourquol j’al tenu & exposer tout d’abord la méthode de
Lagrange et Euler afin de montrer que, malgré ses lacunes
logiques et toutes ses imperfections, elle joue dans les problémes
de son ressort le méme role que la méthode de Fermat pour les
problémes d’extremum algébrique. Certes une méthode compléte
reste a trouver, mais ni le procédé classique, ni le procédé direct
ne la donne; il parait probable qu’ils interviendront conjointe-
ment dans la constitution de la méthode désirée.

a et b étant deux nombres fixes donnés, F (z, u, ¢) une fonc-
tion donnée, on considére lintégrale

I(y) = [ F(x,y,y")dx,

dans laquelle y est une fonction a trouver, définie de a a b, con-
tinue ainsi que sa dérivée premiére. Pour F, on suppose que ¢’est
une fonction & dérivées premiére et seconde continues, définies
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pour toutes les valeurs de z, u, ¢, nécessaires & considérer.
Il faut trouver y (z) de facon que I (y) atteigne 'un de ses
extrema, disons son minimum pour fixer le langage.

L’idée mise en ceuvre est remarquablement simple. Soit y, ()
la fonction, supposée existante, donnant le minimum ; pour toute
fonction de deux variables y (z, ¢) telle que 'on ait y (z, 0) =
Yo(x), = 0 donnera le minimum de la fonction 7 [y («, t)] dépen-
dant de la seule variable ¢. LLa méthode de Fermat appliquée a la
recherche de ce minimum donnera une relation que devra vérifier
Yo(x) et qui jouera le role de 'équation dérivée ordinaire.

Cette relation contient la fonction y (z, t) & laquelle il convient
de laisser, sinon toute sa généralité, du moins une grande généra-
lité, car 1l est clair que y,(z) peut donner le minimum cherché
pour I[y (z,t)] sans le donner pour I[y (z)]. Peut-on du moins
espérer qu’il suffira d’envisager une famille restreinte de ¥ (z, ) ?
Non, car supposons seulement qu’il s’agisse du minimum de la
fonction de deux variables o (¢, t;) = I[y(x, t, t,)], ¥ (x, £, ¢;) étant
donnée. La méthode classique revient & écrire d’abord que
t =t = 0, par exemple, donne le minimum pour y (z, t, 0) et
y (z, 0, ¢). Mais supposons méme que le point 0, = ¢, = O,
donne le minimum pour toute droite issue de O, donc pour toute
fonction y (z, t, kt), k fixe quelconque; il n’en résulte nullement
que 0 donnera le minimum de ¢ (¢, ¢;). Prenons en effet deux cir-
conférences tangentes intérieurement en O; & l'extérieur de la
circonférence extérieure C; et sur cette circonférence, prenons
pour ¢ (¢, ¢;) une fonction continue ayant son minimum en O,
o (L t;) = \/tz—{—tf par exemple; & 'intérieur de la circonférence
intérieure C, et sur elle, faisons de méme, les deux fonctions
étant égales en O, par exemple, encore ¢ = \/t2+t‘z‘ ; entre C, et
C,, prenons pour ¢ une fonction continue se raccordant avec les
deux autres sur C; et C,, mais n’ayant pas l’origine pour mini-
mum, par exemple, sur chaque droite issue de O et coupant C,
et Cy en A; et A,, ¢ linéaire de 4, et de A, jusqu’au milieu B
de A; A, et égale en B & —OB. Ainsi, la considération de droites
passant par O ne suffit pas; ni celle des coniques, il suffirait en
effet de remplacer C; et C, par deux courbes entre lesquelles
ne passe aucune conique; ni celle des courbes analytiques, car
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il suffirait de remplacer C; et C, par deux courbes qui, au voisi-
nage de O, soient

1 1

y=ex2, y=2€ x2 . 1)

On reconnaitra facilement qu’il suffirait de se borner a la
considération des courbes z (0), v (6) données par deux fonctions
monotones, mais ¢’est 14 une famille trés vaste de courbes et il
faudrait définir o(z, t;) pour toutes ces courbes.

Ainsi, la méthode des dérivées quine suffit pas pour obtenir le
minimum d’une fonction d’une seule variable & coup str, qui
ne fournit que des conditions nécessaires, est encore moins satis-
faisante quand le nombre des variables augmente. Mais le pro-
bleme devenant alors plus compliqué, les renseignements qu’elle
fournit conservent & peu prés la méme valeur relative. Quand
nous passons au calcul des variations, il en est de méme, I’emploi
des dérivées ne fournit que des conditions nécessaires, les complé-
ments indispensables s’accroissent, mais vu la difficulté accrue
des questions, I'intérét des résultats fournis par I’emploi des
dérivées reste du méme ordre.

Il faut donc conserver a y (x, t) sa généralité; mais alors la
relation que donne la dérivée de 7 (¢) contient y (x, t) et 'on ne
sait l'utiliser. Au contraire, chaque fonction y(x,t) construite
algébriquement a partir de y,(x) et de ¢ donnera une relation
intégro-différentielle en yy(x) que I’on peut espérer employer. Le
cas le plus favorable serait naturellement celui ou I'on aurait
une équation différentielle; ¢’est précisément ce & quoi Lagrange
était parvenu dans des cas particuliers et Euler dans le cas
général.

On choisit y (z, t) linéaire en ¢:

y(x,0) = yo(x) +1dy (x),

Ay (x) étant une fonction ayant les mémes continuité et
dérivabilité que y, (x); les fonctions de z données par y (z, 1)

. 1) Cet aytiﬁce peut de méme servir & prouver qu’une fonction peut étre en un
pom'tAO continue sur chaque droite ou sur chaque courbe analytique passant par O
sans &tre continue par rapport & I’ensemble des variables dont elle dépend.

L’Enseignement mathém., t. IX, fasc. 4. 7
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pour les diverses valeurs de ¢ constituent en somme une droite
de l’espace fonctionnel y (x).

L’analogie avec le cas des fonctions de variables se poursuit
donc. Avec ce choix, on aura une relation intégro-différentielle;
pour avoir une équation différentielle, il faut ne faire intervenir
quune valeur de z, d’ou I'idée de prendre Ay (z) = 0 sauf au
voisinage de cette valeur de x. (Je m’écarterai quelque peu ici
des considérations classiques. Cette modification comme toutes
celles de cet article a pour but, en utilisant des considérations
particuliéres élémentaires, de permettre de mieux suivre len-
semble des idées, depuis les principes jusqu’aux résultats, tandis
que des considérations plus générales, obligeant a recourir a des
résultats techniques, masquent quelque peu la suite des raisonne-
ments, précisément parce que les résultats techniques provien-
nent eux-meémes d’un raisonnement. Par contre, cela permet des
démonstrations plus bréves. Comme le disait Bouquet: « Les
démonstrations courtes ont un avantage: &tre courtes; les dé-
monstrations longues ont un avantage: étre longues. »)

Nous prendrons 4y () comme ayant la forme indiquée par la

figure:
/J\

o p x"l?

Fig. 13

Cette forme entraine pour . Ay (x) = Ay’ (x) des points
X

de discontinuité de premiere espéce; cela n’est nullement génant.
Soit 3y = Ay en dehors d’un petit intervalle a—o, a-taqg et
a 'intérieur de cet intervalle tel que dy et dy’ soient continus
partout et uniformément bornés. Alors:

I(y+4y) =

ac+tx0

I(y+oy)+ | [F(x,y+dy,y +4y)—F(x,y+3y,y' +y")]dx

x— Xy

= I(y+0y)+200, 4, |60]| <1,
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A étant facilement majorable; ainsi [ (y+Ay) et [ (y+9dy)
peuvent se remplacer dans la recherche du minimum.
On peut faire tendre Ay vers zéro de bien des maniéres.

1. Prenons d’abord H = th, « = B—h, y = B-+h, hétant fixe.

ol (yo + 4
Pour A = O, (yoat ) = 0, et pour & # 0, on doit avoir
cette méme égalité pour ¢t = 0. Or:
B—h B )
I(y(J+Ay) = 5 F(xayODy/O)dx_l— j F[xa.Vo‘f‘t(x—.B‘l‘h),J’O +t]d~x
a B—h
B+h b
+ j F[x, yo+t(B+h—x), yo—t]dx+ [ F(x, Vo, Vo) dx.
B+h
B
9 oF OF
-—f(yo +dy) = (x—p dx
J dy ay’
B—h
B+h
oF OF
+ ( dx.
oy’
;

Dans la premiére intégrale, les variables sont:

X, Yo+t (x—B+h), yo+t,
dans la seconde

X, y0+t(:8+h—x)> y’O—t:

y et y’ étant naturellement prises pour la valeur de x considérée.
Pour ¢t = 0, ces valeurs sont z, y,, ¥o; donc on doit avoir pour
ces valeurs:

B B+h
OF OF OF
J[E(X"‘ y’]dx_l_ J‘[——(ﬂJrh x)—aTF:Idx = 0,

B—h B

quel que soit . La dérivée du premier membre par rapport a &
est donc aussi identiquement nulle. Or, grace aux hypotheéses
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faites sur la continuité et la dérivabilité de la fonction donnée F
elle s’écrit:

?

B+h '
—aidx— aF(ﬁ—hsly0> yO) + aF(ﬁ_i_ha, Yoo yé)) _ O,
0y 0yo 0yo
B—h
ou
B+h ’ B—h '
oF OF (B+h, y,, oF OF (B—h, vy, Ve
ot Bth yo,y0) _ [ OF o OFB—h, Yo, yo)
9o Yo 0yo Yo
D’ou la condition nécessaire:
OF OF (X, Vo, V.
—dx + ( y’o Yo) = constante,
0y 0y
ou
0F d oF '
il (xa y'Oa y0)= O,
dy, dx 3y,
d OF

F
car — existant et la dérivée d’une constante étant nulle, — —
Yo dx 0y,

existe bien.

Nous venons d’obtenir I’équation différentielle d’ Euler, pour
pouvoir la développer, supposons que la fonction donnée F
admette des dérivées secondes continues. Alors

OF [x +h, yo(x +h), yo (x +1)] _OF [x, yo (%), yo (%] _
Yo Yo
0> F 0?F Ay 0 *F Ay’
-+ , o,
dxdyo 0y 0yo h  0ye~ h

le second membre étant pris pour une valeur x + 0k comprise

entre x et x-+h. Faisons tendre A vers zéro; tous les termes du

second membre, sauf peut-étre le dernier, tendent vers des limi-
. . O*F 4y’ . . .

tes. Donc celui-c1 E h a ausst une limite. Ceci peut se

produire de deux facons:
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’

0’F . Ay .
est nulle pour la valeur z, ou bien -2 une limite

‘2
Yo '
qui est yo. Donc: en tout point, qui nest pas d la frontiére
du champ de variation des variables X, y,y’, de la courbe y = yo(x)

donnant le minimum, on a Soit:

ou bien

0°F _ ) )
P 0, soit U'équation &’ Euler développée
Yo
> F N 0’ F - 0*F "
’ ’ 4 y = -
3x370  0¥ooy0 1 yo’

2. Conservons les mémes notations, mais intervertissons les
roles de ¢ et de & ¢ sera fixe et h variable; 2 ne pouvant devenir

I .
négatif, nous aurons seulement & écrire que %est positif ou

nul pour 2 = 0. Or

L o F—h, yor v
oh » Yo» Yo
p , 1
, OF[x,yo+t(x—p+h),yo+t
+ F(ﬁ—h>y03y0+t)+ Jt [ Yo ( ﬁ ) ° ]dxf
9Yo
L B—h
( B+h X
, OF[x,yo+t(B+h—x), yo—t
+1F (B+h, yo, yo—1) + Jt Lx, Yo ([;y 0 ]dx>
‘ 0

L B

D’ou, en faisant A = 0, on a, quel que soit ¢,

F (B, yos Yo +D +F (B, yo, yo—1) —2F (B, yo, ¥o) = 0.

Ainst, en tout point, qui rn’est pas a la frontiére du champ de

vartation des variables, de la courbe y = y, (x) donnant le mint-
mum, la fonction F (X,y,, V') de la variable v’ est une fonction
concave.

En particulier, si I est analytique ou posséde assez de déri-
ap
vées, la premiére des dérivées

3575 2R nulle doit étre positive
Yo
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et fournie par une valeur paire de p. Si 'on se borne aux déri-

vées secondes, on ne peut conclure a I'existence du minimum que si
0°F
"2
9o
Par une extension du qualificatif extrémal, on appelle toute

solution de I’équation d’Euler une courbe extrémale. Lorsque le
2

est positif ou nul; c’est la condition de Legendre.

long d’une telle courbe est positif, la courbe est la seule

0yo”
. e . , 0*F
pouvant donner le minimum strict. Si le long de I’extrémale 5072
Yo
est positif ou nul, on ne peut plus affirmer que cette courbe est
la seule pouvant donner localement le minimum. C’est le cas du
| 0*F
Yo

garde un signe constant. Il y a les problemes réguliers positifs
ou ’équation d’Euler sert a la recherche des minima et les pro-
blémes réguliers négatifs ou elle sert a la recherche des maxima,
On voit a quel point se poursuit I’analogie avec le cas des fonc-
tions de variables.

minimum large. Legendre appelle réguliers les problemes ot

3. Combinons les deux modes précédents de choix en posant
ht

o= f—h, H=ht vy=B+—; et g devront étre de méme
q

signe, supposons-les positifs pour fixer les idées, le cas ou 1ls
seraient négatifs se traiterait de méme.

ol . .
Il nous faut écrire que 3 est positif ou nul, pour t = 0, a

droite; il suffira donc d’écrire que cette quantité est positive ou
nulle pour ¢ tendant vers zéro en décroissant. Or

B—h B
I = | F(x,y0, yo)dx+ [ F[x, yo+t(x—B+h), yo+1t]dx
a B—h

h
ﬁ+;t ,
ht , ,
: fF[x,yo+t(ﬁ+—q——x),yo—q]dx+ fﬂx,yo,yo)dx,
B ht

p+—
q
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B ,
ol J‘ (x—ﬁ—{-h)aF[x’ Yo+t(x—p+h), y°+t]dx

ct Yo
B—h
ﬁ ’
N J'@F[x,yo-kt(xjﬁ-l"h)a J’O‘H]dx
0Yo
B—h
g+ ht :
q 2ht 6F X, y0+t ﬁ"i‘a"—x 9y0_q
+ +— —x dx
J (ﬁ q ) 0o
B

h ht , h ,
+—F ﬁ‘i“‘—,yo,yo—‘q _—F(ﬁa yanO);
q q q
d’ou, pour ¢ = 0,

x B 7
OF (X, Vo, V. OF (x, Yo,

(X, Yo yO)dx—I- J‘ ( J”o yO)dx

9y Yo

B
j (x—=p+h)
B—h

B—h
h , h ,
+ EF(ﬁ’ Vo> Yo —4q) — gF(ﬂ, Yos Yo) = 0.

Pour 2 = 0, cecl est identiquement nul, nous pouvons donc écrire
N |

it =h=20
que, pour ' 310k

est positif ou nul. Or

B
621 J aF(xa J’o, yO)d 5F (ﬁ—h’ Yoo yO)

otoh Vo 8V
B—h "

1 , 1 ,
-+ ZI_F(BJ Yo yO—Q)_ ;F(ﬁa Yoo yO),
done

oF o1 : 1 ;
“'_'"(.Ba Yo y0)+ —F(ﬁ: Yos Yo _q)_ '—F(ﬁ: Yo yO) = 09
0Yo q q

ou, en multipliant par ¢, en posant yo—q = p et 8 = z,

E (%, Y0, Y0, P) =F (X, 70, D) =F (X, Yo, y0) — (P — y0) F, (X, Yo, yo) >0.
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C’est la condition de Weierstrass; elle doit étre remplie dans les
memes conditions que les deux autres. Le nombre p qui y figure
est quelconque.

Je ne puis continuer & donner ici ’exposé du calcul des varia-
tions en somme fort complet qui était le début de mon cours;
bien que bref, il nous entrainerait trop loin. Ce qui suit est la
réunion de fragments dispersés dans ce cours et relatifs a ce
quon appelle les conditions suffisantes.

Les Ay qui nous ont servi sont trés particuliers. Quelle est

la portée des conditions qu’ils nous ont fournies ? La condition

de Legendre étant une conséquence de celle de Weierstrass,
nous ne nous occuperons que de 1 et 3. Dans 1, Ay et Ay’ ten-
dent simultanément vers zéro, on a affaire & une continuité
d’ordre 1; dans 3, 4y’ ne tend pas vers zéro, on a affaire a une
continuité d’ordre 0. Or, toute fonction continue dy a dérivée
continue a laquelle on fera jouer le réle de Ay est infiniment appro-
chée par une somme de 4y a continuité d’ordre 0; done les condi-
tions d’Euler et de Weierstrass entrainent bien le minimum de
Yo(z)+ 3y, c’est-a-dire ce qu’on appelle le minimum de Lagrange.
(’est le minimum sur toute droite issue de y4(x) de ’espace fonc-
tionnel y(x); mais nous avons vu que ce minimum n’entraine
pas nécessairement celul que nous cherchons.

Lorsqu’il s’agit de fonctions algébriques, nous savons que les
conditions suffisantes pour le minimum sont obtenues en suppo-
sant que les conditions nécessaires sont vérifiées aussi au voisinage
des points ou elles sont indispensables; ainsi, pour le minimum
d’une fonction d’une variable, on suppose F;z > 0 dans tout le
voisinage du point pouvant donner le minimum. Nous allons
retrouver le fait analogue dans le calcul des variations.

Supposons qu’entre les deux points donnés, il y ait une solu-
tion de I'équation d’Euler, et pour qu’il n’y ait aucune ambi-
guité relativement a l’extrémale pouvant donner le minimum,
supposons qu’il n’y ait qu'une extrémale joignant les deux
points 1). Pour qu’il ne s’agisse pas seulement d’une heureuse
chance, supposons que nous soylons dans un champ d’extré-

1) La condition de Jacobi & laquelle il a été fait allusion et qui ne trouvera pas
place dans cet exposé est relative . a cette ambiguité.
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males, c¢’est-d-dire dans une région du plan telle que par deux
de ses points il passe toujours une solution de I’équation d’Euler
et une seule.

Soit y = y, (x) Vextrémale du champ joignant les -deux
points donnés. Nous voulons comparer / (y,) a [ (YY), y =Y (x)
étant une autre courbe joignant les deux points donnés. Soit
la famille d’extrémales y (z, t) telle que y,(z) = y (z, 0); quels
que solent z, et x, sur y («, ), on a:

X9

3 |
gy JF[x, y(x, 0,y (x, )] dx=

X1

Xg

H OF [x,y(x, 1),y (x,0] 0y (x,1)  0F [x,y(x,1),y" (x,0)]dy" (x, ) }
- A dx
dy ot oy’ Ot

Xy

Xa

_ JJi@F [x,y(x, 0,y (x, )]0y (x, 1) N OF [x, y (x,1), y’ (x, )]0y’ (x, 1) 1
[dx ay’ ot ay’ ot } ¥

Xy

_ [51? [x, y (%, 0, (x, 0] 0y (x, )"

xq

Partageons (a, b) en intervalles partiels (z;, z;,,) et désignons
par f; la valeur telle que y (2, ;) = Y (z;,).

On aura:
I(Y)‘“I(J’o) = Z lji {F(x: Ya Y/)_F[x>y(x> ti)s y,(xa ti)]} dx

+ 2 ] {F [y (1), v (%, )] —F (x, o, yo)} dx

X3
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D’aprés ce qui précéde, le dernier terme s’écrit encore

dy ot

xi

Zj l:aF [x,y(x, 0,y (x,0)] 3 y(x, t)inH

ti
v [ 9F [Xi15 Y s 1505 Y (i1, D] 0y Kips 1)
=L di
ay’ ot
0

3 Zj‘ OF [x;, y (x5, 1), y' (x;, 1)] 9y (x;, 1) "

ay’ ot
Y (xipq1sti)
oF [xi+1aJ’(xi+1,t): yl(xi+1,t)]
=2 ™ dy
y
Y (Xi4150)

y (xi, t7)
5 f OF [xi,y(xg, 0,y (0],
y

2

Y (xi, 0)

t étant cette fois la fonction implicite de x et de y telle que

dy (x,t :
yg; ): u(x,y). Alors, en dési-

gnant par ¢ la contribution de termes extrémes des sommes précé-
dentes et groupant autrement les termes, les sommes précédentes
s’écrivent

Yy (z,t) = y; nous poserons

Yy (xiti_q)

aF'(xi) ya u)
e + Z J P dy.

y(xit5)
Or, I'intervalle d’intégration est:

Yy (X timg) — y(x,t) = [y (%, ti—g) - (Xi—1> tim) ] +
[Y(xi-) = Y(x)],

d’ou par le théoréme des accroissements finis, avec un nouvel ¢

[ (e =) = Y7 (%) + 8] (x; —x;-4).
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Quand on augmente indéfiniment le nombre des intervalles
(z;_4, ;) en les faisant tendre uniformément vers zéro, la limite
de I'expression est:

b
OF (x,Y,u
_ J(Y’—u) Y1)

ou

et 'on a

b

OF(x, Y, u)
I(Y)—1(y,) = f F(x,Y,Y)=-F(x, Y,u)—(Y'—u) ————d

ou

%

a

b

= [ E(x, Y,u, Y')dx.

Ainsi, s1 dans le voisinage de I'extrémale y = y, (x), on a
constamment £ (z, Y, u, p) = 0, c’est-a-dire st la condition de
Wezterstrass est remplie dans tout ce voisinage, 'extrémale donne
bien un minimum, quu est strict st 'on a toujours affaire a I'inéga-
lite E (x, Y, u, p) > 01).

1) II existe de trés élégantes démonstrations de cette condition suffisante, celle
de M. Hilbert, par exemple. J’ai voulu montrer que les conditions suffisantes peuvent,
comme les nécessaires, étre déduites d’un calcul patient de I (Y) et I (yo). Ici, il aurait
€té plus élégant de se servir de la décomposition de Y déja utilisée pour les conditions
nécessaires; cela est possible, mais je n’ai pas su le faire brievement.




CuAPITRE VI

La méthode directe du Calcul des Variations

Bien qu’une tres faible partie des ressources que fournit la
méthode classique du Calcul des Variations ait seule été exposée
dans ce qui précede, on a di comprendre que ces ressources
sont bien, comme je I’ai dit, aussi importantes que celles données
par les dérivées dans les problémes de minimum ordinaire. En
meéme temps, on a pu noter que la lacune logique de ces deux
méthodes (qu’on peut appeler dans I'un ou I'autre cas: méthodes
des dérivées) est la méme: la méthode des dérivées détermine,
totalement ou partiellement, I’élément qui peut étre minimisant,
mais ne prouve pas que cet élément donne effectivement un
minimum; la méthode suppose donc acquise a 'avance la preuve
que 'extremum envisagé est atteint. Or la méthode directe se
propose précisément de construire immédiatement I’élément mi-
nimisant, laissant au besoin & plus tard le soin de bien préciser
sa détermination. Il semble donc que la réunion des deux mé-
thodes forme un tout logiquement complet. Les choses sont mal-
heureusement moins simples, comme on le verra. Pourtant la
méthode directe vient heureusement au secours de la méthode
classique.

I1 a déja été parlé des origines lointaines de cette méthode
directe. Pour qu’elle prenne une forme précise, il ne faut pas
cependant remonter plus haut que les objections faites par
Weierstrass a la théorie des fonctions abéliennes de Riemann.
Celui-ci s’appuyait sur la solution de ce probleme de minimum
connu sous le nom de probléme de Dirichlet. Il admettait que
le minimum est atteint, comme 'avait fait, avant lui, Dirichlet
et Gauss. Weierstrass, & cette occasion, introduisit la distinction
dont nous avons parlé entre borne inférieure et minimum, et
bien qu’il s’agisse 18 d’un probléme du Calcul des Variations, ce
lui fut 'occasion de créer la méthode directe, non pour ce calcul,
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mais pour les problémes de minimum ordinaire. Cette méthode,
qui nous a déja quelque peu servi, peut étre précisée comme il
suit.

Soit une fonction F (P) dépendant d’un point P. Pour en trou-
ver le minimum, on considére une suite de points Py, P,; etc...
telle que F (P,), F (P,) etc... tendent vers la borne inférieure
des valeurs que puisse prendre F (P) (suite minimisante). On
considére un point P, limite des points de la suite. Lia valeur
F(P,)siFestcontinue en Pyest bien la borne inférieure considérée,
et par suite le minimum est atteint pour la position P, de P.

La méthode directe pour le Calcul des Variations repose sur
un principe correspondant exactement & celul qui vient d’étre
indiqué. Soit une quantité F (P), P étant maintenant une fonc-
tion d’une ou plusieurs variables, ou méme un ensemble de fonc-
tions. F est appelée une fonctionnelle d’apres une dénomination
due & M. Hadamard. On considere une suite de fonctions Py,
P,, etc... telle que F (Py), F (P,) etc... tendent vers la borne
inférieure des valeurs que prend la fonctionnelle /' (suite mini-
misante). On prend une fonction P, limite des fonctions P,
P,, etc... La valeur F (P,) moyennant une certaine continuité
de F en P, est bien la borne inférieure considérée, donc le mini-
mum est atteint pour la détermination P, de P.

Cette méthode a tout d’abord été indiquée par Arzela dans
une note fort remarquable et qui néanmolins passa inapercue
au point que, quand M. Hilbert retrouvant le principe de la
méthode directe I'exposa au Congres de Zurich en 1897, il ne
fit en quelque sorte que reproduire la note d’Arzela qu’il ignorait,
alors que, possédant des résultats tres personnels et profonds
sur le probléme de Dirichlet, il aurait pu la prolonger. Ce n’est
que quelques années plus tard, quand Arzela se décida & signaler
modestement a quelques amis sa priorité, que justice put lui étre
rendue. C’est donc & Arzela et & M. Hilbert qu’il convient de
faire remonter la méthode directe du Calcul des Variations.
Encore n’est-ce qu’a partir des travaux d’Hilbert, lesquels eurent
immeédiatement un retentissement considérable, que ’on se mit
a étudier comme il le méritait ce procédé nouveau.

I1 exige que I’on effectue certaines opérations dont nous allons
examiner la possibilité. Il faut d’abord prendre une suite mini-
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misante P;, P,, etc... Une telle suite existe tdujours. Il faut
ensuite considérer un élément-limite P, de cette suite. Or
existe-t-il un tel élément-limite ? La proposition connue sous le
nom de théoréme de Bolzano Weierstrass prouve I’existence
de P lorsque les P sont des points situés dans une partie bornée
de l'espace. Donc la considération de P, ne présente pas de
difficulté quand il s’agit d’une fonction de points pourvu qu’on
ne 'envisage que dans une région bornée. Au contraire, s’il s’agit
d’une fonctionnelle, si donc les P désignent des fonctions, une
suite infinie de fonctions méme bornée dans son ensemble n’a pas
nécessairement une fonction-limite. Il en est ainsi par exemple
pour P, = sin nx. Un travail d’Ascoli fournit cependant un
resultat a rapprocher du théoreme de Bolzano-Weierstrass. On
appelle fonctions également continues, par exemple dans le
cas d’une variable ¢, les fonctions f,(t), f,(t), etc... qui, quel
que soit e positif, admettent un v tel que l'on ait

[fit+)—fi()] <e

dés que 'on a [h| < n, n étant indépendant de i. Le théoréeme
d’Ascoli g’énonce ainsi: une suite de fonctions également conti-
nues et bornées dans leur ensemble admet une fonction-limite.
En effet, prenons des valeurs de ¢ en infinité dénombrable et
réparties dans tout I'intervalle borné que I'on considére. Soient
t,, ty etc... ces valeurs. Parmi les f;, choisissons une suite partielle
f; telle que les f; de ¢, convergent, ce qui est possible puisqu’il
s’agit de fonctions bornées dans leur ensemble. Dans la suite
des f;, prenons une suite partielle f, telle que les f; de ¢, con-
vergent, etc... et prenons enfin la suite f,, f;, f1 etc... Il est clair
que cette suite converge pour chacun des ¢,. Or, soit maintenant
une valeur 0 de ¢ et prenons un intervalle 0—m, 8-+7, n étant le
nombre correspondant & un e choisi. Les nombres f(0), f; (0), etc...
différent de moins de ¢ de la limite de la suite f,, f;, etc... pour
la valeur t,, cette valeur ¢, étant comprise dans l'intervalle
0—m, 6+. Or nous pouvons prendre e aussi petit que nous
voulons, donc la suite f,(0), f;(6), etc... converge, et vers une
valeur qui différe de la limite obtenue pour ¢, de moins de e.
Donc le théoréme d’Ascoli est démontré et I’on voit que la fone-
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tion-limite fait partie de la méme famille de fonctions également
continues que les fonctions de départ. En particulier, si I'on a
affaire & une suite de courbes situées dans une région bornée de
I'espace et toutes de longueur au plus égale & un nombre fini
S, il suffit de prendre pour paramétre de représentation I'arc s
pour que les fonctions définissant la courbe soient également
continues et que par suite 'application du théoréme d’Ascoli
montre que ces courbes ont une courbe-limite de longueur
d’ailleurs au plus égale & S. Ainsi, dans le Calcul des Variations,
pourvu qu’on introduise les restrictions nécessaires pour étre
dans le cas d’égale continuité, I’élément-limite P, existe et jus-
qu'ici il n’y a donc pas de différence essentielle entre les deux
sortes de problemes de minimum envisagés.

Il faut ensuite se servir d’une condition de continuité qui
doit étre remplie en P, pour en déduire que F(P,) est bien la
valeur du minimum. Comme sur P, on ne connait rien d’autre
que son existence, 1l faudra naturellement supposer que la condi-
tion de continuité en question est remplie pour chaque choix
possible de P. S’il s’agit d’une fonction de points F(P) dans les
problémes de minimum qu’on se propose, /' est toujours sup-
posée continue partout et par suite il n’y a aucune difficulté.
Mais dans le cas de fonctionnelles, la continuité de la fonction-
nelle F(P) est tout-a-fait exceptionnelle, les plus simples exemples
le montrent. Ainsi la longueur d’une courbe n’est nullement la
limite des longueurs des courbes infiniment voisines. Ceci pour-
tant n’avait arrété ni Arzela ni Hilbert, car les propriétés des
longueurs sont connues et simples et 'on pouvait, sans invoquer
une continuité, conclure que, cherchant le plus court chemin
d’un point & un autre sur une surface, la méthode d’Ascoli per-
mettait bien de I'obtenir. Mais, pour les.cas un peu plus géné-
raux, il fallait avoir recours & une continuité, laquelle, nous
venons de le dire, n’existe pas.

Dans ma these (Intégrale-Longueur-Aire; Annali di Matema-
tica, 1902), J’ai envisagé une sorte de continuité qui permet de
conclure dans bien des cas. Baire avait décomposé la notion de
continuité des fonctions d’une variable en deux notions distinctes
qu’il appelait semi-continuité inférieure et supérieure. Je n’ai eu
qu'a étendre ces notions aux fonctionnelles et, tandis que,
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réduites a leur utilisation dans le cas des fonctions de points,
elles n’avaient guere qu’un intérét philosophique, elles se sont
révélées d’importance capitale pour la méthode directe.

On dit qu’'une fonctionnelle F(P) est semi-continue inférieure-
ment si la plus petite des limites des F(P) quand P tend vers
une détermination IT est au plus égale a F(II). Il est clair que,
si une fonctionnelle F(P) est semi-continue inférieurement et si
P, est I’élément limite obtenu précédemment, F(P,) sera bien
égal au minimum. On définit d’une facon analogue la semi-conti-
nuité supérieure; elle permet de conclure qu’'un maximum est
atteint. Dans ma thése, je me suis borné a ce genre d’indications
sans rechercher des cas ou une telle semi-continuité existait
effectivement, car mon but n’était pas du tout ’étude du Calcul
des Variations et je n’en parlais que dans la mesure ou cela
m’était immédiatement utile. Goursat, puis M. Hadamard mon-
trerent que la semi-continuité existait dans des cas étendus,
puis M. Léonida Tonelli montra que la semi-continuité nécessaire
a I’emplo1 de la méthode directe était réalisée pour tous les pro-
bléemes que I'on appelle réguliers, et 1l réussit & donner une
méthode compléte pour la résolution du premier probleme du
Calcul des Variations. C’est 14 un progrés trés important et c’est
précisément parce que J’apprécie a un tres haut point ces résul-
tats de M. Tonelli que je me suis permis de rappeler la toute
petite part qui me revient dans ces progres: avoir étendu aux
fonctionnelles les notions de semi-continuité; ce que plusieurs
ouvrages récents attribuent & M. Tonelli. On peut d’ailleurs me
rendre justice sans crainte; ’apport de M. Tonelli est si grand
qu’il ne sera diminué en rien.

Je voudrais maintenant montrer que ces notions de semi-
continuité obtenues par Baire grace a son esprit profondément
critique dans le cas des fonctions de points sont des notions
simples et qui vraiment s’imposent dans le cas des fonctionnelles.

Tous mes travaux se rattachent & une plaisanterie de collé-
gien. Au College de Beauvais, nous démontrions que, dans un
triangle, un coté est égal a la somme des deux autres. Soit
ABC un triangle. Si 4,, B;, C; sont les milieux de ses c6tés, on a

BA+AC = BC1 +C1 A]_ +A1 Bl +Bl C.
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Opérons sur chacun des triangles BC1A,, A;B,C comme sur ABC.
On trouve une ligne brisée formée de huit segments et égale a
BA-+AC. En continuant ainsi, on a une suite de lignes brisées
qui s’écartent de moins en moins du c6té BC et qui ont toujours
pour longueur la somme des deux autres cotés de notre triangle
de départ. Les collégiens de Beauvais en concluaient que le
segment BC, limite géométrique de nos lignes brisées, avait pour
longueur la somme des deux autres cotés, BA-+AC. Mes cama-
rades ne voyaient 14 qu'une bonne plaisanterie. Pour moi, ce
raisonnement m’a paru extrémement troublant, car je ne voyais
aucune différence entre lui et les démonstrations relatives aux
aires et surfaces des cylindres, cones, sphéres, ou a la longueur
de la circonférence. Je finis par me contenter d’observer que,
pour cette derniére longueur, on pouvait se servir de polygones
inscrits et, lorsqu’on en utilisait d’autres, ¢’étaient des polygones
voisins de ceux-ci et ne présentant nullement les complications
accumulées & souhait dans les lignes brisées de notre pseudo-
démonstration. Pour les cylindres, cones et sphéres, on avait aussi
recours ou l’on pouvait si on le désirait avoir recours a des
polyédres quelque peu inscrits dans les surfaces considérées.
Plus tard, je sus démontrer que les polygones inscrits dans une
courbe ont effectivement une limite et que cette limite est la
longueur de la courbe. J’imaginais bien entendu que I’aire d’une
surface pouvait se définir de la méme maniére quand, en pre-
miere année d’Ecole Normale, j’appris, par la lettre de Schwarz
a Genocchi insérée dans le cours lithographié d’Hermite, que
Paire des polyeédres inscrits dans une surface n’a pas une limite
déterminée et que le probléme de la définition de I’aire était en
somme un probléme ouvert. Pour le résoudre, il fallait tout
d’abord abandonner 'idée d’utiliser des éléments inscrits, ce qui
paraissait bien regrettable puisqu’ils donnaient une définition
logique parfaite de la longueur des courbes. Mais il y avait une
raison péremptoire pour considérer que cette définition logique-
ment parfaite était cependant mauvaise a certains égards:
c¢’est qu'une longueur se mesure pratiquement; s’il fallait pour
Pavoir prendre nécessairement des points sur la courbe comme
sommets des polygones utilisés, la mesure physique serait impos-
sible puisqu’on ne peut distinguer un point d’un point extréme-

L’Enseignement mathém., t. IX, lasc. 4. 8
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ment voisin. Sil’on réfléchit d’ailleurs a la facon dont on 8’y prend
pour mesurer une courbe, par exemple un chemin avec un métre a
ruban, on en revient & ce que nous avons déja dit, qu’il s’agit
avant tout de supprimer les complications inutiles, en somme de
prendre les polygones qui donnent la plus petite valeur possible
comme valeur-limite. Si de plus on observe que, par la construc-
tion de lignes en dents de scie, il est possible de remplacer les
polygones fournissant une certaine limite par d’autres fournis-
sant une limite supérieure choisie & volonté, on voit que la limite
inférieure dont nous parlons est vraiment le seul nombre fourni
par 'ensemble des polygones s’approchant indéfiniment d’une
courbe donnée.

D’ou les deux définitions que j’ai posées:

La longueur d’une courbe est la plus petite des limites des lon-
gueurs des polygones tendant uniformément vers la courbe.

L’aire d’une surface est la plus petite des limites des aires des
surfaces polyédrales tendant uniformément vers la surface.

On voit que ces deux définitions mettent en évidence la semi-
continuité inférieure de la longueur et de ’aire. Ce n’est pas par
I'introduction de restrictions que la longueur et aire sont semi-
continues. Leur définition méme est basée sur la semi-conti-
nuité et I'entraine.

La méthode directe a donc pour point de départ la distinction
¢lémentaire entre borne inférieure et minimum; elle fait usage
d’un procédé de construction simple et qu’on peut dire naturel;
elle s’appuie enfin sur une notion de continuité tres élémentaire
également et qui, a certains égards, s'impose a l’esprit. Il ne
faudrait pas croire cependant que, parce qu’il s’agit de considéra-
tions n’exigeant presque aucune connaissance mathématique
préalable, les principes de la méthode directe sont de ceux qu’on
n’oublie pas une fois qu'on les a employés. Par exemple, J’al eu
I’occasion dans I'article qui va étre reproduit de montrer que
ceux-la méme qui avaient attiré lattention sur la distinction
entre borne inférieure et minimum confondaient cependant ces
notions dés qu’elles se présentaient sous un aspect un peu
nouveau.l)

1) Le texte qui suit est paru sous le titre: Sur la méthode de Carl Neumann, dans
le Journal de mathématiques pures et appliquées, 9e série, t. XVI, 1937, pp. 205-217
el 421-423.
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On sait qu’au début de ses recherches sur les fonctions abé-
liennes, Riemann résout le probléme de Dirichlet par une méthode
fautive, car elle suppose que toute quantité variable atteint sa
borne inférieure; il confond borne inférieure et mintmum.

Weierstrass releva la faute. A Weierstrass nous devons la
démonstration du fait que toute fonction continue de variables
atteint sa borne inférieure et les célébres conditions suffisantes
pour le caleul des variations. Mais le probléme de Dirichlet n’était
pas résolu par ces recherches; I'existence d’intégrales de premiére
espéce pour une surface de Riemann quelconque, que Riemann
avait déduite du probléme de Dirichlet, restait en question.

Carl Neumann s’est occupé avec succes de ces questions; il a
notamment donné pour la résolution du probleme de Dirichlet
une méthode restée justement célébre; Neumann se bornait a
Iétude des domaines convexes, Poincaré a justifié la méthode
pour des cas étendus de domaines non convexes; les recherches
de Fredholm ont fait mieux comprendre encore I'importance de
cette méthode et les raisons de son succes. La critique que )’en
veux faire ici ne portera que sur sa légitimation classique pour
le cas des domaines convexes.

Celle-ci repose en effet sur un lemme géométrique dont la
prétendue démonstration donnée est basée uniquement sur la
méme confusion entre borne inférieure et minimum. Cette faute
est de Neumann ; mais elle est aussi celle des Auteurs qui opposent
Riemann et Neumann; celle des professeurs qui ont exposé le
raisonnement de Neumann et de tous ceux qui ont lu ce raisonne-
ment sans protester. Bref, nous avons tous fait cette faute;
aussi mérite-t-elle qu'on s’arréte un instant pour I’examiner.

Sans doute, maintenant qu’est faite la distinction entre borne
inférieure et minimum, il n’y a plus guére de profit mathéma-
tique précis a tirer de cet examen; mais il y a un profit certain,
quolque d’un autre ordre, a constater avec quelle facilité nous
errons et qu’il suffit d’avoir donné un aspect géométrique a une
erreur classique et ancienne pour que personne ne la reconnaisse
plus.
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Il s’agit bien d’une erreur ancienne; quelque cinquante ans
avant l'objection de Weierstrass, Servois opposait la méme
objection & Argand.

Plus anciennement encore, on avait compris qu’il fallait dis-
tinguer quand on étudie la convergence d’une série, entre

U1 Upt1

<1 et
un un

< A <1;

et, comme la quantité & majorer dans le raisonnement de Neu-
mann est précisément le rapport de deux termes consécutifs
d’une série, ¢’est cette faute de débutant que nous ne reconnais-
sons pas.

Le lemme est d’ailleurs facile & démontrer rigoureusement en
s’aidant de la méthode directe du calcul des variations et de
calculs qui remontent & Neumann lui-méme. On le démontre ici
pour tous les domaines convexes non biétoilés; condition restric-
tive essentielle pour I'exactitude du lemme, sous quelque forme
qu’on I’énonce.

Un autre lemme, nettement différent, nous permettra d’ailleurs
de légitimer les développements en série de Neumann pour tous
les domaines convexes, sans aucune espéce de restriction.

1. La méthode de Carl Neuman pour la résolution du pro-
bléeme de Dirichlet est basée, comme Pon sait, sur les propriétés
des potentiels de double couche: on recherche la densité & (s)
d’une double couche répartie sur la frontiere F du domaine
donné et dont le potentiel se réduise sur cette frontiere du coté
intérieur au domaine, a la fonction donnée f(z). Ceci conduit a
I’équation:

[E—A(x)]é(x)-l—lié(s)d(}fc = f(x)

dans laquelle x et s désignent deux points de la frontiére; E,
A(x), 05 sont les mesures, faites avec les unités trigonométriques
normales, d’angles solides. Poﬁr E, 1l s’agit de tout ’espace;
pour A(x), de 'angle sous lequel on voit le domaine, supposé
convexe, du point z; pour 6, de ’angle sous lequel, de z, on voit
un domaine découpé sur la frontiére et parcouru par le point s.
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L’intégrale est ce qu’on appelle maintenant une intégrale de
Stieltjes.

Sous cette forme, ’équation convient aux domaines convexes
Jes plus généraux; mais cela suppose qu’on a étudié les propriétés
des doubles couches réparties sur la frontiére de tels domaines;
je ne m’y arréterai pas car mes observations s’appliquent tout
aussi bien aux domaines les plus simples, & un polygone et tout
spécialement & un quadrilatére. On pourra donc supposer qu'on
est dans le plan, interpréter x et s comme des parametres;
E sera 2w, A(z) I'angle du contour /' au point z et, s1’on suppose
que I n’a qu’'un nombre fini de points singuliers, comme le faisait
Neumann, l'intégrale se transformera en une intégrale ordinaire;
mais on pourra aussi, au contraire, conserver aux symboles leur
portée générale. |

Pour résoudre I’équation du probléme, Neumann I’écrit sous
la forme équivalente

f(x) = Eé(x)+ 3[[5 (s)—d(x)]do-,

et, par approximations successives, il trouve

0(x) = vo(x)+v (X)+v, (x)+...
avec ’
J(x) 1 ‘
vo(X) = —=, vi(x) = — — | [Vi-1 () =iy ()] d63.
E E
F
Un calcul facile montre que, si la série 3(x) est majorée par une
série convergente de constantes positives, la fonction §(z) vérifie
bien I’équation et conduit & la solution du probléme de Dirichlet.
Pour obtenir cette série majorante supposons que, sur tout F,
on ait

m; = v;(s) = M;

et partageons / en deux parties A; et B; lieux des points s tels
que:

pour 4; = < Vie1(s) = M;_,4
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M;_y+m;_y

pour B; m_y S v;i—1(8) < 5

D’ou, pour v;_; (s) — v;_; (), respectivement les limites,

' Mi"' _mi_
pour s dans 4; — 1 > (Mg —my_y),

—Mi—q

2 9

M;_
pour s dans B; —(M;_; —m;_;) ——

et, par suite,

E ;’x‘ E X = vi(x)
A; B;
M, y—m;_4| 1 ,
S22 aes+ | des |-
E 2
A; B;

lIA

Si donc on prend pour m; et M; les bornes exactes de v,
la différence M;—m; qui sera la borne supérieure de v;(z) — v,(y),
est telle que ~
M;—m; = (M;_{ —m;_4) 4,

A étant la borne supérieure de
A( A;, By L1 do,+ | do.+ | 46, + ! ao,
X, YV, Ajy, D) = =~ x x ~ 5
Y E|2 g 1
A; B; 43 B

cette borne supérieure étant relative a tous les choix possibles
de z et de y sur F et & tous les partages possibles de F en deux
ensembles complémentaires A;, B;1). Dou M;,—m; <k A,

avec une valeur convenable de k, et, puisque [d6; ne peut
' F

surpasser E,
|v;(x) | <k AL,

Si donc A est inférieur & 1, la solution est obtenue.

1) On pourrait assujettir A; & étre fermé, donc Bi & étre ouvert, et & contenir
tous deux des domaines, mais, en réalité, il suffit que A, donc Bi, soit mesurable afin
que les intégrales considérées existent.
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9. Cest ici quintervient le lemme géométrique dont j’ai
parlé; on I’énonce sous des formes diverses. Les intégrales qui
figurent dans la définition de A sont les angles A; oy Bi s
A; ,; By, sous lesquels les parties A; et B; sont vues des points
et y; de sorte que 'on a, par exemple,

1 1
A(x,y, A;,B) = EAi,x+Bi,x+Ai,y+ ’2“Bi,y:| |

ey =

1
L(Ai’ x +Bi, x) +(Ai, y +Bi,y) - E(Ai, x+Bi,y)]

] =

1 1 1
—Z—(Ai, x +Bi, x) + 5 (Ai,y +Bi, y) + '2—(Ai,y +Bi, x)]

| —

—

] —

1 1
(Ai,x+Bi, x) + E(Ai,y +Bi,y) + E(Ai,y—Ai, x)]

-

En remarquant que les parenthéses (4A; +B;, ), (4; ,+B; ;)

E . .
sont au plus égales & X a ces expressions de A correspondent les

formes suivantes du lemme:

Il existe un nombre q, indépendant du choix des deux points x
et v sur la frontiére F et de la division de F en deux parties A,
et B; tel que lon ait

1 1
(Forme I) —2~Ai,x+Bi,x+A,~,y+ EB"y <qE avec g<1;

il

(Forme II) A; .+B; , ZqE, avec g > 0;

Ly =

(Forme III) A;,x+Bi’y < qE, avec q < 1;

1

(Forme 1V) A; ,—A; . SqE, aveec g < 3

La forme II se démontre généralement en disant: A; . ne
peut étre nul que si z est le sommet d’une partie conique de F
a laquelle A; appartient; en d’autres termes si 4; est un lieu
de segments de droites passant toutes par z, B;, ne s’annule
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que dans des conditions analogues. Donc la forme 11 est justifiée
pour tous les domaines non biétoilés, c’est-a-dire tels que F' ne
soit pas formée de deux parties coniques. |

De la forme II la forme III résulte de suite, puisque 'on a

A; t+4;,+B; . +B; , = E;

cette forme III est celle que Neumann formule dans son énoncé.
On pourrait certes I'atteindre directement sans passer par II,
mais c¢’est par le détour employé ici que Neumann y arrive.

Il est clair que le raisonnement rappelé est inopérant; du
fait que

1
= Ai x+Bi X —
C ( s ’y) E

/

est inférieur a 1 pour tout choix de la division A4;, B; et des
points z, y il n’en résulte nullement que sa borne supérieure A
soit aussi inférieure & 1. On ne peut I’affirmer que sil’on a prouvé
que la borne supérieure est aussi un maximum, c’est-a-dire est
elle-méme atteinte pour un choix des 4;, B;, z, y. Le raisonne-
ment de Neumann, destiné a remplacer celur de Riemann, est
donc fondé exactement sur la méme confusion entre borne supé-
rieure et maximum, justement critiquée par Weierstrass.

Il est tout a fait étonnant que tout le monde, & commencer
par Weierstrass, ait admis la validité du raisonnement de Neu-
mann et que nos traités actuels continuent a opposer le raisonne-
ment de Riemann, déclaré faux, & celui de Neumann, proclamé
entiérement correct. Et pourtant Neumann attirait 'attention
sur le point litigieux dans I’énoncé méme de son lemme Haupt-
sache ; ¢’est, en effet, dans I’énoncé qu’il passe du fait, exact,
démontré sur { & la conclusion fausse relative a la borne supé-
rieure A de . Il le fait en utilisant la notation (sic!) qui ne peut
mangquer d’attirer ’attention, dans les termes suivants 1):

«..., 50 wird ¢ dem spielraum unterworfen sein:

o ={<l1

(sic )

1) Untersuchungen Uber das logarithmische und Newton’sche Potential, par C. NEU-
MANN, Leipzig, Teubner, 1877, p. 173.
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Was von der Variablen ¢ gilt, gilt aber nothwendig auch
von jedem specialwerth dieser Variablen. Bezeichnet man also
den Maximalwerth von ¢ mit 2, so folgt aus der vorstehenden
Formel sofort:

o 2l <1

(sic!)

. . . v vn+1 .
Ainsi Neumann, ayant & majorer le rapport ——, fait exac-
v

n

tement la faute des éleves qui ne distinguent pas

un+1 de un-’rl

<1 <A<l

u, u,

mais il la fait, si je puis dire, d’une fagon plus savante, en affir-
mant que la maximalwerth de { est une specialwerth de G,
¢’est-a-dire exactement sous la méme forme que Riemann.

3. On ne saurait mettre la confusion qu’il a commise en plus
parfaite lumiére qu’il ne I’a fait lui-méme, mais, sila lacune de la
démonstration est claire, comme nous justifirons dans un instant
le lemme de Neumann, avec I’énoncé de Neumann et en nous
restreignant comme lui au cas des domaines non biétoilés, il ne
sera pas superflu d’indiquer que, dans cette question du lemme
de Neumann, le raisonnement faux de Neumann n’a pas conduit
seulement & des résultats exacts mais aussi a des énoncés erronés.

Dans un ouvrage excellent, I’Auteur adopte la forme IV
et, raisonnant comme Neumann, il dit: A; ,—A; , ne peut étre

E E L
égal & > que parr A;,= > A; .= 0 et ceci exige que le
domaine soit limité par une partie conique A; et une variété
linéaire B;, on prendra z au sommet du cone, y dans B;. Ainsi,
il ne sera donc plus nécessaire d’écarter que ces domaines pyra-
midaux et non tous les domaines biétoilés.

On notera que ¢’est bien le seul raisonnement de Neumann
qui a été employé, qu’aucune faute nouvelle n’a été surajoutée
a celle de Neumann, c’est-a-dire & celle que nous commettons
tous quand nous acquiescons au raisonnement de Neumann, et
pourtant, cette fois, la conclusion est fausse; car:
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Le lemme de Neumann est faux pour tout domaine biétoilé
quelle que soit celle des formes 1 a IV sous laguelle on I énonce.

Pour montrer cela il suffira de s’occuper de la forme I puisque
les autres ont été obtenues par des majorations des intégrales
servant & la définition de A. Placons-nous d’abord dans le cas
du plan, un domaine biétoilé est un quadrilatére, ABCD, ex-
ceptionnellement un triangle ABC, on placerait alors D sur le
cOté AC. g; étant arbitrairement petit positif, prenons des voisi-
nages de A et de C, tels, pour celui de 4, par exemple, que pour
chaque point & de ce voisinage, les angles BAD, BED différent
de moins de ¢;; prenons ¢ dans le voisinage de A et sur AB et
faisons subir & 'angle DEB une translation dans laquelle & se
rapproche de A sur BA, arrétons-nous dans une position telle
que la partie du coté AD extérieure a cet angle soit vue du
voisinage de C sous un angle inférieur a ¢;; soient alors z; la
position de &, Do; la partie de DA extérieure & I’angle. De fagon
analogue nous prendrons v, puis y; sur CB et Dvy; sur DC. B; sera
formée de Aw;, Dv;, BC; A; sera formée de Cv;, Do;, AB. On a:

Ai,yi > T —28i’ Bi,yi > 7T —28i)

A, +B; , = 7, 4; ,,+B = 7,

i,yi

done, pour g; tendant vers zéro,

1 (1 1
'2‘7; { “2“ Ay 5+ By 5+ 4iy, t EBi,yi }
tend vers 1. ’

Dans le cas d’un domaine biétoilé a plus de deux dimensions,
on opérera exactement de méme. La frontiére F pourra toujours
étre considérée comme formée de deux partie coniques &/ et €
de sommets A et C se coupant suivant une certaine variété BD;
sur &/ on choisira une génératrice le long de laquelle 1l existe un
élément tangent et sur cette génératrice un point & dans un cer-
tain voisinage de 4 d’ou V'on voit la variété BD sous un angle
solide différant de moins de ¢; de celui sous lequel elle est vue
de A, et Pon fera subir au cone (£, BD) la translation rectiligne
qui ameénerait & en A en s’arrétant quand la partie de &/ exté-
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rieure & ce cone est vue du voisinage de € sous un angle solide
inférieur a g, ....

Ainsi, on ne peut étendre le lemme de Neumann au-dela du
cas considéré par Neumann; il est vain d’espérer atteindre de
cette facon des domaines biétoilés.

I1 est tout a fait surprenant que Neumann se soit juste arrété
a point. J’ai déja indiqué que Neumann, bien que concluant
pour la forme III, avait en réalité raisonné sur la forme IT; ¢’il

avait raisonné directement sur III, il aurait dit: 4; , = 3

seulement quand il y a un élément tangent en z et que B; est
tout entier dans cet élément tangent. La méme chose peut se
répéter aprés permutation de A4;, B;, de z, y; or les conditions
indiquées dans les deux cas sont incompatibles, donc:

A; +B;, <E d’ou A; «+B; , = qE <E;
(sic!) (sic!)

et, comme conclusion, la forme III du lemme pour tous les
domaines convexes sans aucune exception; ce qui serait erroné.

D’ailleurs, des considérations mémes de Neumann on pour-
rait tirer la méme conclusion, puisqu’elles donnent la premiére
des inégalités précédentes sauf pour le cas ou A4; et B; seraient
deux parties coniques de sommets respectivement y et x et
qu’alors on a

A

A, = B; ., =0, A4;,+B; A; ,+B;

7N
o |

y X =

E.
2’ s Y
les deux derniéres égalités s’excluant 'une Pautre. Cela revient
en somme & utiliser la forme I et, en effet, le mode de preuve de
Neumann appliqué & I donnerait cet énoncé pour tous les do-
maines sans restrictions.

Bref, le mode de raisonnement employé est non seulement
insuffisant, il est erroné et conduit aussi bien & des conclusions
fausses qu’a des conclusions exactes. |

4. Une démonstration du lemme de Neumann ne peut reposer
que sur I’évaluation approchée de la quantité, dont la borne est
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en discussion, et le calcul & faire pour cela s'impose. Il a été fait
par Neumann lui-méme qui, aprés la démonstration (?) de son
lemme, calcule A pour une ellipse et un ellipsoide, par exemple.

Neumann ne voyait pas dans ce calcul un appui pour sa
démonstration dont la validité lui paraissait certaine, mais cer-
tains auteurs, qui ont introduit le commencement du calcul de
Neumann dans la démonstration méme du lemme, avaient peut-
etre quelque doute sur cette validité. Ils ne nous ont pas ren-
seignés sur ces doutes; il est peu vraisemblable d’ailleurs qu’ils
alent bien assimilé I'une & l'autre les lacunes des raisonnements
de Neumann et de Riemann, sans quoi, aprés avoir majoré
I'expression étudiée par une quantité variable V, ils n’auraient
pas oublié de prendre les précautions nécessaires pour passer de V
a sa borne supérieure sans donner prise & la méme critique. Ces
précautions sont d’ailleurs simples; V est le plus souvent une
fonction ordinaire, il suffit donc de se placer dans des conditions
ou elle est continue, mais on aboutit ainsi & des domaines for-
mant une famille moins vaste que celles que les exposés que j’ai
vus croyaient examiner.

Quoi qu’il en soit, c¢’est au calcul de Neumann et & ces essais
de meilleure démonstration du lemme que se rattache immédiate-
ment la preuve qui suit. Pour lui donner une valeur pour tous
les domaines convexes non biétoilés il suffit de se rappeler que,
presque partout, la frontiere d’un tel domaine a un élément
tangent et que, dans les intégrales, il suffit de s’occuper de ces
points non exceptionnels pour lesquels s’appliquent tous les
calculs qui sont classiques pour le cas ou la frontiere a partout
des éléments tangents; on pourra d’ailleurs, si on le veut, inter-
préter ce qui suit pour ce cas particulier.

Prenons, par exemple, la forme de Neumann, et raisonnons
sur la borne supérieure de

,Ldeii_l— Bfidé);i
pour tous les choix possibles de z;, y;, 4;, B;. Nous pouvons, c¢’est
le point de départ méme de la méthode directe, ne conserver que
des choix pour lesquels les x; d’'une part, les y; d’autre part, ont
des points limites, &, 5 qui, d’ailleurs, sont peut-étre confondus.
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Puisque le domaine n’est pas biétoilé, il existe un point M de F
en lequel F a un élément tangent lequel ne passe ni par ¢, nipar 7.
Alors si autour de & et » on a pris des voisinages assez petits V (§)
et V (7)), autour de M on peut prendre un voisinage V-(M)
tel que tout élément i tangent & F en un point m de V (M) ne
coupe ni V (&), ni ¥V (n). Prenons z et y respectivement dans V (&)
et V (n); les égalités classiques

dgy mx sin (mx, m) = d0; my sin (my, m) = df, m0 sin (m0, m)

dans lesquelles 0 est un point intérieur au domaine, conservent
le méme sens dans le cas général, c¢’est-a-dire qu’elles permettent
la transformation d’intégrales en df7 en intégrales en d 6,
dans lesquelles 1l n’y a a tenir compte que des points m pour
lesquels m existe. Or, les distances et les sinus ont des bornes
finies et différentes de zéro, done, pour un certain k> 0, on a

doy, > kdy, doy, > kdo;';
si ’on pose
v= | doy, v > 0,
V(M) :

et, si A" et B’ sont les parties de V (M) qui appartiennent & A;
et B;, on a

(a5, >k [des, [des,>k|[de:, [dos+ [de: = .
A’ A4’ B’ B’ A’ B’

Et puisque

on a
[dos,+ [de, < E—kv
A B;

le lemme de Neumann est prouvé pour tous les domaines convexes
non biétoilés.

5. Le développement en série de Neumann pour la fonction
densité fournissant la solution du probléme de Dirichlet est donc
prouve dans les mémes conditions. On sait que Poincaré a
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montré (Acta Mathematica, t. XX) que ce développement s’appli-
quait méme & des domaines non convexes sous la condition de
I'existence de certaines courbures. Iei, on ne sortira pas du cas
des domaines convexes, le seul pour lequel on puisse utiliser les
raisonnements simples de Neumann, mais on ne fera aucune
hypothése supplémentaire. Le cas des domaines biétoilés, qui
comprend celui des domaines pyramidaux, reste en réalité le
seul a examiner.

On a vu (§ 1), que 'on a

[ vi(x¥)=v; () | S (M- —m;_y) A(x, y, 4;, B)
d’ou, d’aprés la définition par récurrence des v;,

(M;—y —

[vie (X)) | = 5

mi_l)fA(s,X)d@}
F

si A (s, X) est la limite supérieure de A (s, X, 4;, B;) pour tout
choix de A;, B;.- |
Supposons que l'intégrale du second membre ait ¢£ pour

1

borne supérieure, avec ¢ <5, pour tout choix de s et X; alors
de I'inégalité précédente résulterait aussi

[Vis . D= q(M;—y—m;_y) et

P (X)) =y (V= 29 (M— g —my_y).
Donc, ’oscillation de f étant 2 o £, on aurait successivement
Vi@ =0 [vE|[sw; [vE]=290 |[v,x)] = 2q0;

vs(X) | =29 05 [v(x)] =29 0;...,

et il serait démontré que la série de Neumann converge encore h
a la facon d’une progression géométrique.
Mais il faut prouver un nouveau lemme:

Pour chaque domaine convexe Uintégrale | A (s, X) d0% a une borne
F

supérieure qE, q étant inférieure a %. i
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La quantité A (s, X, 4;, B;) ne surpassant jamais 1, il en est
de méme de A (s, X); si donc P'on sait que A (s, X) est inférieur
a A <1 pour les points s d’un domaine vu de X sous un angle
non nul et supérieur & une limite fixe o, 'intégrale sera au-plus

E o
— —(1—2)a et la proposition sera prouvée.

Soit & un point limite de points X pour lesquels | A (s, X) d0Y,
F

qui est une fonction du point X, tend vers sa borne supérieure.
Choisissons, ce qui est toujours possible, un point v tel que, si
le domaine est biétoilé £ et m n’en soient pas deux sommets; alors
nous avons, au paragraphe précédent, considéré un point M en
lequel il y avait un élément tangent ne passant ni par &, nipary
et, grace a lui, nous avons déterminé deux voisinages V (&),
V (n) de € et v tels que s1 X est dans le premier, s dans le second,
A (s, X, A;, B,) soit inférieur & un nombre A inférieur & 1. Alors,
A (s, X) est inférieur a A. Si, de plus, le voisinage V (%) est vu
de chacun de ces X sous un angle plus grand que o« > 0, la
démonstration est acquise.

Or, si le cone tangent & I et de sommet o ne passe pas par ¢,
de ¢ on voit V () sous un angle non nul 2«; de tout point de
V (&), pris assez petit, on le verra sous un angle supérieur a «.
Ainsi, 1l ne reste a examiner que les domaines tels que, si 'on a
pris M ayant un élément tangent M ne passant pas par &, le
cone tangent & F en un point quelconque v passe toujours par M
ou ¢. En d’autres termes, le domaine doit étre biétoilé et de
sommets M et &, quel que soit le choix indiqué de M; done il
doit étre pyramidal, / étant constituée d’une partie conique %
de sommet ¢ et d’une base 4.

Imaginons alors que les points & et v du paragraphe précé-
dent sont confondus en notre sommet &; prenons V (&) et V(7))
confondus et limités par une section %, paralléle & #. M sera
pris intérieur a 4, ainsi que V (M). Alors, pour s et X dans V (&),
A (s, X, A;, B;) est inférieur & un nombre X inférieur a 1, donc
aussit A (s, X). Mais, de tout point X de V (&) sauf du point & 1),
on voit V (y) = V (&) sous un angle supérieur au minimum o

1) Le cas de '/F A (s, ) dﬂz n’est pas & examiner puisque [ deg est inférieur a;f .
v F - ]
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de 'angle sous lequel on voit V (£), ou %4,, d’un point quelconque
P frontiére de # et de %, lequel angle est une fonction continue
de P. Donc le lemme est prouvé dans tous les cas.

La fonction, harmonique dans un domaine convexe et se rédut-
sant sur sa frontiére a une fonction continue donnée, est donc fournte
par la série de Neumann qui converge a la facon d’une progression
géométrique ; dans tous les cas, sans aucune restriction 1).

6. J’ai dit, & plusieurs reprises, que pour atteindre tous les
cas 1l fallait utiliser des généralisations de I'intégrale mais que
le lecteur pouvait cependant se borner a I’examen de domaines
simples et & 'emploi d’intégrales ordinaires. Cela demande des
explications: on peut n’utiliser que les intégrales ordinaires et
constater, comme au paragraphe 2, I’existence d’une lacune dans
le raisonnement de Neumann, comme au paragraphe 3 I'inexac-
titude du lemme avec certains énoncés, ou comprendre la marche
des démonstrations des paragraphes 4 et 5. Mais ces démonstra-
tions exigent, méme pour les domaines les plus simples et les
fonctions a la frontiére les plus simples, 'emploi d’intégrales
étendues aux parties A4; et B; de la frontiére et nous avons dit
que tout ce qu’on savait sur ces ensembles c¢’était que A; est
fermé et B; ouvert. Ainsi, supposons que le domaine soit un
cercle, B; pourra étre formé d’une infinité dénombrable d’arcs
de circonférence. Si I'on veut, avec Neumann, n’utiliser que les
intégrales ordinaires, le raisonnement présente une lacune grave
qui a été signalée depuis longtemps par M. Volterra (« Sul prin-
cipio di Dirichlet », Rend. del Circ. di Pal., t. XI, 1897). M. Vol-
terra a indiqué comment lever cette difficulté qui se rencontrait
aussi dans d’autres problemes.

On voit combien ces questions simples sont délicates et que
I’objection examinée ici n’est pas la seule qu'on puisse faire au
raisonnement de Neumann. [’objection de Weierstrass n’est pas
non plus la seule qu’on puisse faire au raisonnement de Riemann:

1) Les cing premiers paragraphes de ce Mémoire ont paru dans le Journal de
mathématigues pures et appliquées (9¢ série, t. X'VI, 1937, pp. 205-217). Par suite d’une
malencontreuse erreur de transmission il n’a pu étre tenu compte que d’une partie des
corrections et additions faites par I’auteur sur les épreuves. En particulier, ont été
omises des indications bibliographiques et des observations qui, légérement dévelop-
pées, ont été réunies dans le paragraphe supplémentaire qui swit, paru dans le méme
tome du Journal de mathémaliques pures et appliquées pp. 421 & 423.
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M. Hadamard a montré qu’il existait des cas ou les données sont
telles que le probléme de Dirichlet ait une solution et que, pour-
tant, le probléme de minimum envisagé par Riemann n’ait méme
aucun sens; toutes les intégrales intervenant dans ce probléme
étant infinies (Bull. de la Soc. Math. de France, t. XXXIV, 1906).
Et l'exemple de M. Hadamard est aussi simple que possible;
le domaine est un cercle sur la frontiere duquel est donnée
une fonction continue convenablement choisie. Il n’'y a donc
pas équivalence entre le probléme de Dirichlet et le probléme de
Riemann. |

On peut préciser la relation entre ces deux problémes en
disant que toutes les fois que le probléeme de Riemann a une solu-
tion, celle-ci fournit aussi la solution du probléme de Dirichlet.
Mais, pour démontrer ce fait, il ne faut pas compter sur le
raisonnement classique de Riemann basé sur la formule de Green
et ses généralisations, car celui-c1 suppose qu'on puisse parler
d’intégrales étendues a la frontiere, — done que celle-ci soit assez
simple —, et qu’on ne rencontre que des fonctions dérivables
encore & la frontiere — ce qui n’a pas lieu en général méme pour
un domaine circulaire. Il m’a fallu pour arriver au résultat
(¢« Sur le probléeme de Dirichlet », Rend. del Circ. Mat. di Pal.,
t. XXIV, 1907) faire un assez long détour. M. Zaremba (« Sur
le principe du minimum », Bull. de I’ Ac. de Cracovie, juillet 1909)
a obtenu ce résultat tout autrement.

Peut-1l arriver que le probleme de Riemann ait un sens mais
n’ait pas de solution et que le probléme de Dirichlet en ait une ?
Non, cela découle facilement des travaux cités et d’autres au
sujet desquels on se reportera avec fruit & un Mémoire de
M. F. Vasilesco, couronné récemment par ’Académie de Belgique
(Mémoires de U’ Ac. roy. de Belgique, t. XVI, 1937). L’hypothése
que le probleme de Riemann ait un sens et pas de solution que
Je viens d’envisager, donc de cas tels que le probléme de Dirichlet
n’ait pas non plus de solution, se présente effectivement comme
Je I’al montré (Comptes rendus des séances de la Soc. Math. de
France, t. XXXXI, 1912). En d’autres termes, ’objection de
Weierstrass n’est pas relative seulement & la forme du raisonne-
ment, la circonstance prévue par Weiersirass : une quantité variable
n’atteignant pas son minimum, se renconire effectivement pour
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Uintégrale de Riemann, comme nous avons vu au paragraphe 3
qu’elle se rencontre effectivement pour la quantité A de Neumann.

La contribution de M. Hadamard au probléme de Dirichlet,
rappelée ci-dessus occupe certes peu de place dans ’ccuvre con-
sidérable de M. Hadamard, son intérét n’en est pas moins fort
grand; elle m’a été trés utile mathématiquement jadis, aujour-
d’hui elle sera pour moi prétexte a lui dédier cette petitz étude
critique.
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