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DIE BEHANDLUNG DES FUNKTIONSBEGRIFFS
IN DER HOHEREN SCHULE 1Y)

von H. G. STEINER,

I. Hustorische Bemerkungen zur Entwicklung
des Funktionsbegriffs.

1. Die Beantwortung der Frage, wann in der Geschichte der
Mathematik zum erstenmal Funktionen betrachtet wurden,
héngt natiirlich davon ab, welche' Definition des Funktionsbe-
griffs man zugrundelegt. Verwendet man eine moderne Fassung,
nach der auch eine endliche Wertetafel (die gewissen Voraus-
setzungen geniigt) eine Funktion darstellt, so kann man sagen,
dass bereits die Babylonier, die ja iiber eine ganze Reihe von
Tabellen, z.B. von Quadratzahlen, von aufgehenden Quadrat-
und Kubikwurzeln usw., verfiigten, sich mit Funktionen be-
schaftigt haben. Es wire dann billig, mit dieser Feststellung
gegen die bekannte These angehen zu wollen, der Funktions-
begriff sei etwas typisch Neuzeitliches. Das hiesse, die ganze
Problematik, die mit dem neuzeitlichen Funktionsbegriff ver-
bunden ist, zu verkennen und zu bagatellisieren. Was némlich
mit der genannten These gemeint ist, betrifft, vom heutigen
Standpunkt aus gesehen, nicht nur den Begriff der Funktion,
sondern zugleich auch den Begriff des reellen Kontinuums, um
den man bis in die zweite Hélfte des vorigen Jahrhunderts hat
ringen miissen. In dieser urspriinglichen Verbindung mit dem
Kontinuumsbegriff setzt die Geschichte des Funktionsbegriffs in
der Tat erst ein. Es ist eine Verbindung, die die Bemiihungen

‘um eine klare Fassung des Funktionsbegriffs ausserordentlich

erschwert hat.

2. Die Funktionenlehre war zunéchst geometrisch orientiert.
Oresme, Galilei, Cavalieri und Barrow sind hier zu nennen. Durch

1) Erweiterte Fassung eines Vortrags, gehalten am 27.6.61 anlésslich des JCMI-
Seminars in Lausanne.
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Galilei war insbesondere die Methode entwickelt worden, die zur
Beschreibung von gewissen Bewegungen geeigneten Funktionen
graphisch zu erfassen und zu analysieren. Es gelang ihm z.B.,
die Weg-Zeit-Kurve fiir den freien Fall aus dem Geschwindig- |
keits-Zeit-Diagramm graphisch herzuleiten. Unter dem Einfluss
der Gleichungslehre Viétas und der Analytischen Geometrie von
Descartes wurde dem geometrischen dann ein rechnerischer
Funktionsbegriff an die Seite gestellt. Er wurde die Grundlage ;
des von Newton und Leibniz begriindeten Infinitesimalkalkiils |
und war noch im ganzen 18. Jahrhundert vorherrschend. In
Newtons « Methodus fluxionum » findet man folgende Erkla-
rungen: ) « Nun werde ich im folgenden Fluenten diejenigen
Grossen nennen, die ich als gradweise und unbegrenzt wachsend
betrachte, und ich werde sie darstellen durch die letzten Buch-
staben des Alphabets u, z, y und z... Die Geschwindigkeiten aber,
mit denen die einzelnen Fluenten durch die sie erzeugende Be-
wegung vermehrt werden — die ich Fluxionen nenne — werden
durch dieselben Buchstaben mit einem Punkt dargestellt. » Ein
wichtiges Problem der Fluzionenlehre besteht nun nach Newton
darin: « Wenn die Beziehung, die zwischen den Fluenten besteht,
gegeben ist, die Beziehung zwischen den Fluxionen zu bestim-
men. » Im Sinne Newtons ist eine Funktion also eine Beziehung
zwischen Fluenten 2). Was Fluenten sind, wird bei Newton nicht
deutlich gesagt?®). Es wird auch nicht genau angegeben, von
welcher Art die Beziehungen sein sollen; im allgemeinen wird an
Gleichungen mit gewissen einfachen Termen gedacht.

Die Newtonsche Umschreibung des Funktionsbegriffs wurde
akzeptiert und ist unter Ersetzung des Wortes « Fluente » durch
« verénderliche Grdsse » oder « Verdnderliche » bis heute noch
anzutreffen. Wegen der mangelhaften Erklirung des Begriffs
« Fluente » hat sich dabei vielfach, insbesondere in der Schul-

! 1) Isaac NEWTON, Methodus fluxionum et serierum infinitarum, zitiert nach
! O. BECKER, Grundlagen der AMathematik in geschichtlicher Entwicklung, Freiburg/
i Miinchen, 1954, p. 149.

2) Die Bezeichnung « Funktion » findet sich nicht bei Newton; sie geht auf Leibniz
und Joh. Bernoulli zuriick.

3) Jedenfalls denkt Newton zunichst an physikalische Grossen. K. Menger hat in
diesem Sinne eine Priazisierung der Fluenten durch die Deutung als physikalische
Zustandsfunktionen gegeben. Siehe K. MENGER, Calculus, a modern approach, Ginn
and Company, New York, 1955, und K. MENGER, An axiomatic theory of functions
and fluents, in: The axiomatic method, Amsterdam, 1959.
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mathematik, die unhaltbare Vorstellung gebildet, als gibe es im
Bereich der reinen Mathematik so etwas wie veranderliche Gros-
sen. Im Rahmen der Schulmathematik erscheinen in der Tat der
Kontinuums- und der Funktionsbegriff noch heute in dieser
eigentiimlichen, nicht analysierten Verquickung.

3. Auch zur Zeit Eulers ist man in der Frage des Funktions-
begriffs noch nicht weitergekommen. Bei Euler 1) findet sich die
auf Joh. Bernoulli zuriickgehende Erklérung, dass eine Funktion
einer Zahlenvariablen ein analytischer Ausdruck sei, der aus dieser
Zahlenvariablen und aus Zahlzeichen aufgebaut ist. Was er unter
einem analytischen Ausdruck versteht, hat Euler nicht niher
ausgefiihrt. Bemerkenswert ist, dass Kuler nicht die Beziehung
oder Zuordnung, die durch den analytischen Ausdruck gegeben
ist, sondern den analytischen Ausdruck selbst als Funktion be-
zeichnet. Dadurch kommt eine weitere begriffliche Belastung
herein: die mangelhafte Unterscheidung zwischen einer Funktion
und einem Zeichen fiir die Funktion wie auch die mangelhafte
Unterscheidung zwischen Funktion und-Funktionswert.

~3mr 2T T O T pi 3

. Tig. 1.

Aus der Mathematik seiner Zeit ldsst sich erschliessen, was
Euler mit einem analytischen Ausdruck gemeint haben mag. Es
sind dies Polynome, Polynomquotienten, Wurzelausdriicke, fer-
ner Reihenentwicklungen, die man mit Hilfe rationaler Aus-
driicke erhielt. Neben diesen Operationen waren aber auch noch
die Differentiation und die Integration zugelassen, so dass die
elementaren transzendenten Funktionen mit erfasst waren.
Mit solchen Hilfsmitteln glaubte man nun, nur Kurven mit
gewissen = Stetigkeitseigenschaften, sog. «curvae continuae »,

1) L. EvLERr, Iniroductio in analysin infinitorum, Bd. I, Kap. I. |
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erfasst zu haben. Es schien auf keine Weise moglich, ein « Flick-
werk », wie Figur 1 es zeigt, durch einen analytischen Ausdruck
darzustellen. Durch die Untersuchungen Fouriers (um 1800)
erlitt diese Auffassung jedoch eine schwere Erschiitterung. Es
war in der Tat moglich, mit den zugelassenen Mitteln solche

Cirreguliren Gebilde darzustellen, z.B. das obige durch die

Fourier-Rethe

4 % sin (2y +1)x
T yv=1 2y "l‘]. .

Ferner.-hatte Dirichlet entdeckt, dass man durch mehrfachen
Grenziibergang aus stetigen Funktionen sogar iiberall unstetige
Funktionen bilden konnte, z.B.:

1, fall tional :
(z) = y JANS & -ra 10-na = lim (lim (cos? n!wz)¥)
0, falls x irrational o0 k-ow

4. In seinen Arbeiten iiber Fourier-Reithen hat Dirichlet dann
eine neue Definition des Funktionsbegriffs benutzt, die sich gegen
den Widerstand der #lteren Generation (Cauchy, Poisson, La-
place) allméhlich durchsetzte. In einer von Hankel stammenden
Version lautet diese: Eine Funktion y von z liegt vor, wenn
jedem Wert der verdnderlichen Grisse x innerhalb eines gewissen
Intervalles ein bestimmter Wert der verdnderlichen Grosse y
entspricht, unabhéngig davon, ob sie in dem ganzen Intervall
nach demselben Gesetz von z abhingt oder nicht, oder ob die
Abhingigkeit durch mathematische Operationen ausgedriickt
werden kann oder nicht. Diese Definition in mehr oder weniger
abgewandelter Form ist bis heute noch anzutreffen und findet
sich auch in unseren Schulbiichern, hdufig jedoch mit der voll-
kommen unbrauchbaren Ausweitung, dass nicht notwendig je
genau ein Wert zugeordnet wird, sondern mehrere Werte zuge-
lassen sind.

Mit der Aufstellung des Dirichletschen Funktionsbegriffs, die
den alten geometrischen Funktionsbegriff wieder stiarker in den
Vordergrund stellte, war man nun zwar aus gewissen Schwierig-
keiten herausgekommen, die mit den é&lteren Definitionen ver-
bunden waren, es stellte sich aber bald heraus, dass man fiir den




66 H.G. STEINER

Aufbau der Differential- und Integralrechnung und der kom-
plexen Funktionentheorie eigentlich nichts gewonnen hatte. Hier
fehlte der Begriff der integrierbaren, der stetigen, der differen-
zierbaren, der analytischen Funktion. So beschrieb denn
H. Hankel (1870) in einer historischen Analyse zum Funktions-
begriff 1) die vorliegende Situation folgendermassen: « Es ist eine
empfindliche Liicke in den analytischen Fundamentalbegriffen
entstanden, die, obgleich sie iiberall mit Stillschweigen iiber-
gangen wird, doch nicht minder vorhanden ist, wie ein Blick
selbst auf die besseren Lehrbiicher der Analysis lehrt. Das eine
definiert die Funktionen wesentlich im Eulerschen Sinne, das
zweite verlangt, y solle sich « gesetzmissig » mit = dndern, ohne
dass eine Erklirung dieses dunklen Begriffes gegeben ist, das
dritte definiert sie in der Weise Dirichlets, das vierte gar nicht;
alle aber leiten aus ihrem Begriffe Folgerungen ab, die nicht in
ithm enthalten sind.»

5. Die hier von Hankel aufgewiesene Liicke wird nun jedoch
in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts geschlossen. Nachdem
Cauchy schon um angemessene Definitionen bemiiht gewesen
war, sind es vor allem Riemann und Weierstrass, die der kom-
plexen Analysts ihr begriffliches Fundament gegeben haben,
indem sie einerseits den Begriff der komplexen Differenzierbar-
keit, andererseits die Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe in den
Vordergrund stellten, zwei Definitionen, die sich fiir den Aufbau
der Funktionentheorie als dquivalent erwiesen.

Doch kehren wir noch einmal zum Dirichletschen Funktions-
begriff zuriick. War er fiir gewisse Zwecke der Analysis zuall-
gemein, so erwies er sich gegeniiber der Gesamtentwicklung der
- Mathematik als zu eng. Mit dem Fortschreiten der Mathematik
in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts traten namlich neben
den reellen und komplexen Zahlen auch andere Objekte in den
Vordergrund und neue Mengen, zwischen denen Zuordnungen
hergestellt und untersucht wurden. Allein Grassmann hatte mif
seinen Vektoren und Gebilden hoherer Stufe eine ganze Welt
von neuen Objekten geschaffen; hinzu kamen die Quaternionen

1) Enthalfen in der Arbeit « Untersuchungen iiber die unendlich oft oszillierenden
- und unstetigen Funktionen », Oswalds Klassiker, pp. 44-50.
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Hamiltons und andere sog. hyperkomplexe Systeme. Der
Funktionsbegriff musste erweitert werden: Man fiihrte Quater-
nionenfunktionen, Vektorfunktionen, Tensorfunktionen usw. ein,
so wie man vorher auch schon z.B. zahlentheoretische Funktionen
und komplexe Funktionen neben den auf einem reellen Intervall
definierten reellwertigen Funktionen betrachtet hatte.

6. Eine volle Allgemeinheit wurde aber erst bei Cantor
erreicht, der in seiner Mengenlehre beliebige Mengen durch
Zuordnung ihrer Elemente in Beziehung setzte. Unter dem
Gesichtspunkt der allgemeinen Mengenlehre trat jetzt mit
einemmale die fundamentale Bedeutung des Funktionsbegriffs
fiir die gesamte Mathematik in Erscheinung. In den « Grund-
ziigen der Mengenlehre » von Hausdorfl (1914) kommt die
allgemein-mengentheoretische Auffassung des Funktionsbegriffs
voll zum Ausdruck. Eine Funktion wird definiert als eine
Zuordnung, durch die jedem Element einer Menge X genau ein
Element einer Menge Y zugewiesen wird. Fasst man die Elemente
aus X mit den ithnen in Y zugeordneten Elementen zu geordneten
Paaren zusammen, so ist eine Funktion auf X mit Werten in Y
auch gegeben durch eine entsprechende Paarmenge, die eine
Teilmenge der Produktmenge X X Y ist.

Wir sehen hier, wie sich der Funktionsbegriff endlich ganz
vom reellen Kontinuum gel6st hat. Von verdnderlichen Grossen
ist keine Rede mehr. Die Mengen X und Y konnen jetzt auch
endliche Mengen sein, auf ihnen braucht keine Ordnung erklért
zu sein, und schon garnicht brauchen sie die Eigenschaften des
reellen Kontinuums zu besitzen. Erst durch vollkommen iiber-
schaubare Spezialisierungen kommt aus diesem allgemeinen
Begriff z.B. der Begriff der auf einem reellen Intervall stetigen
reellen Funktion oder der komplex-analytischen Funktion heraus.

In der Mathematik des 20. Jahrhunderts hat sich diese allge-
meine Auffassung des Funktions- und des damit gleichwer-
tigen Abbildungsbegriffs durchgesetzt. Sieht man sich neuere
Lehrbiicher zur Topologie oder Algebra an, so bringen sie
in einem ersten Kapitel mengentheoretische Begriffe, zu denen
heute selbstverstédndlich auch der Funktions- und Abbildungs-
begriff gehért. Man kann .in einer methodologischen Analyse
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der modernen Mathematik vielleicht drei Hauptbegriffe heraus-
arbeiten: den Begriff der Menge, den Begriff der Struktur
und den Begriff der Abbildung oder Funktion. Mit diesen
Begriffen war es moglich, in die wihrend der zweiten Hélfte des
vorigen Jahrhunderts ziemlich uniibersichtlich gewordene Werk-
statt des Mathematikers eine neue Ordnung zu bringen, mit der
sich nun Material, Werkzeug und Verfahrensweisen, derer der
Mathematiker sich bedient, in einfacher Weise iiberblicken lassen.
Es war mit diesen Begriffen ferner moglich, das Verhéltnis der
Mathematik zu ihren Anwendungen, zu denen gerade in der
letzten Jahrzehnten ganz neuartige Gebiete hinzugetreten sind,
in bestimmten einheitlichen Grundvorstellungen zu erfassen und
- damit besser zu beherrschen 1). '

II. Der Funktionsbegriff im mathematischen Unterricht.

- Die Frage nach der angemessenen Behandlung der Funktionen-
lehre in der Schule kann nicht griindlich erortert werden, ohne die -
zuletzt getroffenen Feststellungen zu beachten. Es geht dabei
vor allem um zweierlei: erstens erscheint es als notwendig, auch
in der Schule die heutige mathematische Auffassungsweise in
gebiihrendem Masse wiederzugeben; zweitens wird man vom
Fortschritt der Wissenschaft, der sich hier auf die Kldrung von
Grundbegriffen bezieht, auch didaktische Erleichterungen und
Verbesserungen erwarten konnen. Wie ein Blick in unsere
Schullehrbiicher zeigt, hat die neuere Entwicklung in der Schule
bisher jedoch kaum einen Niederschlag gefunden. Alle antiquier-
ten Versionen sind noch lebendig: .

a) der unklar gelassene Begriff der verénderlichen Grosse und
die dadurch gegebene Vermengung mit dem Kontinuums-
begriff, 7 |

b) die Auffassung der Funktionen als Beziehungen zwischen sog.
veranderlichen Grossen ohne Eindeutigkeitsforderung,

¢) die Gleichsetzung von Funktion und Kurve in der Zahlen-
ebene,

1) Siehe hierzu H. G. STEINER, Das moderne mathematische Denken und die
Schulmathematik, Der Mathematikunterricht, 1959, Heft 4.
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d) der unklare Begriff der gesetzméssigen Abhanglgkelt und der
gesetzmissigen Anderung,

e) die mangelhafte Unterscheidung von Funktion und Funk-
tionsbezeichnung, von Funktion, Funktionswert, Term und

Funktionsgleichung,
f) das Fehlen einer griindlichen Bezugnahme auf den Definitions-
bereich einer Funktion,

g) Verwirrung beim Begriff der Umkehrfunktion.

Demgegeniiber liegen unterrichtliche Erfahrungen in bezug
auf den Aufbau einer begrifflich durchgekldrten, hinreichend
allgemeinen Funktionenlehre vor, die bestétigen, dass es auch
keinen methodischen Grund gibt, an den alten unprézisierten
und mathematisch unzweckméssigen Vorstellungen festzu-
halten. Einen solchen Aufbau will ich im folgenden etwas nédher
umreissen. Ich werde mich dabei auf den Unterricht der Muttel-
stufe beschrianken; denn dies ist in der Tat die geeignete padago-
gische Hohenlage, auf der die Funktionenlehre in aller Griindlich-
keit und Breite zu entwickeln ist. In den Grenzen der vorliegen-
den Darstellung ist es allerdings nicht méglich, methodische
Einzelheiten genauer auszufithren!). Es kann im wesentlichen nur
darum gehen, den in Frage stehenden Stoff in einer Weise zu
strukturieren, dass deutlich wird, wie er im Unterricht in
Erscheinung tritt.

1. Zur Einfithrung des Funktionsbegriffs.

Den Funktionsbegriff wird man in dem gegebenen Rahmen
wohl auf Abbildungen einer Menge M in die Menge R der reellen
Zahlen bzw. in diejenige Zahlenmenge Z, die je nach dem Unter-
richtsstand zur Verfiigung steht, beschrinken 2). Die Schiiler
konnen schon in der Unterstufe (10—12 Jahre) lernen, Mengen zu
erfassen. Dann bietet sich bald eine Fiille von Beispielen fiir

1) Siehe hierzu ein demnichst in der Schriftenreihe Der Mathematzhunterrwht
erscheinendes Heft zur Funktionenlehre.

2) Man kann jedoch auch in der Schule den Funktionsbegriff noch allgemeiner
fassen und — etwa in Verbindung mit Beispielen zweistelliger Relationen — mit dem

Begriff der rechtseindeutigen zweistelligen Relation gleichsetzen. Auch dafiir lisst.

sich ein reiches elementares Einfiihrungs- und Ubungsmaterial bereitstellen. Zur

Relationentheorie siehe: H. G. STEINER, Einfithrung in die Relationentheorie. Math.-

phys. Semesterberichte, Bd. V., pp. 261 ff.

e —————————————————————t——————— o —ee o o S S DS SV S g e e e e P TR T A e AR ATy v e e - .
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- Funktionen an: auf der Menge der Schiiler einer Schulklasse die

Funktionen, die durch Alter, Grosse, Gewicht, Schuhgrosse usw.
gegeben sind; auf der Menge der Waren eines Warenhauses die
Funktionen, die zu Gewicht, Einkaufspreis, Verkaufspreis usw
gehoren; auf einer Menge von Stdadten die Funktionen, die die
Anzahl der Einwohner, die Anzahl der Kinos, die Entfernung
von der Heimatstadt usw. wiedergeben, oder auf der Menge der
Monate eines Jahres die Funktionen, die durch die Anzahl der
Sonntage, die Hochsttemperatur, die Niederschlagsmenge (an
einem festgelegten Ort) usw. bestimmt sind. Andere Beispiele
ergeben sich aus dem innermathematischen Bereich: die Element-
anzahlfunktion auf Mengen von endlichen Mengen (etwa Mengen
von Primzahlen)?), die Abstandsfunktion auf der Menge der
Punktepaare der Ebene, die Inhaltsfunktion auf gewissen Mengen
von Punktmengen der Ebene oder des Raumes usw. Den Haupt-
gegenstand bilden natiirlich diejenigen Funktionen, bei denen M
eine Teilmenge von Z ist, obwohl auch die anderen Beispiele
immer wieder herangezogen werden. Im Unterricht werden sie
als reine Zahlenfunktionen gekennzeichnet. Thnen wollen wir

- uns im folgenden hauptsichlich zuwenden, wobei wir der Ein-

fachheit halber wieder kurz nur von Funktionen sprechen.

Zunéchst lasst sich eine Reihe von Beispielen, bei denen M
urspriinglich nicht Teilmenge von Z ist, den reinen Zahlen-
funktionen unterordnen. Das ist ein Vorgehen, welches den
Schiilern allgemein als charakteristisch fiir die Mathematisierung
vorliegender Zusammenhénge deutlich gemacht werden kann.
So konnen etwa die Schiiler der Klasse nach der alphabetischen
Anordnung ihrer Namen durch natiirliche Zahlen dargestellt
werden, Warenmengen geeigneter Art durch ihre Gewichtszahlen,
die Monate des Jahres in bekannter Weise durch die Zahlen
von 1 bis 12. |

Ein neuer Gesichtspunkt kommt dann im Zusammenhang
mit der Beschéftigung mit elementaren Termen zur Geltung. Die
Schiiler lernen im Algebraunterricht, mit Ausdriicken umzugehen,

1) Zur Bedeutung der Elementanzahlfunktion fiir die Erschliessung einfacher
mengentheoretischer Begriffe sowie fiir die Vorbereitung der Wahrscheinlichkeits-
theorie siehe: H. G. STeEINER, Elementare Logik und Wahrscheinlichkeitstheorie, Der
MathematikRunterricht 1962, Heft 1.
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die Variable enthalten: a-b, 2zy-+z, ¢2+d?, 3n+>5, 2?+2 usw,
Variable sollten dabei konsequent im Sinne der mathematischen
Logik als Bestandteile der Sprache der Mathematik behandelt
werden, also als Zeichen ohne feste Bedeutung, fiir die man
gedeutete Zeichen (Konstante, hier speziell: Zahlennamen) ein-
setzen kann. Auch der Termbegriff sollte dabei von vornherein
eine explizite Behandlung erfahren und zwar so, dass dieser
Begriff von Anfang an nicht an bestimmte Bedingungen fir den
Aufbau der Terme - gebunden ist. Speziell bezogen auf den

vorliegenden Zahlbereich sind Terme:
2
a) Zahlennamen (wozu auch «2 -+ 5», « 42— 3 » usw. gehoren)

b) Formen fiir Zahlennamen, d. h. sprachliche Gebilde mit Va-
riablen, die bei vollstéindiger Einsetzung von Zahlennamen selbst
in einen Namen fiir genau eine Zahl iibergehen 1).

Wichtig fiir den Umgang mit Termen ist die Einsetzungs-
iibung. Dass z. B. (a + b)? beziiglich Z nicht &quivalent (ein-
setzungsgleich) ist zu a® + b%, also (a + b)*> = a* + b*> in Z
nicht allgemeingiiltig ist, kann vom Schiiler durch einfache
Einsetzungsiibungen erfasst werden. Fiir unsere Betrachtungen
hier stehen die Einsetzungsiibungen bei Termen mit einer
Variablen im Vordergrund. In ¢t (rn): = 3n -+ 5 sollen z. B. fiir n
der Reihe nach die Zahlen von 1 bis 5 eingesetzt werden. Das
geschieht {iibersichtlich durch die Anlage einer Zuordnungs-
tabelle, an die sich weitere Betrachtungen anschliessen. Zunéchst
kann die im Zusammenhang mit fritheren Beispielen schon

erlauterte Idee der eindeutigen Zuordnung verdeut-
n|t(n)  licht werden: Jedem Element aus der Menge M =
1 -8 {1,2,3,4,5 }ist vermoge ¢ (n) genau eine Zahl zuge-

O i~ W b

- 11 ordnet. Man kann diese Zuordnung sodann durch
—~14  einen Graphen veranschaulichen. Dabei verstehe ich
— 17 unter einem Graphen allgemein eine Teilmenge der
- 20 Zahlenebene, nicht nur die jeweilige Paarmenge, da

tiber den Graphen gegebenenfalls auch geometrische

1) Zur Behandlung des Variablen- und Termbegriffs siehe H. G. STEINER, Logische
Probleme im Mathematikunterricht: Die Gleichungslehre, Math.-phys. Semesterberichte,
Bd.7(1961), p. 178 ff. Ferner aus der Schriftenreihe Der Mathematikunterricht die Hefte
Logische Probleme I, II und insbesondere das demnichst erscheinende Heft ITI.
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(topologische, metrische) Aussagen gemacht werden sollen ). Der
Zuordnungsgedanke muss dann natiirlich wieder abgelost wer-
den von den beschrinkten Darstellungsmitteln, wie sie durch die
dem Schiiler zunichst zuginglichen elementar arithmetischen
Terme gegeben sind. Hierzu sind u.a. Uebungen geeignet, zu
vorgegebenen (endlichen oder unendlichen) Zuordnungstabellen
einen passenden 7Term finden zu lassen. Yom Schiiler ist dabei
zu erkennen, dass die Tabelle, damit das Problem iiberhaupt
eine Losung haben kann, eine wichtige Eigenschaft besitzen
muss: sie muss rechisetndeuiig sein, d. h. nirgends diirfen gleiche
Werte links mit verschiedenen Werten rechts gepaart sein. Man
wird an Beispielen auch zeigen, dass sich fiir endliche Tabellen,
deren Eingangswerte x;, ... , X, sind, mit #; (z) stets auch ¢, (x):
= t;(x) + (x —x;) (x — %x3) ... (x — x;) als Losung -angeben
lasst. Das fihrt auf Fragen der Einfachheit der Beschretbung und
der Abhingigkeit von den Darstellungsmitteln, eine Angelegen-
heit, iiber die man nicht friith und deutlich genug Klarheit
schaffen kann. Man wird hier insbesondere auf die Situation des
Naturwissenschaftlers eingehen, der Tabellen (und die zuge-
horigen Graphen) durch Messreihen gewinnt und nun einen
- moglichst einfachen Term zur Beschreibung der vorliegenden
Zuordnung sucht. Die Fille, in denen die Auflindung eines Terms
nicht gelingt, machen wie die obigen aus anderen Zusammen-
hiéngen geholten Beispiele deutlich, dass es angebracht ist, die
eindeutigen Zahlenzuordnungen auch unabhingig von den zur
Verfiigung stehenden Termen zu betrachten. Zuordnungen der
betrachteten Art werden dann allgemein als Funktionen bezeich-
net, und zwar wird etwa folgendermassen definiert: M sei eine
beliebige Menge. Eine Funktion auf M ist eine Zuordnung, durch
die jedem Element von M genau eine Zahl aus 7 zugeordnet
wird. Bei dieser Definition erscheint es mir wichtig, das Sub-
stantiv « Zuordnung » und nicht Redeweisen wie: « eine Funktion
liegt vor, wenn ...» zu verwenden. Damit soll von vornherein
betont werden, dass Funktionen Einzelobjekte sind, mit denen

1) Fir die Einfiihrung der Zahlenebene bzw. desjenigen Teils derselben, der dem
kartesischen Produkt Z X Z des jeweils entwickelten Teilbereiches Z von R entspricht,
bieten sich schon auf der Sexta (10 J.) ausgezeichnete Moglichkeiten. Siehe z. B. .
H. ExpEeRrs, Die Verwendung der Netze zum Aufbau einer Geometrie der Unterstufe.
Der Mathematikunterricht, 1955, Heft 1.
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in der Mathematik operiert werden kann wie mit Zahlen oder
Punkten.

2. Funktionen als eindeutige Zuordnungen.

Beim Ausbau der Funktionenlehre kommt es darauf an, die
verschiedenen Betrachtungs- und Darstellungsweisen der Funk-
tionen griindlich zu behandeln. Ich gehe zunichst noch auf
Gesichtspunkte und Begriffe ein, die in Verbindung mit der Idee
der Zuordnung stehen bzw in ihrem Zusammenhang geklért
werden konnen. Wir betrachten etwa Funktionen auf der Menge
M ={1,2,3, 4} Um die ganze Weite der Definition zu erfassen,
und die Unabhéngigkeit von der Herkunft der Funktionen (ob
z.B. empirisch gewonnen oder nicht) zu demonstrieren, wird man
die Schiiler selbst beliebige Beispiele finden lassen. Wir wéhlen
im Hinblick auf die weiteren Betrachtungen die folgenden aus:

1— — 1 — 4] (1 — 1] 1 > 1]

9
_J2-1 _12-3 _12-2 121
fl 3_)17 7f2_ 3__)1 7,]‘3_ 3_)3 ) f4"“ 3_)1
| 4> 4 | | 4 — 2] | 4 — 4 _4—>14

Die Menge M, auf der eine Funktion f erklirt ist, wird Defi-
nitionsmenge von f genannt, kurz D,, die Menge der Zahlen, die
als zugeordnete Elemente auftreten, Wertmenge von f, kurz W,.
In den Beispielen gilt also: .

' 5
Df1=Df2:Df3:Df4=M’ Wf1={§’1’17’4}’ Wf2:

Beispiele wie f; fithren zum Begriff der identischen Funktion
auf M, Beispiele wie f, zum Begriff der konstanten Funktion :
f heisst die identische Funktion auf M genau dann, wenn jedes
Element aus. M sich selbst zugeordnet wird. f heisst eine kon-
stante Funktion genau dann, wenn W, ={c} (oder W, ein-
elementig). Die allgemeine Situation kann jeweils durch ein
einfaches Pfeilbild wiedergegeben werden. Dabei représentieren
wir die Menge Z zweimal (s. Figur 2-5).
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An diese ersten Betrachtungen lisst sich bereits eine Fiille
von Uebungen anschliessen. Eine (endliche) Menge M wird vor-
gegeben; es gilt, Beispiele von Funktionen auf M anzugeben,
speziell konstante Funktionen, die identische Funktion, Funk-
tionen, fir die W, = D, = M es sollen die jeweiligen Mengen

Fig. 3. .
Z _
4

Fig. 4.
Z
£

Fig. b.

W, bestimmt werden, ferner zu verschiedenen Teilmengen von M
die zugehorigen Teilmengen von W,; es sollen Diagramme ge-
zeichnet werden, usw. |

Es 1st chhtlg, frithzeitig auch die Abbzldungssprechwezse die
aus dem Greometrleuntermcht sowe1t er mit Hilfe des Abbil-
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dungsbegriffs aufgebaut wird, schon bekannt ist, auf Funktionen
anzuwenden: « f ist eine Funktion auf M » ist danach gleichbe-
deutend mit «f ist eine Abbildung der Menge M in die Menge
der Zahlen Z ». Ferner sagt man: Eine Funktion f ist eine Ab-
bildung der Menge D, = M auf die Menge W,. Ist D’ eine Teil-
menge von D, und W’ die D’ vermége f zugeordnete Teilmenge
von W,, so nennt man D’ auch die Originalmenge von W' und
W' die Bildmenge von D' beziiglich f. Ist M = D, = W, wie
in den Beispielen f, und f;, so ist f eine Abbildung der Menge M
auf sich. Ist M dabei endlich, so nennt man f auch eine Permu-
tation von M. Die Beschiftigung mit Permutationen hat hier
einen Ankniipfungspunkt.

Der bisher zur Darstellung von Zuordnungen verwendete
Pfeil eignet sich auch, um den Uebergang von Termen zu den
durch sie gegebenen Funktionen in einer logisch einwandfreien
Schretbweise zu erfassen. Liegt etwa der Term 3n-+45 vor und
betrachten wir ihn wie oben auf der Menge M = {1, 2, 3, 4, 5},
so schreiben wir statt

n |3n+5

1 - 8 — 1 - 87
2 - 11 2 - 11
3 — 14 oder 3 — 14
5 — 20 | 5 > 20 |

einfacher [n,, — 3n+5], was zudem besonders vorteilhaft ist,
wenn M unendlich, etwa die Menge der natiirlichen Zahlen, ist.
Allgemein soll also «[z,r — #(x)]» ein Name fiir die durch den
Term #(z) auf der Menge M gegebene Funktion sein. Das Symbol
kann gelesen werden: die Funktion, die x e M zuordnet #(z).
Durch diese Schreibweise wird die Zuordnung konsequent von
dem Term selbst unterschieden. Die Variable z ist als gebundene
Variable im Sinne der Logik zu betrachten. ‘

Bei der sich sehr bald aufdréingenden Schreibweise « f(a) »
fir den Wert der Funktion | an der Stelle a oder das Bild von «
beziiglich f hat man darauf zu achten, dass man im Sinne unserer
Termdefinition mit dem Zeichen «f(z)» einen neuen Term ein-
gefiihrt hat. Ist also «f» ein Zeichen fiir eine wohlbestimmte
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Funktion mit dem Definitionsbereich M, so ist « f(x) » ein auf M
erklarter Term derart, dass [z, — f(z)] gerade die Funktion f
1st. Ist f selbst etwa durch einen arithmetischen Term #(x) vor-
" gegeben, so 1st natiirlich #(x) beziiglich M dquivalent (einsetzungs-
gleich) mit f(x), also die Gleichung f(x) = #(z) per definitionem
allgemeingiiltig in M. Es ist dies die Stelle, wo die arithmetischen
Terme als Terme besonderer Art hervorzuheben sind, und wo
zu verdeutlichen ist, dass die obige Aufgabe der Termfindung
Jetzt bedeutet: suche einen zu f(x) beziiglich M einsetzungs-
gleichen arithmetischen Term.

Mit Hilfe der Termschreibweise lassen sich die algebraischen
Operationen mit Funktionen allgemein definieren. Sind f und g
Funktionen mit demselben Definitionsbereich M, so ist z.B. f-+g
definiert gemiss

f+g: =[xy > [(x) +g (®)].

Ausgangspunkte sind auch hier wieder einfache Beispiele wie

f1+f2: 2= 143

und speziell Anwendungsbeispiele, die diese Definition motivieren.

Von grundlegender Bedeutung ist sodann die Verkettung von
Funktionen im Sinne der Hintereinanderschaltung der Zuord-
nungen. Auch hier kann man von verschiedenen Beispielen aus
ansetzen. Ist etwa bei einem Bewegungsvorgang lings einer
Strasse durch f gewissen durch Zahlenangaben dargestellten Zeit-
punkten die jeweilige Masszahl der Entfernung vom Ausgangs-
punkt zugeordnet und durch g den durch ihre Entfernung dar-
gestellten Ortspunkten die jeweilige Masszahl ihrer Hohe iiber
NN, so stellt fo g die Zuordnung der Hohe zu den Zeitangaben
dar. Innermathematische Beispiele von besonderem Interesse
bieten die Permutationen. Die Verkettung von f, mit

11 | I

2 -3 o s : 2 -2

f5‘ =13,9 erg%bt dlfa Permutation f, 0 f; =1|3.1
| 4> 4 ‘ .’ | 4 - 3 |
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Davon verschieden 1st

1 > 4]
2 -1
fa 0 fz — 3__) 3
| 4 —> 2
Es gilt ferner f, 0 f3» — f, usw. Selbstverstandlich wird man

die hier wie analog bei den Abbildungen der Geometrie sich
bietenden Moglichkeiten, in die Gruppentheorie vorzustossen,
nicht ungenutzt lassen.

Verkettungsbeispiele wie f, mit f, oder f; mit f,, letzteres
etwa dargestellt durch

2-1-4
frofy = [4_)4_’2]
fiihren dazu, fiir die Verkettung von f und g — damit sich nicht
die leere Funktion ergibt —, allgemein nur vorauszusetzen,
dass der Durchschnitt W, n D, nicht leer ist. fo g ist dann
definiert auf der f-Originalmenge von W, n D,. Entsprechende

bildliche Darstellungen kénnen die allgemeine Situation veran-
schaulichen (Figur 6).

Fig. 6.

Dem Verketten von Funktionen entspricht das Einsetzen der
Terme ineinander: statt (f o g)(z) schreiben wir auch g(f(z)),
was leicht zu motivieren ist und zum Anlass genommen werden
kann, auch bei der Verkettungsschreibweise die in der Mathe-
matik iibliche entgegengesetzte Reihenfolge g o f einzufiihren.
Entsprechende Einsetzungsiibungen mit arithmetischen Termen
gehoren bereits in den algebraischen -Anfangsunterricht (wo
Einsetzungen bendtigt werden etwa beim Beweis von Formeln).
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Sie sollten bei allen sich bietenden Gelegenheiten stérker als
bisher beachtet werden 1).

3. Funktionen und Paarmengen.

Lésst man in einer rechtseindeutigen Zuordnungstabelle die
Pieile weg und schreibt stattdessen etwa

so ergibt sich eine Menge geordneter Paare, kurz Paarmenge, die
zur Vorgabe der Funktion ausreicht. Offensichtlich geaort so zu
jeder Funktion f genau eine Paarmenge F. Diese ist endlich
" bzw. unendlich je nachdem, ob D, endlich bzw. unendlich ist.
Es ist noch einmal zu verdeutlichen, wann umgekehrt eine
derartige Paarmenge eine Funktion bestimmt. Die Einschrén-
kung ist durch die Rechiseindeutigkeit gegeben: zu verschiedenen
Elementen an der rechten Stelle (der zweiten Koordinate) miissen
verschiedene Elemente an der linken Stelle (der ersten Koordi-
nate) gehoren, d.h. fir alle (z,,y,), (%5, ¥y,) aus der Paar-
menge muss gelten: y; # y, = z; # 2, (oder, durch die Kontra-
position ausgedriickt: z; = x, = y; = y,). Die Behandlung der
Paarmenge steht in unmittelbarer Verbindung mit der gra-
phischen Darstellung der Funktion in der Koordinatenebene.
Wir wollen auf die Graphen im geometrischen Sinne jedoch erst
etwas spéter eingehen. ' ~

Mit Hilfe der einer Funktion f zugehorigen Paarmenge F
kann eine Reithe von Begriffen aus der Funktionenlehre in ein-
facher Weise mengentheoretisch geklart werden:

a) Funktionen sind identisch genau dann, wenn die zugehérigen
Paarmengen identisch sind, d h. wenn diese dieselben
Elemente haben: f = g < F = G.

1) Siehe hierzu: H. G‘. STEINER, Semantische und syntaktische Fragen im Alge-
braunterricht, erscheint im Heft: Logische Probleme im Mathematikunterricht 111,
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b) Die Beschrinkung f,, der Funktion f auf eine Teilmenge D’
von D, ist gegeben durch die Menge aller Paare aus £, deren
erste Koordinaten Elemente von D’ sind :

g:]lb,@G:Fﬂ (D,XZ)

¢) g ist die Foriseizung von f genau dann, wenn G o F (oder
ng — f) '

Die Beschrinkung spielt bekanntlich eine grosse Rolle, wenn
man wie bei der quadratischen oder bei der Sinusfunktion einen
umbkehrbaren Teil herausgreifen will. Unter das Thema Fort-
setzung lasst sich das Interpolationsproblem unterordnen und
dadurch besonders klar erfassen.

Zum Begriff der Umkehrung einer Funktion gehort die
Bildung der inversen Paarmenge, die darin besteht, dass man in
allen Paaren das erste mit dem zweiten Element vertauscht.
Das entspricht dem Uebergang zur inversen (auch konversen)
Relation. Man kann dann definieren:

d) Eine Funktion heisst umkehrbar genau dann, wenn die zuge-
horige inverse Paarmenge eine Funktion darstellt, also auch
rechtseindeutig ist.

Die durch die inverse Paarmenge von f gegebene Funktion
heisst dann die Umkehrfunktion von f. (Die Paarmenge einer
umkehrbaren Funktion ist also stes rechts- und linkseindeutig,
kurz: eineindeutig.)

4. Funktionen und Graphen.

Dir Verwendung von Graphen, der wir uns nun etwas einge-
hender zuwenden wollen, sollte in der Funktionenlehre von
Anfang an eine grosse Rolle spielen. Wir wollen — wie bereits
bemerkt — unter einem Graphen allgemein eine Teilmenge der
kartesischen Zahlenebene verstehen. Diese Teilmengen sind in
bekannter Weise den Paarmengen eineindeutig zugeordnet. Zu
jeder Funktion (reinen Zahlenfunktion) gehort also ein wohl-
bestimmter Graph.

Wann bestimmt umgekehrt ein Graph eine Funktion ? Die
Antwort lautet in grober, einpréigsamer Form: Ein Graph ist
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genau dann ein Funktionsgraph, wenn an keiner Stelle Punkte
des Graphen iibereinander liegen. Mit dieser einfachen Fest-
stellung wird dem Funktionsbegriff (besonders fiir die Erérterung
unendlicher Beispiele) eine wichtige anschauliche Stiitze gegeben
und zugleich ein reiches allgemeines Diskussionsmaterial bereit-
gestellt. Was durch endliche Tabellen und mit den elementaren
arithmetischen Termen nicht geleistet werden kann, das lasst
sich haufig durch entsprechende Figuren in der Zahlenebene
erreichen.Die Beschiftigung mit Funktionsgraphen ist natiirlich
einzubetten in ein allgemeineres Studium von Punktmengen in der
Zahlenebene, das also nicht erst mit der sog. Analytischen Geo-
metrie des Oberstufenunterrichts beginnen sollte. Hierzu kann
u. a. eine stirkere geometrische Fassung der Lehre von den
Gleichungen und Ungleichungen (letztere in Verbindung mit
Beispielen fiir das lineare Programmieren) dienen. Allgemein
sollte der Schiiler schon auf der Mittelstufe lernen, dass zu jeder
iiber dem Zahlenbereich Z erklirten Bedingung (Aussageform)
in zwet Vartablen eine Erfilllungsmenge gehort, deren Elemente
geordnete Paare von Elementen aus Z sind, und damit also ein
Graph in der Zahlenebene!). Das Studium von Symmetrie-
eigenschaften der Graphen und deren Zusammenhang mit der
Struktur der Bedingungen (B (z,y) < B (y, ), B (z, y) <
B(x,—y), B(z, y) < B(— z,— y) usw.) i1st dabei eine wichtige
Angelegenheit. Insbesondere gehort hierher auch die einfache
Transformationsregel: Ist G der Graph der Bedingung B (z, y),
so ist der um den Vektor (z,, y,) verschobene Graph G’ der
Graph der Bedingung B (z — x4, ¥ — ¥,)- |

fj AN
Afjo /. Y
A/.
X, X
Fig. 7.

1) Einfache logisch kombinierte Bedingungen dieser Art sind etwa:
X2 +y2 =1 Ax=0,(x|+|yl=1tAy=0)VEx+y2=1Ay=0),
. 2=xAx>0, x=0V y=0usw.
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Um die Verwendung von Graphen in der Funktionenlehre
zu erldutern, wollen wir kurz darlegen, wie sich die bisher von
uns erorterten Begriffshildungen in der Darstellung durch
Graphen widerspiegeln. Dabei wollen wir zunéchst hervorheben,
dass auch bei diesen Darstellungen stets der Zuordnungsgedanke
wachgehalten werden muss. Dies sei verdeutlicht an den Figu-
ren 7 und 8, deren letztere speziell auf die Hintereinander-
schaltung von Zuordnungen Bezug nimmt.

Y g1
v <« < ()/ —< Q
T Y, 9, \
PR N N L
Z Z, Xo X
Fig. 8
Die weiteren Begriffe gehen wir kurz der Reihe nach durch:

Die Definitions- und Wertmenge ergeben sich durch die Pro-
jektion des Graphen auf die erste bzw. die zweite Achse. Die
identische Funktion auf der Menge aller reellen Zahlen R hat als
Graph die erste Diagonale in der Zahlenebene, eine konstante
Funktion auf R eine Parallele zur ersten Achse. Besonders
geeignet fiir die Mittelstufe ist die geometrische Behandlung
der algebraischen Operationen mit Funktionen. Es gibt eine
Fiille von sehr schonen, einfachen Methoden, diese Konstruk-
| tionen punktweise auszufithren ). Daneben sind fiir die grobere
Orientierung ausreichende Verfahren zu pflegen. Ich denke hier
an so einfache Dinge wie die Konstruktion des «reziproken

Graphen », die fir das Beispiel [xeM - ™ 2] mit M = R —
x —_—

{2, —2} aus Figur 9 ersichtlich ist. Dies Beispiel, bei dem
man vom Graphen der Funktion [x.z = | x| —2] ausgeht, moge
zugleich zur Erlduterung dafiir dienen, wie Schiiler auf der

1) Es sei hierzu verwiesen etwa auf: J. C. H. GERRETSEN, Raaklijn en opperviakte,
Haarlem 1959. Das Buch erscheint demnéachst in deutscher Ubersetzung.

L’Enseignement mathém., t. VIII, fasc. 1-2. 6

—
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Mitte]spufe mit Hilfe des in seinen wesentlichen Teilen bestimmten
Graphen durch Projektion den Wertebereich der Funktion

1 , .
Xepr — ermitteln kénnen
| x| =2 ,

. ,
<W= R—{x.> -——2—<x4§0} = {x>x§——;—vx> O})

Die rein mengentheoretischen Begriffsbildungen iibertragen
sich naturgeméss sofort in die graphische Darstellungsweise:
Funktionen sind genau dann identisch, wenn ihre Graphen
identisch sind; entsprechend beziehen sich die Begriffe Fort-
setzung und Beschrinkung unmittelbar auf die Graphen. Zur
Frage der Umkehrung gehort die Behandlung des an der 1. Diago-
nalen gespiegelien Graphen; Parallel zur rein mengentheoretischen
Beschreibung ldsst sich sagen: Eine Funktion ist genau dann
umkehrbar, wenn der an der 1. Diagonalen gespiegelte Graph
wieder ein Funktionsgraph ist, oder: Eine Funktion ist genau
dann umkehrbar, wenn in ihrem Graphen keine Punkte gleicher
Hohe vorkommen. Ferner gilt: Eine Funktion ist genau dann
mit ihrer Umkehrung identisch, wenn ihr Graph spiegelsymme-
trisch zur 1. Diagonalen ist. Wichtig sind sodann die Symmetrien
zur 2. Achse und zum Koordinatenursprung; sie gehoren zum
Begriff der geraden und der ungeraden Funktion.
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5. Funktionen und Terme.

Wir kommen jetzt noch einmal auf die Bedeutung der Terme
im Rahmen der Funktionenlehre zuriick. Wie wie schon hervor-
gehoben haben, wird der Termbegriff zunéchst in Verbindung
mit dem ersten Algebraunterricht (insbesondere der Einfihrung
in die Gleichungslehre) entwickelt; er bezieht sich dabel anfangs
nur auf elementar arithmetische Terme (e.a.T.), d.h. Aus-
driicke, die in folgender Weise aufgebaut sind:

a) Jeder Zahlenname ist ein e. a. Term,

b) jede Variable z, y, ... ist ein e. a. Term,

¢) mit ¢, und £, sind auch ¢; + 5, & — by, 4.1, £ £y €. . Terme,
wobei im letzten Fall ¢, nicht Name fiir die Zahl O sein darf.

Von diesen Termen sind im Hinblick auf die einstelligen
Funktionen, auf die wir uns bisher beschrankten, selbstver-
stindlich nur diejenigen von Bedeutung, in denen genau eine
Variable vorkommt. (Es sei denn, dass man Termformen (oder
Klassen von Termen) wie azx? + bx + ¢ betrachtet, wo a, b, ¢
dann aber eine besondere Rolle spielen als Formvariable (oder
Klassenparameter)). Die Schiiler lernen zunéchst keine explizite
Definition der elementar arithmetischen Terme kennen. Sie
verstehen von Beispielen aus, was gemeint ist. Zur allgemeinen
Umschreibung, die notig ist, wenn vom Funktionsbegriff her
auch andere Terme eingefithrt werden, reicht der Hinweis auf
die vier Grundoperationen aus. Spéter wird man jedoch wenigstens
die Polynome und Polynomquotienten genauer beschreiben.
Dabei geniigt es wohl, ein Polynom in x als einen Term der
Form ay 4+ a2 + ... + @, 2" vorzustellen, in dem die g
Namen fiir Elemente aus einem bestimmten Grundbereich U
sind. Entsprechend unserer strengen Unterscheidung zwischen
Term und Funktion sind dann die ganz rationalen Funktionen
auf U die Funktionen [x.y — ao +... +a,x"] 1).

Ein wesentlicher sachlicher wie didaktischer Nachteil der
traditionellen Behandlung der Funktionenlehre besteht vom
heutigen Standpunkt aus zweifellos darin, dass der Funktions-
begrift jahrelang allein an den Polynomen orientiert ist. Die
Grundgedanken und Zugénge zu einem allgemeineren und tieferen

1) Siehe hierzu die erste unter 11 zitierte Arbeit.
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Versténdnis der Funktionenlehre werden damit zugeschiittet,
und das, was in vielfaltiger Weise begrifflich zu trennen ist,
wird von vornherein zu wenigen, zum Teil recht unklaren
Vorstellungen vermischt. Das hat verhéngnisvolle Auswirkungen
auf allen spéateren Stufen des Mathematikunterrichtes. So haben
die Schiiler auch noch als Studenten grosse Schwierigkeiten,
einzusehen, dass es der Mithe wert ist, sich mit der Prazisierung
. von Begriffen wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrier-
barkeit abzumiihen, da sie immer nur an Beispiele denken, bei
denen diese Eigenschaften nahezu selbstverstindlich sind.
Fithrt man jedoch erst bei dieser spédten Gelegenheit Gegen-
beispiele ein, so fallt es ihnen schwer, die ihnen vorgesetzten
,, kuriosen Ausnahmen “ iiberhaupt als Funktionen zu akzeptie-
ren. Will man diese heute auch vom didaktischen Standpunkt
aus nicht mehr vertretbare Enge der Funktionenlehre vermeiden,
so wird man etwa so vorgehen miissen, wie wir es vorangehend
dargelegt haben. Dabei erscheint mir unter dem Gesichtspunkt
der Behandlung des Termbegriffs noch das Folgende wichtig.
Es muss einmal die Menge der Standardterme fiir den Unterricht
erweitert werden. Das kann in fruchtbarer Weise bereits dadurch
geschehen, dass man zu den iblichen Standardtermen noch |z |,
[z] (Gaussklammer von z oder Index von z) und sign z hinzu-
nimmt und vielfaltig verwendet. Man kommt damit bekannter-
weise zu einer Fiille von unstetigen oder nicht differenzierbaren
Funktionen, die mit diesen Termen beschreibbar sind (z. B.
[xcr = [x]+x], [Xeg = sign x], [xcg = (=D, [x.g =1 sin x[].
usw.) Die Verwendung dieser Terme sollte dabei natiirlich nicht
allein zur Vorgabe und Beschreibung von Funktionen dienen,
sondern allgemeiner auch zur Aufstellung von Bedingungen
in einer oder zwei Variablen. Ich denke hier an so einfache
Gleichungen wie [y | = |x|, [y] =[x], |y| =[x], y = x* +
5|x]| + 6, deren Graphen interessant sind, oder an Gleichun-
gen in einer Variablen wie [x] = 2, x> —5[x| 4+ 6 = 0,
[x* — 5x + 6] (|x| — 10) = 0 usw., die durch ihre Ljsungs-
- mengen (im letzten Beispiel:

{x 5—2\/'5_

~ 5++/5
<x=Z22v3i=Zx< 2\/ vx=10vx=—10}>
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die Gleichungslehre wesentlich bereichern kénnen. Entsprechend
sind natiirlich Ungleichungen und zusammengesetzte Bedingun-
gen zu behandeln. Selbstversténdlich lassen sich in dieser Weise
auch die sonst im Rahmen der Funktionenlehre betrachteten
Terme verwenden. Betrachten wir neben der oben eingefiihrten
Funktion f; etwa die Funktion

1 5 -
2-> 1
fo =13 — 17
b — 3
| 5 - 5_

so sind mit f; (x) = 17 oder f; (x) = f¢ (x) Gleichungen und mit
fi(x) < 5 oder fg(x) £ fi(x) Ungleichungen gegeben, deren
Behandlung fiir das Verstdndnis der Funktionenlehre wie der
Lehre von den Gleichungen und Ungleichungen &usserst in-
struktiv ist.

6. Funktionen und Aussageformen.

Wir kommen schliesslich noch zur Darstellung von Funktio-
nen durch Gleichungen und Bedingungen. Dabei gehen wir von
der Feststellung aus, dass man in unseren Schulbiichern durch-
weg den Begriff der Funktionsgleichung findet, der hier in so
unklarer Weise eingefiihrt und gehandhabt wird, dass daran die
ganze Kalamitdt der traditionellen Funktionenlehre zum Aus-
druck kommt.

Da ist zunédchst die platte Identifikation von Gleichung und
Funktion. In einem Lehrbuch heisst es z. B.: «Diese neue
Gleichung wird Funktionsgleichung oder kurz Funktion genannt.»
Die Identifizierung hat neben der Verwirrung von Zeichen und
Bezeichnetem (ganz abgesehen davon, dass zur Verwendung von
Gleichungen als Funktionsbezeichnungen die Variablen erst
gebunden werden miissten) u. a. zur Folge, dass der Schiiler den
Eindruck gewinnt, zur Vorgabe von Funktionen seien nur Aus-
sageformen in Gestalt von Gleichungen geeignet. Das absolute
Vorherrschen der Gleichungen in der Funktionenlehre verfihrt
zudem zu einer totalen Vernachliéssigung der Bezogenheit auf
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einen grundsétzlich frei wihlbaren Definitionsbereich®. An die
Identifikation von Gleichung und Funktion lagert sich ferner
eine z.T. sehr irrefilhrende Terminologie an. So wird von
expliziten und impliziten Funktionen gesprochen, je nachdem
ob in einer Gleichung in z und y der links stehende Term nur
aus der Variablen y besteht und der rechts stehende Term y
nicht enthdlt oder nicht. Das ist eine Unterscheidung, die fiir
die gemeinten Zuordnungen keinerlei Bedeutung hat. Sodann
wird in manchen Schulbiichern die nach z aufgeléste Form einer
Gleichung y = f () die Umkehrung der Funktion y = f ()
genannt (also z. B. z = y 4 1 die Umkehrung von y = « — 1).
Legt man, wie in den Biichern allgemein iiblich, z als erste (sog.
. unabhingige) und y als zweite (sog. abhingige) Variable fest,
so gibt auch diese Unterscheidung keine verschiedenen Zu-
ordnungen wieder, sie kann hochstens dazu dienen, den ohnehin
schon reichlich konfus behandelten Begriff der Umkehrfunktion
restlos zu verdunkeln.

Eine andere fast iiberall in den Schullehrbiichern anzu-
treffende Verwendungsweise des Wortes « Funktionsgleichung »
geht dahin, die Gleichung eines Graphen im Rahmen der analy-
tischen Geometrie allgemein als Funktionsgleichung dieses
Graphen, also etwa 2% 4+ y* = 25 als Funktionsgleichung des
entsprechenden Kreises, zu bezeichnen. Damit wird nun auch
- noch das Prinzip der Eindeutigkeit durchbrochen, und es wird
zugleich jene oben schon kritisierte Bindung des Funktions-
begriffs an die Vorstellung einer glatten Kurve hervorgerufen.

Wir werden nach diesen kritischen Bemerkungen, die sich
in vielfacher Hinsicht vermehren und detaillieren liessen, aus-
einanderzusetzen haben, wie sich der Begriff der Funktions-
gleichung, wenn man ihn weiterhin benutzen will, in dem von
uns umrissenen Aufbau der Funktionenlehre fassen und ver-
wenden ldsst 2. Grundlegend ist dabei natiirlich wieder der
Funktionsbegriff selbst. Die Verbindung von den Gleichungen in

1) Es ist dann nicht verwunderlich, dass es den derart vorgebildeten Schiilern als
Mathematikstudenten schwerfillt, eine Funktionsgleichung in x und y nur iUber einer
Teilmenge der Menge aller x, denen durch die Gleichung ein bestimmtes y zugeordnet
wird, zu interpretieren. Siehe hierzu die interessanten Beobachftungen bei Studenten
der Anfangssemester in G. PickERT, Bemerkungen zum Funktionsbegriff, Der math.-
naturwissenschaftliche Unterricht VIIL/9, p. 396.

2) Siehe auch hierzu die erste unter 11 zitierte Arbeit.
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2 Variablen zum Funktionsbegriff wird dabei am einfachsten

mit Hilfe der Paarmenge oder des Graphen hergestellt. Wir

betrachten in Anlehnung an den iiblichen Unterricht zunéchst

Gleichungen in z und y, wobei z als erste Variable und 'y als ;

zweite Variable, also eine Reihenfolge der Variablen, ein-

firallemal festgelegt ist. Der Schiiler muss verstehen, dass die

Lésungen solcher Gleichungen ® (z, y) in bezug auf den jeweiligen

Grundbereich U, der bei der Behandlung von Gleichungen immer

| angegeben werden sollte, nicht einzelne Zahlen, sondern Paare

von Elementen aus U sind. Die Losungsmenge ist also eine

f Paarmenge, zu der ein bestimmter Graph gehort. Man kann

dann einprégsam definieren: Die Gleichung & (z, y) heisst

| Funktionsgleichung in bezug auf die Grundmenge U, wenn die |

Losungsmenge { (2, y) | (z,y) e U X U A 6 (z, y) } von 6(z, y)

beziiglich U rechtseindeutig ist (oder: wenn der Graph von

®(x, y) beziiglich U ein Funktionsgraph ist). |
Die Rechtseindeutigkeit der Losungsmenge von ® (z, y)

beziiglich U bedeutet: ’

(X1, Y1) €UXU A (x2,9,) e UXU A B (x1,y0) A GB(x;,¥,)

| ANXy = Xo =Yg = ).

Fir die Handhabung des Begriffs Funktionsgleichung ist das
wichtig. Man entscheidet damit z. B. leicht, dass

y =xtx =y, x| = y),

: ) Sy

é x2:3y+9:'——-_1‘—'_—=4, : =8
| Jx +x =2 [x*=5]x| +6](|x]| —10) ’

y —tgx =0

usw. Funktionsgleichungen beziiglich R sind. Keine Funktions-
gleichungen beziiglich R sind etwa 22 +y2 =1, 42 — z = 0,
||+ |y| =1 oder [y] ==z Mit Ausnahme des letzten
Beispiels sind dies jedoch Funktionsgleichungen, wenn man als
Grundmenge die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen wihlt.
Die Eigenschaft, eine Funktionsgleichung zu sein, héngt also
wesentlich vom Grundbereich U ab. Aufgrund der Eindeutig-
| keitseigenschaft der Terme gilt iibrigens allgemein: Ist f ()
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ein Term, so ist y = f (z) eine Funktionsgleichung beziiglich R.
Wir wollen Gleichungen dieser Gestalt explizite Funktions-
gleichungen nennen, alle anderen implizite Funktionsgleichungen.

Wie wir schon hervorgehoben haben, sind die Gleichungen
in z und y nur spezielle Bedingungen (Aussageformen) in den
Variablen z und y, durch die Funktionen gegeben werden konnen.
Wir werden also auch im Unterricht ganz generell (und zwar
vollig analog wie bei den Gleichungen) erkldren, wann eine
Bedingung B(z, y) eine Funktionsbedingung beziiglich U ist,
und wir werden die Gleichungen von vornherein in diesem
grosseren Rahmen behandeln. Alles, was oben schon iiber die
Bedingungen B(z, y) gesagt wurde, ibertragt sich dann speziell
auf Funktionsbedingungen und insbesondere auf Funktions-
gleichungen. Wir erwéhnen hier noch einmal besonders die
Bildung der inversen Bedingung, die jetzt mit dem Begriff der
Umkehrfunktion in Verbindung zu bringen ist. Wir koénnen
sagen: Eine durch eine Bedingung B(z, y) (beziiglich U) gege-
bene Funktion ist umkehrbar genau dann, wenn die inverse
Bedingung B(y, x) eine Funktionsbedingung (beziiglich U) ist.

Auf die Einfiihrung von Bedingungen, die nicht nur aus einer
Gleichung bestehen, kommt man im Rahmen der Funktionen-
lehre von verschiedenen Ueberlegungen aus. Wir hatten z. B.
oben schon die Beschrankung einer im ganzen nicht umkehrbaren
Funktion auf einen umkehrbaren Teil genannt. So sind durch die

s

. T
- Bedingungeny = x> Ax 20 oder y = sinx A —5§x§+5

beiiiglich R umkehrbare Funktionen gegeben, deren Inver-
T «TT
sionen x = y* Ay =0 bzw. x = siny A —Egyé +§man
als Definiens fiir die zu definierenden Fﬁnktionsgleichungen
Y = Jz bzw. y = arcsin, ¢ verwenden kann. Ferner erlaubt
es die Einfiilhrung von zusammengesetzten Bedingungen, als
Grundbereich allgemein R zu nehmen und den Uebergang zu
kleineren Grundmengen in den Bedingungen selbst zum Aus-
druck zu bringen. So ist z. B. x> + > =1 Ax=Z0Ay =0

(was man auch schreiben kann: y = J1=x2 A x = 0) eine
Funktionsbedingung beziiglich R (wobel letzteres nun nicht
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mehr stets dazu gesagt zu werden braucht). Wir erwiahnen auch
noch, dass eine Gleichung wie
y Sy

~—_.———=4oder = §
Jx +x—2 [2—5 (x| +6](Ix[~10)

beziiglich R nur dann durch eine équivalénte explizite Gleichung
ersetzt werden kann, wenn man dieser die Zusatzbedingung
z # 1 bzw.
5—/5 5+5
2 2

<xZL2v3Zx< vx=10vx=—10

konjunktiv anfiigt.

Um von einer Funktionsbedingung B (z, y) direkt zu einem
Term in x iibergehen zu konnen, ist in der mathematischen Logik
ein Kennzeichnungsoperator t, (auch mit anderen Zeichen) einge-
fithrt worden, durch den die Variable y in 8B (z, y) gebunden wird.
«t, B(z, y)» wird gelesen: dasjenige y, fir das B(z, y). Die
durch B(z, y) beztiglich U gegebene Funktion mit dem Defini-
tionsbereich D kann dann also auch durch [x., — 7, B(x, y)]
dargestellt werden. Auf diese Schreibweise, durch deren unter-
schiedliche Bindungsweise der Variablen x und y insbesondere
die Unterscheidung der sog. unabhéngigen von der sog. abhén-
gigen Variablen formal sichtbar wird, kann man im Unterricht
verzichten, da geniigend andere Ausdrucksmittel zur Verfiigung
stehen. Eine besondere Situation tritt jedoch dadurch auf, dass
man Funktionsbedingungen ja keineswegs immer in den Va-
riablen x und y anschreiben méchte, z. B. nicht, wenn man aus

der Physik kommende Gleichungen wie s = % t* als Funktions-

gleichungen behandeln will. Fir diese Fille empfiehlt es sich,
zum Begriff der Funktionsbedingung noch die Kennzeichnung
«von ¢ nach s» («von z nach y») u. 4. hinzuzufiigen, die Aus-
zeichnung der Variablen also mit in die Definition hineinzu-
nehmen. Man kann dann z. B. auch sagen, was die generelle
Festlegung der Reihenfolge von z und y nicht erlaubt: Ist
y = | (z) eine Funktionsgleichung von x nach y beziiglich U,
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die durch sie gegebene Funktion f umkehrbar und g die Umkehr-
funktion von f, so ist x = g (y) eine Funktionsgleichung von y
nach z beziiglich U. |

7. Erginzende Bemerkungen.

Die Fiille dessen, was wir in der vorangehenden Darstellung
nicht behandelt haben, veranlasst uns, wenigstens einige Ge-
sichtspunkte abschliessend noch kurz zu streifen.

Ich erwidhne hier zunéchst die Definition der Folgen als
Funktionen, deren Definitionsbereich die Menge der natiirlichen
Zahlen (und im endlichen Falle ein Anfang der Menge der
natirlichen Zahlen) ist. Wesentliche begriffliche Schwierigkeiten,
wie sie etwa bei den konstanten Folgen haufig im Unterricht
auftreten, lassen sich durch diesen Einbau in die Funktionen-
lehre vermeiden. Es bietet sich heute zudem auch in der Analysis
bei der Behandlung der Stetigkeit und des Grenzwertbegriffs
eine Unterordnung der Folgen unter die Funktionen an!.

Sodann seien einige Bemerkungen zu den mehrstelligen Funk-
ttonen gemacht. Auf sie stosst man ja schon recht frith im Unter-
richt, etwa in Verbindung mit der Grundformel der Prozent-

G
rechnung P = 1Tp , mit Termen in mehreren Variablen, mit der

Behandlung der algebraischen Operationen (etwa [(a, b) — a+b])
usw. Diese Ansdtze lassen sich ohne Schwierigkeiten aufgreifen
und zu einer entsprechenden Entwicklung der mehrstelligen
Funktionenlehre weiterfithren. Das kann in sehr enger Ver-
bindung zu den Methoden der einstelligen Funktionenlehre
geschehen, aus der die mehrstellige im wesentlichen dadurch
hervorgeht, dass nun der Definitionsbereich eine n-Tupel-Menge
ist, anstelle von z also das n-Tupel x = (x4, ..., x,) tritt. Die
vorangehend entwickelten Begriffe lassen sich dann alle ent-
sprechend iibertragen. Auch der Begriff des Graphen ist wenig-
stens im Falle n = 2 noch geometrisch anschaulich erfassbar.
Selbstverstdndlich wird man in der Behandlung mehrstelliger
Funktionen auf der Schule nicht allzuweit gehen. Das Prin-

zipielle lasst sich bereits an wenigen Beispielen erliutern.

1) Siehe hierzu den Vortrag von G. PickERT: Die Einfihrung des Stetigkeits-
und Grenzwertbegriffs in der Schule. ’
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Schliesslich will ich noch auf einen Gesichtspunkt eingehen,
der durch das Stichwort ,, funktionales Denken ¢ gekennzeichnet
ist. Die Forderung des funktionalen Denkens war ein Kern-
stiick der Meraner Reformplidne. Ueber diese Pldne schrieb
W. Lietzmann?®: «Ihr Verdienst ist es, in den vielerlei Formen, in
denen der Funktionsbegriff in der Schule auftrat, das Gemeinsame
erkannt zu haben, gezeigt zu haben, wie dieser Begriff in immer
wechselnder Gestalt in fast allen Gebieten der Schulmathematik
wiederkehrt, sie beherrscht. Hier setzen die positiven Vorschlige
ein. Es galt, dieses Durchtrinken der Mathematik mit dem
Funktionsbegriff griindlicher als bisher zu betreiben, den Funk-
tionsbegriff als den Kitt zu verwenden, der die verschiedenen
Kapitel der Schulmathematik zu einer Gesamtheit zu vereinigen
geeignet ist. » Dies gilt erneut und in verstdrktem Masse in der
heutigen Situation der Schulmathematik, wo ein gegentiber der
traditionellen Fassung verbesserter und erweiterter Funktions-
begriff zur Verfiigung steht. Ein Unterschied aber wird sich
unter diesen Gesichtspunkten vielleicht beim Vergleich der tra-
ditionellen mit der heutigen Funktionenlehre in der Schule auf-
dringen. Er ist mehr psychologischer Natur: die an der « Ab-
hingigkeit von verdnderlichen Grossen » orientierte kinematische
Denkweise, die in der Forderung des funktionalen Denkens immer
mitgemeint war, scheint einer mehr statischen Denkweise weichen
zu missen. Das wire ohne Zweifel ein Verlust an Vorstellungen,
die bei all ihrer Ungenauigkeit fiir die produktive mathematische
Arbeit wie fiir das iiber das Formale hinausgehende Verstdndnis
mathematischer Begriffe, und damit auch fiir den Unterricht,
unentbehrlich sind 2. Hierzu ist jedoch zu sagen, dass die «kine-
matiscue Denkweise » im Rahmen einer modernen Funktionen-
lehre keineswegs verloren zu gehen braucht, ohne dass man
wieder von verdnderlichen Grossen und Abhingigkeiten zwischen
diesen redet. Man wird sie da entwickeln, wo sie genauer zu
fassen ist, und das auch bewusst machen, namlich an den Bei-
spielen, bei denen im Definitions- und Wertebereich eine Ord-
nungsrelation (oder ein Umgebungsbegriff) gegeben ist. So wird

1) W LiETzMANN, Methodik des mathematischen Unterrichts, Heidelberg 1951, p. 71.
2) Siehe hierzu die interessante Studie von X. Strunz, Das funktionale Denken
in der Mathematik, Studium generale 2 (1949), p. 31 fI.
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man Fesftste'llungén zulassen und auch pflegen, bei denen etwa -

gesagt wird: ‘Wenn ich den geordneten Definitionsbereich in
einem bestimmten Sinne durchlaufe, so werden die Werte des
Wertebereiches vermoge der Zuordnung f in dem und dem Sinne
durchlaufen. Dazu miissen dann natiirlich strengere Formulie-
rungen treten, wie sie etwa in der Definition der Monotonieeigen-
schaft vorliegen: Wenn x, <x,, s0f(x,) <f(x,) (usw.). Wir kommen
“hier wieder — wie schon bei fritheren Gelegenheiten — auf die
Notwendigkeit, Ungleichungen im- Unterricht mehr zu pflegen.
In ihrer intensiveren Behandlung liegen die eigentlichen Moglich-
keiten, das kinematische Denken mathematisch wirklich frucht-
bar werden zu lassen. |

Math‘em'ati‘sches Institut
Universitat Miinster.
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