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336 - A. BAUR

Damit ist dann auch der nichtperiodische unendliche Dezi-
malbruch ‘in die Néahe geriickt. Wird die Existenz der nicht-
periodischen Dezimalbriiche vorausgesetzt, so ist in gewissem
Umfang auch das Problem der reellen Zahl in Angriff genommen,
und die Losung dieses fiir die Schule sehr wichtigen Problems
scheint angebahnt. Die Folgen sind schwerwiegend: Nun kénnen
auf der Mittelstufe die Irrationalitatsbeweise fiir Zahlen wie

etwa \/ 2 oder Ig 3 sauber durchgefuhrt werden.

Eine vierte methodische Forderung ist wichtig: Die Behand-
lung der einzelnen Grenzwerte kann und soll auch auf der
Unterstufe sauber erfolgen. Numerische Berechnungen bilden
die Grundlage. Die Behandlung soll sich auf das einzelne Zahlen-
beispiel beschranken. | |

Die systematische Behandlung der Grenzwerte, insbesondere -
der Kalkiil des Rechnens mit Grenzwerten soll der Oberstufe
" vorbehalten bleiben.

3. GRENZWERTBETRACHTUNGEN . AUF DER MITTELSTUFE

3.1.  Forderungen methodischer und psychologiécher Art.

Auch auf der Mittelstufe soll sich die Behandlung auf das
einzelne Beispiel beschranken. Jedes Beispiel soll elementar,
wenn moglich unter Zuhilfenahme anschaulicher Methoden,
jedoch streng behandelt werden. Die systematische Behandlung
kann nur vorbereitet werden; der Grenzwertkalkiil gehort nicht
auf die Mittelstufe.

Die Untersuchung vorkommender Funktionen auf Mono-
tonie ist sehr wichtig; gerade die Monotonie hat noch durchaus
anschaulichen Charakter.

Das Hilfsmittel der Intervallschachtelung ist anschaulicher
Herkunft, fithrt jedoch iiber. den Gebrauch der blossen An-
schauung hinaus. |

Es muss in der Mittelstufe angestrebt werden, dass der
Schiiler zwar von der Anschauung ausgeht, aber- schhesshch
erfihrt, dass die Anschauung allem ein unvollkommenes Hilfs-
mittel ist. ‘
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3.2. Grenawertprobleme aus dem Gebiet der Arithmetik.

3.2.1. Hier wird die Weiterfithrung der einfachsten Rech-
nungen mit Ungleichungen vorgeschlagen, ferner die Behand-
lung von Abschitzungen. Beides erfordert sehr wenig Zeit.
Weiter ist der Monotoniecharakter von Funktionen wie etwa
22, 23, ... 2%, xP4 10%, a* (a > 0) usf. nachzuweisen. Nun
kann man die oben erwihnten Irrationalitdtsheweise behandeln,
z.B.

1) ﬁ 1st keine rationale Zahl (indirekter Beweis).

2) g 3ist keine rationale Zahl (Aus o = 1g 3 folgt 107 = 3.
Die links stehende ganze Zahl ist nur durch 2 und durch
5, die rechts stehende ganze Zahl ist nur durch 3 teilbar).

3.2.2. Ein besonders wichtiges Beispiel zu unserem Thema
bietet die numerische Berechnung der Quadratwurzeln. In den
letzten Jahren ist hier methodisch viel gearbeitet worden. Es
handelt sich stets um die Berechnung der ersten Schritte einer
passenden Schachtelung. Da die Funktion y = z”* fiir positive
Werte von £ monoton wachsend ist, kann eine passende Schachte-
lung stets konstruiert werden.

Seit einiger Zeit ist in der Bundesrepublik das einst fast
ausschliesslich verwendete Verfahren verpont. Es handelt sich
um die folgende Rechnung:

J/3,00000000... =1,7320...
1

200 :27
—1 89

11 00 : 34 3
— 10 29

71 00 : 346 2
— 69 24

176 00 00

--------

L’Enseignement mathém., t. VIII, fasc. 3-4.
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Dieses- Verfahren ist nicht nur eine exakte Intervallschachte-
lung, sondern sogar eine solche Schachtelung, die bei jedem
Schritt genau eine weitere Dezimale der gesuchten Entwickelung
liefert. Sie ist beziiglich des Arbeitsaufwands und hinsichtlich
der erreichten Genauigkeit optimal. Allerdings ist der genaue
Beweis nicht einfach. -

3.2.3. Sehr wichtig ist das Problem der Logarithmen. Der
Schiiler mochte an einigen Beispielen eine numerische Berech-
nung eines Logarithmus auf 4 (oder auch auf 5) Dezimalen
durchgefithrt haben. In den letzten Jahren sind auch hier ver-
schiedene Vorschliage gemacht worden. Ich méchte die ein-
fachste Methode empfehlen; sie gibt wieder ein Beispiel fiir die
Berechnung einer Intervallschachtelung.

Die heute im Unterricht der deutschen Gymnasien in der
Regel vorliegenden Verhéltnisse fordern die Arbeit mit einer
vierstelligen Tafel fiir das Zahlenrechnen. Die folgende Rechnung
ist vollstidndig mit einer solchen vierstelligen Quadratzahlen-
tafel durchgefiihrt worden. Man geht aus von 3% = 6 561 = 6,
561 . 103. Durch Weiterquadrieren mittels der Quadratzahlen-
tafel ergibt sich fiir die vierziffrige Rechnung:

316 — 4 304 . 107
32— 853 .10
364 =3, 434 . 10%

3128 —= 1,179 . 108
3256 =1, 390-. 10122
3512 = 1,932 . 10244
gLt o g 733 . 10788
32088 — 1393 . 1077
3409 — | 940 . 101 954
38192 —= 3 764 . 103 908
316384 — 1 417 . 107 817

Die Ausgangszeile liefert wegen der Monotonie der Funktion 10%
die doppelte Ungleichung: 103 <38 <10* oder 103 <108 ¥ <10*
also: 3/8 <lg 3 < 4/8 oder 0, 3750 <lg 3 < 0, 5000.
Man findet entsprechend eine fortlaufende Kette von Un-
gleichungen, die eine Schachtelung ergeben. Auf diese Weise
findet man:
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0,3750 <lg3 <0,5000
0,4375 <lg3 <0,5000
0,4688 <1lg3 <0,5000
0,468 8 <lg3 <0, 4844
0,476 6 <lg3 <0, 484 4
0,476 6 <lg3 <0,4805
0,476 6 <lg3 <0,4785
0,476 6 <lg3 <0,4775
0, 477 05 < lg 3 < 0, 477 54
0,477 05 < 1g 3 < 0, 477 30
0,477 05 <1g 3 < 0, 477 17
0,477 12 <123 < 0, 477 17

Damit findet man den Wert des lg 3 auf vier Dezimalen. Mit
Benutzung der vierstelligen Quadratzahlentafel nimmt das Ver-
fahren nicht viel Zeit in Anspruch.

3.3 Grenzwertprobleme aus dem Gebiet der Geometrie.

a) Das wichtigste Problem der Flichen- und der Lé&ngen-
messung bietet sich beim Kreis. In der Tat 1ist die
Berechnung der Zahl n sachlich wie kulturgeschichtlich von
eminenter Bedeutung. Vielfach wird in der Bundesrepublik
die Archimedische Methode, die sich auf die Berechnung von
regelméssigen Vierecken stiitzt, ganz aufgegeben. Ich kann dem
nur teilweise zustimmen. Die numerische Berechnung der Zahl
n ist nach Archimedes in der Tat hochst unvollkommen. Bei
Benutzung der vierstelligen Quadrat- und Wurzeltafel findet
man fiur das 24- Eck:

lyy = 3,105 87 < F < Jyy, = 3, 159 7 r2 und
Uyy = 3,1326 . 2r <u < Uy = 3,159 7 . 2r.

Damit ist die Zahl # nur auf eine Stelle nach dem Komma er-
mittelt. Dieses Ergebnis der praktischen Mathematik ist aber
tatséchlich im Verhéaltnis zu dem sehr hohen Aufwand an
theoretischer Arbeit sehr wenig befriedigend. Dagegen ge-
wihrt das Archimedische Verfahren bedeutende theoretische
Vorziige :




350 . .  A. BAUR

1. -Sowohl fiir die Fliachen, wie fir die Umfinge ergeben
sich die Bedingungeri der Intervallschachtelung auf anschau-
licher Basis aus der Figur. Es seien ¢,, J,, u,, U,, s, S, die
Masszahlen der Flachen, der Umfénge und der Seiten des ein-
bzw. des umbeschriebenen reguldren Vielecks mit n Ecken, und
es sel ferner p, der Radius. des dem n-Eck. einbeschriebenen
Kreises, also der Abstand der Seite des n-Ecks vom’ Kreismittel-
punkt. Dann ist

by < Loy < Ugp < gy < wenes < Jgp < Jyy < J3n < J,und
Uy < Ugy < Ugy <Ugy < ..nn < Uy, < Uy, < U, <U,
Die einbeschriebenen und die umbeschriebenen n-Ecke geben
also zunichst fiir die Masszahlen der Flichen auf- bzw. abstei-

gende Zahlenfolgen. Diese bilden eine Schachtelung, wenn die
Differenzen J, — i, eine Nullfolge bilden. |

Aus Abb. 1 ergibt sich:

5 2 S A5 = L2 i rop.
on = 2, = ,,—-r un s,,— Sy + (" — Py
4+,0,, 4 .02 2 4 P

Durch Eliminatidri der Grt}ssen‘ S, und Son .ﬁndet) man die Be-

e ., T , :
siehung® —p}, = (r — po) oderr — poy = 5o 2,,)( r=p0).
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Hieraus gewinnt man leicht die Abschitzung
<= ( ')
— —(r—py)-
F—P2n 9 Pn '

| r R ro .
Fiir n > 4 ist p, > 5 d.h.r—p, <5, somit

o
r—p2n <Z,.

| r
F=Pan < 3 usf.

Die Strecken r— p , bilden also mit wachsendem 7 eine Nullfolge.
o ns, | U,
Nun ist U,—u, = nS,—ns, =— (r—p,) = . (r—pp)-
AN L

Firn > 418t U, < U, = 8r, also
U,—u, <8(r—p,-

n n nS U
iter ist J, —i, = = S, 7 — =5, = — (r? —p,?) = — (r2 —p?),
Weiter ist J, —1i, 5 LT 23,, 2r(r Pn”) 2r(- 0r)

) U, : U,.2r
alsoJ, —i, < 2—(r+p,,).(r—p,,) <
r

L —p) < 80 =p)).

Damit ist nachgewiesen; dass die Folgen der Masszahlen der

Flachen der ein — und der umbeschriebenen reguldren n-Ecke
eine Intervallschachtelung bilden; dasselbe ist fiir die Mass-
zahlen der Umfiange der Fall. Diese Schachtelungen definieren
den Kreisinhalt bzw. den Kreisumfang.

2. Das Archimedische Verfahren hat eine ausserordentliche
Bedeutung hinsichtlich der Kulturgeschichte der Menschheit.

3. Mittels des Archimedischen Verfahrens kommt man zu
dem Zusammenhang der Masszahlen von Fliache und Bogen.

4. Man kann sogar die Unabhéngigkeit des Ergebnisses der
Intervallschachtelungen vom Ausgangsvieleck nachweisen. Die-
ser Punkt ist jedoch schon sehr subtil; im allgemeinen hat der
Schiiler der Mittelstufe kein Bediirfnis fiir diesen Nachweis.
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AbDb. 3.

Die numerisch genauere Berechnung der Zahl 7n erfolgt am
besten mittels der sogenannten Trapezmethoden (Abb. 2, 3).
Mittels der einfachsten Verfahren der numerischen Integration,
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d.h. mittels der Sehnen- bzw. der Tangententrapeze wird das
r/2

F = (J;\/rz—xz -dx

numerisch berechnet. Dann wird nr? = 12F —2, 598 1 rz.\'

Integral

In der folgenden Tafel sind die Ergebnisse zusammengestellt, die
man erhilt, wenn man wieder (entsprechend den in der Bundes-
republik in der Regel vorliegenden Verhiltnissen) die vierstellige
Quadrattafel benutzt. Dabei bedeutet n die Anzahl der Flachen-

streifen iiber dem Intervall (O —2—) Abbildung 3 zeigt den

Fall n = 2.
n Y, Jn Fn:Jn——in Fnin%
2 3,1057 r? 3,2114 r2 0,1057 r2 3,369%,
4 3,1326 r2 3,1595 r2 0,0269 r2 0,869%
8 31393 r2 31461 2 0,0068 r2 0,229
16 31410 r2 31427 r? 0,0017 r2 00549

Die mit der Aufstellung dieser Tafel verbundene rechnerische
Miihe ist im Verhiltnis zu der erreichten zahlenmaéssigen Ge-
nauigkeit immerhin noch traghar. Es erhebt sich die Frage,
ob es nicht moglich erscheint, auf der Mittelstufe die Huygens-
schen Formeln abzuleiten, die eine wesentlich bessere Konver-
genz geben. Mit ihnen kidme man schon fiir n = 4 auf den Wert
n = 3, 1416. Leider muss diese Frage verneint werden.

b) Der Rauminhalt der Pyramide.

Sehr viel weniger miihevoll als die Kreismessung ist die Be-
rechnung des Volumens der Pyramide. Frither wurde diese
Bestimmung nahezu ausschliesslich mittels des sogenannten
,Cavalierischen Prinzips“ durchgefiihrt. In der &alteren Form
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haftete ‘der Anwendung- dieses. Prinzips -insofern etwas Mysti-
sches an, als der Eindruck erweckt werden konnte, durch »die
Addltlon von unendlich vielen -Flichenstiicken entstehe ein
Raumstuck“ Die Raummessung darf auf der Mittelstufe nur
so vorgenommen werden, dass dieser Emdruck gar mcht ent-
stehen kann. | - ‘ | L

AbD. 4.

_ Ich mochte daher das CaValierische Prinzip in diesem Sinn
ganz aus der Schule verbannt wissen. Es ist zweckmass1g, es
durch strenge, doppelte Abschatzungen zu ersetzen, die wmder
die Aufstellung einer Schachtelung erlauben.

Zunichst betrachte ich eine spezielle Sorte von Pyramiden,
namlich solche Pyramiden mit dreieckiger Basis, deren Spitze
senkrecht iiber einer Ecke liegt. In Abbildung 4, liegt die Spitze -
S senkrecht iiber der Ecke A. Aus solchen, im engeren Sinne

,senkrechten® Pyramiden kann jede Pyramlde durch Addition
oder Subtraktlon zusammengesetzt werden.

. Vorscklag Die entsprechend Abb. 4 der Pyramlde S,ABC
einbéschriebenen und umbeschriebenen -Treppenkdrper von
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gleicher Stufenhohe 2 haben solche Volumina, dass diese mit
wachsender Anzahl n der Stufen eine Intervallschachtelung
bilden. Diese Intervallschachtelung definiert eine Zahl V, und
diese ist die Masszahl des Pyramidenvolumens.

Abb. 5.

Sind wie in Abb. 5 zwei Pyramiden S, A B Cund §8', A" B’ '
gegeben, so stimmen die Glieder der die Schachtelungen bei
beiden Pyramiden definierenden Folgen {iiberein; denn diese
Glieder sind die Volumina von Treppenstufen mit gleichen
Grundflichen und mit gleichen Hohen. Diese sind zwar ge-
staltlich verschieden, aber sie haben gleichen Rauminhalt. Die
Folgen definieren bei beiden Pyramiden die gleiche Schachte-
lung: Beide Pyramiden sind inhaltsgleich. -

Von der Inhaltsgleichheit der beiden Pyramiden mit gleich
grossen Grundflichen und gleich grossen Hohen schliesst man
in gewohnter Weise auf die Inhaltsgleichheit zweier allgemeiner
" Pyramiden mit gleich grossen Grundflichen und gleich grossen
Hohen. Dann kommt man durch Zusammensetzung dreier
raumgleicher, passender Pyramiden zum Spat und gewinnt die
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o 1
‘ Formel fiir den Pyramideninhalt: V= 5 Gh .

2. Vorschlag : Man entwickelt die Formel fiir die Summe der
ersten n Quadratzahlen: |

24 92 4 12 1 1
1% +2% 43 +...4+n? .-——3~n n+ n+1).

Damit ist fiir den Unterricht der 15- oder 16- jahrigen Schiiler
nicht zu viel gefordert.

Nach Abbildung 4 ist dann das Volumen ¢, der der Pyramide
S, A B C einbeschriebenen Treppe von n gleich hohen Stufen die
Summe der (n — 1) Stufen, also die Summe von (r — 1) geraden
dreiseitigen Prismen von den Grundflichen Gy, G,, ... G,_; und

h .
der Hohe —. Es ist also

n
12 22 (n--1)2
t, —(G1+G2+G3+G,, 1)~-_ G5+ G—+. >
n n hn
G Gh 1
(12+22+32+ +(n-—1)2)—§—n<n—-——>(n—1)
n

oder endlich:

1 1 1\
t, =—-Gh(1~ —)[1- =
3 ( 2n>( n>

Ebenso findet man nun fiir das Volumen der umbeschriebenen
n-stufigen Treppe den Wert:

lGh 1+1 1+1'
3 2n n

Die Differenz der Volumina der umbeschriebenen und der ein-
beschriebenen Treppe wird durch die unterste Stufe dargestellt;
d.h. es ist

T, =

Es ist nun leicht, den gemeinsamen Grenzwert der Zahlenfolgen
T, und ¢, fir n— o zu berechnen. Entsprechend dem vor-
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bereitenden Charakter unserer Uberlegung ziehe ich es vor,
diesen Grenziibergang durch geeignete Teilfolgen sichtbar zu
machen. Mit der Wahl » = 10, 100, 1000, 10 000, ... findet man
folgende Ubersicht:

10 |1 Gh. 0,855 1 Gh-1,155 1Gh-0,3
100 | 1 Gh - 0,98505 1 Gh-1,01505 1Gh-0,03
1000 | £ Gh-0,9985005 |4 Gh-1,0015005 |%Gh- 0,003

10 000

W=

Gh - 0,999 850 005

W=

Gh-1,000150005 |3 Gh - 0,0003

G h G h

W=
W=

c) Auch bei den weiteren Korpern, deren Volumen oder auch
deren Oberfliche man im Unterricht der Mittelstufe zu berechnen
pflegt, treten Grenzwertprobleme auf. Diese Korper sind z.B.
Kegelstumpf, Kugel, Kugelabschnitt, Kugelschicht usw. Grund-
sitzlich treten jedoch hier keine neuen Gedanken auf.

4. Schlussbetrachtung : An mehreren Stellen des Unterrichts
der Unterstufe und der Mittelstufe unserer Gymnasien dringt
sich der Begriff des Grenzwerts gebieterisch in den Vordergrund.
Meine Ausfithrungen wollen einen Beitrag geben zu dem Nach-
weis, dass sich Grenzwerte auch schon auf diesen frithen Stufen
in einer dem kindlichen Alter angemessenen, jedoch sauberen
Form behandeln lagsen.

Es 1st eine alte Erfahrung jeden mathematischen Unterrichts,
dass auch der Durchschnittsschiiler schwierigeren Problemen
gewachsen ist, wenn ihm die Dinge nur richtig erklirt werden.
Dagegen bedeutet es sicher eine unerlaubte Uberforderung des
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Schiilers, ‘wenn erwartet wird, dass er aus einer fehlerhaften
Darstellung das richtige lernen soll. Dann muss der Schiiler eine
itberdurchschnittliche Bégabung besitzen, oder aber der Lehrer
vermag es, nach Art des Rattenfangers von Hameln den Sehiiler
zu iberreden, das richtige zu glauben.

Mit meinem Referat will ich Vorschlidge zu einer Gestaltung
des Unterrichts zur Diskussion stellen, die es ermdglichen sollen,
auch bei Schiilern von durchschnittlicher Begabung hohere
Anforderungen an die Strenge der Methoden zu stellen, ohne
doch diese Schiiler zu iiberfordern.

Ploenniesstr. 24
Libeck.
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