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BESTIMMUNG DER UNENDLICH FERNEN PUNKTE
EBENER ALGEBRAISCHER KURVEN
IN INHOMOGENEN KOORDINATEN DURCH
BESTRAHLUNG MITTELS EINES STRAHLENBUSCHELS

von Johann KRAKER

(Regu le 15 janyier 1961)

I. Bekennt man sich zum Parallelenpostulat von Euklid,
dann gibt es durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden zu
dieser eine und nur eine parallele Gerade. Jede nichtparallele
Gerade durch einen solchen Punkt schneidet die urspriingliche
Gerade in einem einzigen, eigentlichen Punkt, nur die Parallele
macht eine Ausnahme (Fig. 1).

Um diese Ausnahme zu beseitigen, weist man jeder Geraden g
einen, aber auch nur einen unendlich fernen Punkt oder uneigent-
lichen Punkt F_ zu, auch kurz Fernpunkt genannt, der in der
von der Geraden angegebenen Richtung im Unendlichen liegt. |
Man sagt dann: Eine Parallele p durch einen Punkt P ausserhalb
von g schneidet g in threm Fernpunkt F_. Jede Gerade g gibt
eine Richtung an. Man kann sich auf der Geraden jedoch noch
in zweierlel Sinn orientieren (Durchlaufungssinn). Trotz der
moglichen zweifachen Orientierung weist man jeder Geraden
nur einen einzigen Fernpunkt zu, weil jede zu ihr nicht parallele
Gerade z. B. h; oder A, auch nur einen eigentlichen Punkt H,
bzw. H, mit der urspriinglichen Geraden gemein hat. Das heisst,
dass alle zu einer Geraden parallelen Geraden denselben Fern-
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punkt besitzen oder mit anderen Worten: Richtung ist dasselbe

wie Fernpunkt; zur selben Richtung gehort ein und derselbe

Fernpunkt, zu verschiedenen Richtungen gehoren verschiedene

Fernpunkte. Im iibrigen handelt es sich bei der Einfithrung der

unendlich fernen Elemente, wie schon H. Poincaré bemerkt hat,
nur um eine ,facon de parler”, um eine ,,Sprechweise®.

Hoo=0,# )

~ | |.
e

/ Ho(#00,=20)

600 (=c0,-0)

Nun wollen wir noch die Gesamtheit der moglichen reellen
unendlich fernen Punkte aller Geraden der Koordinatenebene
klarstellen.

Zur Charakterisierung der Fernpunkte aller dieser Geraden
hat man lediglich drei Falle zu unterscheiden (Fig. 2):

a) Jene Geraden g, die gegeniiber den Koordinatenachsen
allgemeine Lage haben, das heisst, sowohl die z-Achse als auch
die y;Achse in einem eigentlichen Punkt schneiden. Der Fern-
punkt G einer solchen Geraden ist dadurch gekennzeichnet,
dass sein x = -+ o oder — o und auch sein y = + o oder — o0
ist. In Fig. 2 sind zwel verschiedene solche Fialle dargestellt,
namlich G, (+ o, + o) und H, (— oo, 4+ o). Dabei geniigt es,
sich im geordneten Zahlenpaar x, y, welches zu einem Fernpunkt
gehort, auf eine einzige, entsprechende Kombination der - oo
und — o zu beschrinken, weil man jeder Geraden nur einen
einzigen Fernpunkt beigelegt hat.

Es gelten in diesem Sinne die Identitdten

Gw(-l—OO, +OO) = GOO(—OO, —OO)
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und
Hoo(+oo9 _OO)EHOO(_OO: —{—OO),

b) Geraden a, die zur z-Achse parallel sind. Ihr gemeinsamer
Fernpunkt ist charakterisiert durch = + co oder — o0, wogegen
sein y fiir jede solche Gerade einen bestimmten endlichen Wert
besitzt. Fiir den Fernpunkt X, von zwei verschiedenen zur
z-Achse parallelen Geraden y = a;, ¥y = a, besteht daher die
Identitat X (£ o0, a;) = X, (£ 00, ay);

¢) Geraden b parallel zur y-Achse; fiir sie gilt mutatis mutan-
dis dasselbe wie fiir den Fall b); die Identitdt lautet in diesem
Fall

YUJ (bl, i OO) = YOO (bz, i OO) .

Die Gesamtheit der Fernpunkte der Koordinatenebene sehen
wir als lineares Gebilde an, weil jede eigentliche Gerade dieses
Gebilde in einem einzigen unendlich fernen Punkt schneidet.
Wir nennen dieses Gebilde die unendlich ferne Gerade der Koor-
dinatenebene, auch ihre uneigentliche Gerade oder kurz die
Ferngerade der Koordinatenebene.

II. Unter der Bestrahlung einer ebenen Kurve durch ein
Strahlenbiischel, welches der Ebene der Kurve angehort, wollen
wir die Bestimmung der Schnittpunkte der Strahlen des Biischels
mit der Kurve verstehen, insbesondere die Bestimmung der
Schnittpunkte, die im Unendlichen liegen. Die Schnittpunkte
eines Strahlenbiischels mit einer Kurve seiner Ebene wollen wir
Strahlungspunkte nennen; liegt ein solcher Punkt im Unend-
lichen, heisse er Strahlungsfernpunkt. Bei der Bestimmung der
Strahlungsfernpunkte einer Kurve ist es nach dem eben Gesagten
offenbar vollig gleichgiiltig, wo man in der Ebene der Kurve den
Mittelpunkt § des Strahlenbiischels wihlt; es kommt nur auf die
Richtung an, in welcher ein bestimmter Strahlungsfernpunkt
liegt (Fig. 3: a,, a, sind die Asymptoten der Hyperbel A, ay, a,
die parallelen Strahlen dazu durch S). Diese Richtung aber wird
analytisch durch den Richtungskoeffizienten jenes Strahles des
Biischels § angegeben, dessen unendlich ferner Punkt der
gesuchte Fernpunkt der Kurve 74 ist.
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Aus Fig. 2 geht fiir reelle unendlich ferne Punkte hervor,
dass zu G, und H_, ein endlicher, von Null verschiedener
Richtungskoeflizient m gehort, zu a ein m = 0, zu b ein m = + .

ITI. Unter diesem Gesichtspunkt sollen zunéchts die Kurven
zweiter Ordnung, also die Kegelschnitte betrachtet werden.

Die allgemeine Kegelschnittsgleichung in inhomogenen carte-
sischen Koordinaten lautet:

ax*+bxy+cy*+dx+ey+f=0. (1)

Nun bestrahlen wir (1) mit dem Strahlenbiischel, dessen
Mittelpunkt wir der Einfachheit halber mit dem Koordinaten-
ursprung zusammenfallen lassen y = mux.

Man erhalt dann fiir das x der Strahlungspunkte die Gleichung

ax? +bmx* +cm*x* +dx+emx+f=0

und daraus

—d —em + ]x/(d+em)2 — 4f(a+bm + cm?) |
2(a+ bm + cm?) .

1X2 =

Das Kennzeichen jedes Strahlungsfernpunktes von (1) ist im
allgemeinen « = + o0 oder —oo oder, anders ausgedriickt,
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wenn x gegen -+ oo oder — oo strebt, konvergiert - gegen
Null.

Aus

1 2(a + bm + cm?) o

X —d—em_—t]x/(d—l—em)z—4f(a+bm+cm2)’
folgt aber

a+bm+cm? =0
oder
b* — 4ac
1My = — = |\/ (2)

Durch diese beiden Richtungskoeffizienten m,, m, sind die
Fernpunkte eines Kegelschnittes (1) fixiert. Aus (2) erkennt man,
dass

a) m; # m, und beide reell, wenn 6% — 4ac > 0; dann stellt
(1) eine Hyperbel dar

b) m; = m, und reell, wenn 6% — 4ac = 0; (1) ist dann die
Gleichung einer Parabel

¢) m,, my konjugiert komplex, wenn 6% — 4ac < 0; in diesem
Fall ist (1) die Gleichung einer Ellipse.

IV. Die charakteristischen Besonderheiten der dargelegten
Methode seien noch an zwei Beispielen dargetan:

1.) Zur Ermittlung der unendlich fernen Punkte der Kurve
2x? ——2xyl\/§[ +3 =0

bestrahlen wir diese wieder mit y = ma.
Fir das 2 der Strahlungspunkte ergibt sich

3
= = . (3)
\/2(m V3] - 1)
Léasst man in (3) x gegen + oo gehen oder — gegen Null, so muss
X

mlx/gl -1 =
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werden oder
1
V3]

Der zweite unendlich ferne Punkt der Kurve — als Kurve
zwelter Ordnung hat sie mit der unendlich fernen Geraden ihrer
Ebene zwei Punkte gemeinsam — kann nur ein solcher sein, fiir
welchen y = 4 oo wird."

Bestrahlt man die Kurve nochmals mit y = mz und setzt

z = 2 in die Kurvengleichung ein, so bekommt man fiir
m

y=\/ om bzw.fﬁrl=\/2(ml\/3‘—1).

2(ml\/§l—1) y 3m?

1
Léasst man — gegen Null gehen, so folgt zun&chst aus
y

m] \/51 — 1 = 0 der schon bekannte Wert

1
m = — —.
V3
1
— kann aber auch Null werden, indem m — + oo geht. Tat-

y
=z(yJ§y-$)

sachlhich 1st
m— + oo 3 m

+ m—+ oo

2(m]\/§' -1

= 0.
3m

m = = oo bestimmt einen einzigen unendlich fernen Punkt, weil
T
die Funktion m = tg o bei o = 5 eine Unstetigkeitsstelle besitzt.

2.) Zum Abschluss noch die Ermittlung der unendlich fernen
Punkte der Kurven

x3 4+ 3xy? = aI\/—2—l mit a>0.
Bestrahlung mit y = max liefert fiir die Strahlungspunkte

x =3\/ﬁl—@ bzw.1=3\/1+3m2-

1+ 3m? x al\/il
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Aus ! = 0 folgt 1 43m2 =0 oder
X

i|V3]

3

m, = =+

Das gibt zwei konjugiert komplexe unendlich ferne Punkte. Die
Kurven haben aber gemiss dem Fundamentalsatz der Algebra
mit der uneigentlichen Geraden ihrer Ebene drei Punkte

gemeinsam.
Dieser dritte Fernpunkt kann wieder nur ein Punkt sein, fir

den y = + oo ist. Setzt man x = %;l—in die Ausgangsgleichungein,

ergibt sich fiir
3\/m3a‘\/§| 1 3\/1+3mz
y = 5 2 bZW. - = —e— s g
1+ 3m y m3al\/2i
1

Aus = = 0 bzw. aus 1 + 3m2 = 0 erhilt man zunéchst wieder
y
die fritheren beiden Werte fir m.
1+ 3m? .
— —— kann aber auch Null werden, indem m = +
m3 a l V2 !

00
wird; der Bruch geht dabei in die unbestimmten Formen + o

iiber, und diese konnten den Wert Null annehmen. Die Regel
von de I’Hospital iiberzeugt uns tatsachlich davon, dass

6m _ 2
3m2a|\/§| o £ oo mal\/j’il mﬁioo-—O.

Also entspricht m = + co — man vergleiche die diesbeziigliche
Bemerkung im Beispiel 1 — dem dritten unendlich fernen Punkt.

Zusatz: a) Mit Hilfe der Methode der Bestrahlung einer
ebenen algebraischen Kurve mittels eines Strahlenbiischels
gelingt es auch, Licht in das Dunkel mancher Lehrbiicher der
Schulmathematik hinsichtlich der Auflosung gewisser alge-
braischer Gleichungen mit zwei Unbekannten zu bringen, von
denen eine vom zweiten Grad, die andere linear ist. Man braucht

I’ Enseignement mathém., t. VII, fasc. 1. 18
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hiezu die beiden Gleichungen nur als Gleichungen geometrischer
Gebilde — Kegelschnitt und Gerade — in inhomogenen carte-
sischen Koordinaten aufzufassen und ihre Schnittpunkte zu
bestimmen.

Gegeben sel das Gleichungssystem

4x* —y* 4+ 6y = 13

y —2x = 6.
Driickt man y aus der zweiten Gleichung durch x aus und setzt
C : : 13 .
dies in die erste Gleichung ein, so erhélt man z = — 3 Dieser

Wert in die zweite Gleichung eingesetzt liefert

23
y =—="

6
Man bekommt also nur ein Lésungspaar und vermisst das
zweite. Dies wird in der Schulmathematik meist mit dem
Bemerken abgetan, dass hier kein zweites Losungspaar auftrete.
Bestrahlt man jedoch den durch die erste Gleichung des
Systems gegebenen Kegelschnitt mit y = mz, so findet man fiir
die Strahlungspunkte

—3m + |52 —4m?|
4 —m?

X =

1
Die Bedingung fiir Strahlungsfernpunkte £ - + o0 oder— — 0
X

liefert m = + 2. Das heisst, die Ausgangsgleichung zweiten
Grades stellt eine Hyperbel dar, deren Asymptoten parallel zu
den Geraden y = =+ 2z sind. Die lineare Gleichung des Ausgangs-
systems ist die Gleichung einer Geraden mit der Steigung 2;
sie ist also parallel zu einer Asymptote. Daher liegt der zweite
Schnittpunkt dieser Geraden mit der Hyperbel im Unendlichen
und die zu diesem Fernpunkt gehorige Richtung ist durch den
Richtungskoeffizienten 2 bestimmt.

b) Die Methode der Bestrahlung ebener algebraischer Kur-
ven mittels eines Strahlenbiischels zur Ermittlung ihrer unendlich
fernen Punkte ist ebenso auf imagindre Kurven anwendbar.
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