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24. Congruence d’idéaux canoniques.

La congruence des idéaux et la formation des classes peuvent
étre ramenées ¢ une congruence et d un calcul d’idéaux canoniques,
en utilisant la remarque suivante:

Un idéal fractionnaire I = gxM est congru a son facteur
canonique M. |

La forme canonique d’un idéal I (8) est en effet le produit de son
facteur canonique M par le facteur rationnel ¢, —ou I'idéal principal
(rationnel) (¢)— (12).

Donc deux idéaux, non nuls, sont congrus, si et seulement si il en
-est ainsi de leurs facteurs canoniques (puisque la congruence est
transitive).

Ces considérations sont encore des conséquences des propriétés
générales des groupes. Le groupe (R, des idéaux principaux admet
comme sous-groupe, le groupe 2 des idéaux principaux rationnels.
Dans chaque classe de G et de R, mod. 2, il y a un et un seul idéal
canonique. La répartition des idéaux canoniques en classes est done
équivalente & la formation du groupe quotient des groupes quotients
(G2)|(R|2).

La relation d’association (16) d’idéaux canoniques, qui se
présente naturellement, comme il a été dit (21), dans I'algorithme
du tableau de valeurs, entraine une relation entre les classes.

TueorEME des idéaux associés. — Deux idéaux canoniques

associés, relativement & une racine ¢, définissent —ou engen-

drent— des classes inverses, donc conjuguées (23). En particulier
un idéal réfléchi définit une classe double (23).

En effet, le produit de deux idéaux associés, suivant une racine a
étant I'idéal principal (6—c), le produit des classes qu’ils définissent
est la classe principale —ou chacun est congru a l’idéal conjugué de
Pautre— :

MxN=(0—¢) = M~N e M ~ N,

On peut expliciter cette relation de congruence en précisant
une base de I'idéal principal muitiplicateur. Les expressions:

M — (m, 8_0), N = (}’1,7 G*C), mxn = .F(C)|7

I’Enseignement mathém , t. VI, fasc. 4.
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entrainent:
O OMX[(0—c):m] = N, M = N x[(6—0): .

En appliquant la régle du produit d’idéaux, définis I'un par une
base arithmétique, Pautre par une base algébrique (13), on obtient:

M X (6'—c) = (m, 6—c) x (0'—¢) = (m X (0'—e¢), (0—c)x(6'—c))
' = (m X (0'—c), F(c)) = (mx (6"—c), mxn)=(m)x N,

On peut vérifier de méme la seconde formule; on peut aussi bien
former le produit des deux multiplicateurs indiqués qui doivent étre
inverses:

[(0'—c): m]X[(6—c): n] =
[(6"—c) X (6—c)]: (mX n) = [F(c)]: (mx n);

le résultat est bien égal & +1 ou &4 —1 (suivant le signe de F(c)).

La congruence de deux idéaux canoniques établit entre leurs
éléments une correspondance biunivoque qui conserve ’addition

—ou est un isomorphisme des modules— . Elle fait par suite
corespondre des bases arithmétiques libres (9).
TuEorkmE des bases des idéaux congrus. — Une congruence

entre des idéaux canoniques M et M, fait correspondre a une base
arithmétique libre, de 'un M, (qui peut étre sa base canonique),
une base arithmetique libre de I’autre M (donc équivalente arithmé-
tiquement & sa base canonique (9).

Les éléments &, de I'idéal canonique M, sont des entiers aleébri-
’ ) 1
ques, representés proprement, au moyen d’une base arithmétique
libre de deux éléments o; 8, par les expressions:

& = X oy +yXPy; -,y entiers rationnels,

La congruence étant définie par un multiplicateur (élément du corps) 0,
non nul, les produits:

oX &= pX (X 4yXBy) = X (pXay) 4y X (pX By,

sont des éléments de M = oM, donc des entiers algébriques, qui sont
-représentés ainsi au moyen de la base arithmétique o Xoy pXB;. Cette
représentation est propre et la base est libre, car Pannulation de eXE&
est équivalente & celle de &; donc a celle de z et de Y.
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En outre les éléments de M et de M; se correspondent, en étant
représentés par les mémes coefficients (entiers rationnels) relativement
aux bases correspondantes, oy B; et pXoy p XB;-

Cette correspondance peut notamment étre appliquée a des
idéaux congrus, construits par 'intermédiaire d’idéaux associés:

M= (m, 6—c), N= (n, 6—c); M, = N.

La congruence de M; & M est réalisée par le multiplicateur
(6—c): n. Appliqué & la base (n, 6'—c), de M, il donnerait la base
canonique de M. Mais, appliqué & une base (n, 6—c,), (ol ¢; est
une racine conjuguée de ¢, suivant le module n), il donne une
‘base arithmétique libre de M,: |

nX[(60—c): n] = (0—c¢), [(0—c;) X (0—C)]: n

qui peut étre différente de la base canomque mais lul est arithmé-
tiquement équivalente.

Dans I'exemple du tableau I, on. peut considérer les idéaux
associés:

M= (3, 6—1), N=(4 0—1), M, =N =4 6—2);
le multiplicateur de M, étant (6—1): 4, & la base choisie de Mj, il fait
correspondre:

LX[(0—1): 4] = 6—1, [(6—1)x(0—2)]: 4 — —6—2.

On vérifie bien que ce couple d’éléments est bien arithmétiquement
équivalent & la base canonique de M:

6—1 0 1 3

X
—0—2 —1 —1 6—1

25. Idéaux canoniques réduits.

TutorEME du nombre de classes d’idéaux. — Dans un corps

quadratique, le nombre de classes d’tdéaux, (mod. R) —oul'ordre
du groupe quotient G|R— est fini.
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