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L'ARITHMÉTIQUE DES CORPS QUADRATIQUES 135

On peut choisir notamment, comme il a été fait pour le
théorème caractéristique (9.5), une base It, des entiers. La
modification de la base se borne alors à l'adjonction des k
termes t x : -

(***7pi,***) (•••îPiv•• r "jT X Pii •••)

Le système de 2h termes est encore une base algébrique de I:
d'une part tous ses termes, produits par des entiers du corps des

termes de I appartiennent à I. D'autre part l'idéal engendré par
cette nouvelle base contient tous les éléments des idéaux:

PiX(ïi, y2) (Pi),

et notamment tous les termes pt; donc l'idéal I.

Reste à vérifier que cette base vérifie la condition caractéristique
d'une base arithmétique. Les produits y-Xt pouvant être construits
avec la base arithmétique yx y2, on en conclut, pour chaque terme
de la nouvelle base:

(ïjx Pi) X T pyX(Yj Xt)PX{Xj + Vj X y2)

xj X (piX Yi)+yjX{piXy2)
les Xpjjj sont des nombres entiers, dépendant de /' égal à 1 ou 2 et
de i(de 1 à h). Les produits par t, des termes de la nouvelle base,
peuvent donc être effectivement construits par additions et
soustractions, au moyen de ces termes eux-mêmes.

11. Idéaux principaux.

Définition (Rappel; 10.2). — Un idéal fractionnaire
appelé principal, lorsqu'il peut être engendré par une base d'un
seul élément p ; c est-à-dire lorsqu'il est égal au produit par
l'élément p de l'idéal unité (1).

L'élément p est une base (sous entendu algébrique) de l'idéal
qui est lui-même désigné, comme il a été dit par:

(p) abréviation de pX(l), ou pxE(6).
L idéal nul est un idéal principal de base 0. Pour un idéal

principal, non nul, toutes les bases sont égales aux produits de l'une
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(Telles (arbitraire) par les diviseurs de Vunité, du corps (3), qui
peuvent se réduire à +1 et —1. Les valeurs absolues des normes
de ces bases sont égales entre elles.

En particulier les bases de l'idéal unité (1), ou E(0), sont les

diviseurs de l'unité.

La démonstration de cette propriété est analogue à celle qui
établit la relation entre les bases arithmétiques de deux éléments.

Pour que les idéaux principaux {p^, (p2) soient égaux, il faut et il
suffit que la base de chacun d'eux appartienne à l'autre, ce qui est

équivalent à leur inclusion réciproque:

p2 ^xpa et px £2Xp2; £i, entiers du corps.

Il en résulte:

P2 £1 x £2) x p2 => x Ç2 — 1.

L'implication est obtenue en multipliant les deux membres de la

première égalité par l'inverse de p2, supposé non nul. Les entiers ^
et Ç2, sont inverses l'un de l'autre, donc diviseurs de l'unité, (3). La

condition est manifestement suffisante. En outre:

|Ar(Pi)| |^v(p2)xiV(y| |iV(P2)|.

Un idéal principal est qualifié rationnel lorsque Y une de ses

bases est un élément rationnel q, du corps. Son facteur rationnel
est égal à la valeur absolue de q, son facteur canonique est

l'idéal unité.

11. 2. Base canonique Tun idéal principal.

D'après la construction générale de 10. 4, on obtient des

bases arithmétiques d'un idéal principal (p), en multipliant par p

des bases arithmétiques de (1):

pXyi pXy2; notamment: p pXi.
Ces bases ayant deux termes sont libres (Th. de construction;

9. 1). Elles sont d'ailleurs déduites de l'une d'elles par des

substitutions unimodulaires, puisqu'il en est ainsi des bases

arithmétiques de E(0).
On peut utiliser cette construction pour obtenir la forme

canonique d'un idéal principal.
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Théorème de la forme canonique d'un idéal principal. —
Pour un idéal principal (p), de base p, élément du corps:

1. Le facteur rationnel de V idéal est égal au facteur rationnel de

(l'élément de) la base p:

(p) (f+s6) ?XM, M canonique; q p.g.c.d. (r, s).

2. Le facteur canonique M est égal à l'idéal principal (oc),

dont une base oc est Ventier canonique du corps égal au quotient
de p par le facteur q:

M (a); oc — a+60; [a rxq~~l, b

En explicitant la construction d'une base arithmétique avec la
base 1 t 0—5, de (1), on obtient:

p X 1 r+50, p x (Q—S) —(rS + sN) +r0.
Le facteur rationnel est bien égal au p.g.c.d. positif de r,s qui sont
multiplicateurs de 0.

Le facteur canonique- en résulte, sa base a+bQ est un entier
canonique, puisque les multiplicateurs afi sont premiers entre eux.

On retrouve bien ainsi la forme canonique d'un idéal principal
rationnel, de base q ^+0x0:

|?|x(l, 6) |?|x(l).

11.3. Idéal principal canonique.

De ce théorème, on déduit immédiatement les propriétés
caractéristiques :

Pour qu'un idéal principal (a) soit entier, il faut et il suffît que
sa base a soit un entier du corps.

Pour qu'il soit un idéal canonique (à fortiori entier), il faut
et il suffit que sa base soit un entier canonique du corps.

(oc) canonique o a canonique.

Pour calculer une base canonique d'un idéal principal, il suffît
de chercher la norme et une racine de son facteur canonique M, qui
est un idéal canonique. En appliquant la construction générale
de 10. 3, on obtient les propriétés suivantes.
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Théorème de la base canonique d'un idéal principal
canonique. — Pour un idéal principal canonique:

(a+60); a,b (nombres entiers) premiers entre eux;

1. Une racine c est donnée par l'expression:

c —(aa'+Sab'+Nbb'); ba'—ab' +1.

2. La norme m est égale à la valeur absolue de la norme de

(l'élément de) la base oc:

m |iV(oc)| \a2+Sab+Nb2\.

L'existence des nombres entiers a', b' résulte de ce que a,b sont

premiers entre eux; ces quatre nombres forment une matrice carrée

unimodulaire, qui permet de construire une base arithmétique libre
de (1):

a b 1 a -\-60' a'
X

a' b' 6' o'+ô'e' ß'

On en déduit une base arithmétique de l'idéal (a) :

ocXoc' iV(oc) a2-\-Sab-\-Nb2
(oc) (aXa', ocXß')

ocxß' (aa'+Sab'+Nbb^ + Q.

Mais cette base est canonique puisque son premier terme est un entier
rationnel et que le second est de la forme 0—c. On obtient bien les

expressions de l'énoncé.

En calculant la valeur F(c), pour le nombre c, on obtient:

F(c) (a2+Sab+Nb2)x{a'2+Sa'b'+Nb'2);'

elle est bien divisible par m.

On peut aussi vérifier que le nombre c n'est défini qu'à l'addition
près d'un multiple de m, les nombres a' et b' n'étant eux-mêmes

définis qu'à l'addition près d'équimultiples de a et b.

On aurait pu aussi utiliser une base arithmétique:

a+bd, (a+60) X (0—S) —{Sa+Nb)+aQ;
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on obtient le valeur de c par le calcul:

(a+b%)xa'+[—(6,a+7Vè)+a6]x(— {aa'+Sàb'+JS[W)+b.
On obtient la norme en prenant le p.g.c.d. des nombres :

ax(ba'—ab')+cxb —
—(Sa+Nb)x(ba'—ab')+cxa

Dans le cas particulier d'une base a+0, le calcul se simplifie
(a' 1, b'=s= 0), la racine est égale à —a et la norme à F(—a),
ce qui peut être exprimé par la forme canonique :

(0—c) (|-F(c)|, 6—c); [d'ailleurs (0—c)x(0'—c)].

(A suivre)
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