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10. Bases algébriques.

Pour engendrer un idéal avec certains de ses éléments, on
peut conjuguer, & ’addition et & la soustraction, la multiplication
par des entiers du corps; ceci conduit a la définition suivante
(comparer a celle d’une base arithmétique; 9).

DEFINITION. — On appelle base algébrique, d’un idéal frac-
tionnaire I, un systéme de & élémenis o,, de I, tel que tout élément p,
de 1, soit égal d une forme (linéaire) de ces termes e;, pour des
_ valeurs des variables —ou des multiplicateurs— égaux a des
entiers du corps

p= 2 Xp;; idelah; E entiers du corps.

Une base arithmétigue dun idéal T est, a fortiori algébrique:
tout élément de I est égal & une forme, pour des multiplicateurs
entiers rationnels, donc, entiers du corps.

D’autre part, la multiplication des e; par des entiers du corps ne
donne que des éléments de I. ’

Il 0’y a pas de condition imposée aux éléments d’une base
algébrique; c¢’est ce que précise la propriété suivante.

TurorEME de la génération d’un idéal par une base algé-
brique. — Dans un corps R(0), étant donné (arbitrairement) un
systéme, d’un nombre fini A (peut &tre réduit a 1) d’éléments o,
du corps, 'ensemble des sommes, de leurs produits par des entiers
du corps;

p=2EXp; tdelah; £ entiers du COTps;
est un idéal fractionnaire, dont le systéme des p;, est une base
algébrique. ‘ ‘
Cet idéal est désigné par la notation:

I=(.,05...); (les p; éventuellement écrits nommeément);

(dont on précisera, le cas échéant, .qu’elle est une base arithmé-
tique). Elle a déja été employée pour un idéal défini par sa base
canonique (gm, ¢x (6—c)) (ci-dessus 7.1 et 8. 1)
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L’ensemble des éléments p, ainsi construit, vérifie bien les condi-
tions du théoréme caractéristique (8.2): il contient les différences

(et sommes mutuelles), obtenues par les différences des multiplica-
teurs £;, de méme indice; et les produits par tout entier o, du corps,
obtenus en multipliant les &; par . En outre les facteurs ratioanels
des éléments p sont limités inférieurement, au moins par le p.g.c.d. w
des facteurs rationnels des termes p,. Car les produits w—! xp,, ayant
des facteurs rationnels entiers, sont des entiers du corps. Alors, pour
tout élément o:

e = wx(ZE;X (w1 xp,)) = wXentier du corps;
son facteur rationnel est un multiple de w, donc lui est au moins égal.

A une base algébrique, on peut, évidemment, adjoindre
d’autres éléments de lidéal engendré, c’est-a-dire toute valeur
d’une forme des termes de la base, pour des variables, égales a
des entiers du corps.

Inversement, dans une base algébrique, définissant un idéal,
on peut supprimer un terme, s’il est égal & une forme linéaire des
autres, pour des valeurs des variables, égales a des entiers
du corps.

10. 2. Cas particuliers et opérations.

L’élément unité 1 est, & lui seul, une base algébrique de I'1déal
trivial E(0), qui est, par suite désigné par (1) et dont on a déja
dit qu’il était appelé lidéal unité (8.3), nom qui sera
ci-dessous (12) l'objet d’une justification complémentaire. On
peut adjoindre & 1 des entiers quelconques du corps et inverse-
ment une base formée d’entiers du corps et comprenant 1 engendre
Pidéal (1). '

Un élément unique o est une base algébrique de I'idéal formé
par les produits de p par tous les entiers du corps, donc du
produit par p de I'idéal unité (8. 4):

(p) = px (1), ou pxE(H);
un tel idéal est appelé principal, de base p (ci-dessous 11).

La maultiplication par un élément (8. 4) —et la conjugaison
(8. 5)— d’un idéal sont réalisées par des opérations simples




L’ARITHMETIQUE DES CORPS QUADRATIQUES 133

sur une base algébrique (produits par p —et conjugués— de
ses termes):
0 X (cesfipees) = (censp X Piye);
(cer@ipers)’ = (consPyyers)-

La vérification est immédiate; éventuellement les bases restent
arithmétiques, ce qui a déja été constaté directement (9.2 et 9.3)

10. 3. Propriétés d’inclusion.

De la génération des idéaux par des bases algébriques, on
deduit immédiatement des propriétés d’inclusion dont on indique
-c1-dessous qu’elles sont aussi des propriétés de divisibilité (18 bis).

Pour qu’un idéal F contienne un tdéal I, défini par une base
algébrique, il faut et il suffit que chacun des termes o; de celte base
appartienne a F, ou que chaque idéal principal (p;) soit inclus
dans F: |

(cpip) €F = o, €F Jou(p) cF], tout i

En particulier, pour qu’un idéal I, défini par une base algébrique
soit entier (8. 3) —ou soit contenu dans I'idéal (1)— il faut et il suffit
que les termes de sa base soient des entiers du corps.

La propriété d’inclusion s’étend immédiatement & plusieurs
idéaux: pour qu’un idéal F contienne des idéaux (un ou plusieurs)
définis par des bases algébriques, il faut et il suffit qu’il contienne
tous les termes des bases. o

Cecl peut étre exprimé par la définition —ou construction—
et la propriété suivantes.

Pour un systéme (d’un nombre fini) d’idéaux, définis par des
bases algébriques:

[=(opie)y T = (o),

on appelle plus petit idéal contenant —et on appellera ci—dessous
plus grand commun diviseur— 1’idéal D, dont une base algé-

brique est constituée par la réunion des bases, des idéaux
considérés: ‘

D = (ceosPireesjeeesPpenesenn)y €N abrégé (LJ,...).
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Pour qu’un idéal F contienne des idéaux LJ...., il faut et il
suffit qu’il contienne leur plus petit idéal contenant:

{IcF et JcF, et .} < (L],..) cF.

La propriété résulte immédiatement de 1’énoncé précédent. Elle
montre que la construction de Iidéal D est indépendante des bases
choisies pour définir les idéaux considérés: un idéal D, construit
~avec d’autres bases doit étre contenu dans D, mais aussi le contenir;
ils sont donc égaux.

La construction de D est donc une opération déterminée sur les
idéaux LJ, ...; c’est une égalité dans le cas d’un seul idéal; elle est
manifestement associative et commutative.

La notation adoptée pour un idéal défini par une base algébrique
de termes p;, peut étre considérée comme I'indication de la construc-
tion du plus petit idéal contenant les idéaux principaux (p;):

(veesPisers) = (ceny(py)gees)-

Par analogie avec le vocabulaire de I’arithmétique élémen-
taire, on dit que des idéauz principauz («;), —ou leurs bases oL—
sont premiers entre eux, dans leur ensemble, lorsque leur plus
petit idéal contenant est I'idéal unité —ou lorsque le systéme
des bases «; constitue une base algébrique de ’idéal unité— :

(cenytye.) = (1).

On vérifie aisément qu’il en est ainsi si et seulement si les «; sont
des entiers du corps et s’il existe des entiers £, du corps tels que
2E Xo, = 1.

Des nombres entiers, premiers entre eux, au sens de I’arithmétique
ordinaire, considérés comme des entiers rationnels, d’un corps quadra-
tique, sont aussi premiers, au sens précédent.

10. 4. Construction d’une base arithmétique.

En modifiant une base algébrique par remplacement, ou par
adjonction de termes on peut la rendre arithmétique.

Pour un idéal I, défini par une base algébrique de % éléments o,
-on obtient une base arithmétique, de 2h éléments, en multipliant
par chaque terme p; les deux termes v, vy, d’une base arithmétique
des entiers du corps —ou de l'idéal unité— (4):

(ceosireer) = (oY1 X 04y Y2 X Py ooe)-
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On peut choisir notamment, comme il a été fait pour le
théoréme caractéristique (9.5), une base 1t, des entiers. La
modification de la base se borne alors & I’adjonction des %
termes ©Xop;: ’ '

("°7P’i7"') = ("'7Pi7°";"’7T><P’I:7 .»..)

‘Le systeme de 2k termes est encore une base algébrique de I:
d’une part tous ses termes, produits par des entiers du corps des
termes de I appartiennent & I. D’autre part I'idéal engendré par
cette nouvelle base contient tous les éléments des idéaux:

e X (Y1, Y2) = (py),

et notamment tous les termes p.; donc I'idéal I.

Reste & vérifier que cette base vérifie la condition caractéristique
d’une base arithmétique. Les produits Y; X T pouvant étre construits
avec la base arithmétique v, v,, on en conclut, pour chaque terme
de la nouvelle base:

(v;Xp) X© = e X (y;X7T) = i X (% X v1 + ¥ Xvs)
= ; X (p; X v1) +¥; X (p; X v2)

les z;,y; sont des nombres entiers, dépendant de j égal a 1 ou 2 et
de ¢ (de 1 & &). Les produits par =, des termes de la nouvelle base,
peuvent done é&tre effectivement construits par additions et sous-
tractions, au moyen de ces termes eux-mémes.

11. Idéaux principaux.

Derinition (Rappel; 10.2). — Un idéal fractionnaire est
appelé principal, lorsqu’il peut étre engendré par une base d’un
seul élément o; c’est-a-dire lorsqu’il est égal au produit par
Pélément o de I’idéal unité (1).

L’élément o est une base (sous entendu algébrique) de ’idéal
© qui est lui-méme désigné, comme il a été dit par:

(p) abréviation de ox(1), ou e X E(0). -

L’tdéal nul est un idéal principal de base 0. Pour un idéal
" principal, non nul, toutes les bases sont égales aux produits de I'une
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