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108 ALBERT CHATELET

Chacun des systémes a une solution déterminée, mod. m, puisque les s
modules m; sont premiers entre eux deux & deux et que leur produit
est égal & m [1].

Dans la formation d’un systéme de congruences, pour chacun
des s" modules m;, premiers avec D, on peut choisir entre deux
congruences. Il y a donc bien 2% systémes, d’olt le nombre de zéros
indiqué. Leur répartition en couples conjugués en résulte; on passe
d’ailleurs d’un zéro ¢ & son conjugué ¢’, en changeant le choix dans

chacune des congruences, mod. m;.

Pour m diviseur de D et sans facteur carré, il n’y a qu’un systéme
de s congruences, qui détermine un zéro double. Il peut étre obtenu
par les régles suivantes:

D impair; m impair o o= (m—1): 2, (mod. m);
D = 4d; d impair, m pair: ¢=(m+5): 2{5 m:2, (mod. m);
D = 4d; m diviseur de d; c = (), (mod. m).

7. Idéaux canoniques.

L’extension de la théorie de la divistbilité (arithmétique) & un
corps quadratique R(6) et au domaine de ses entiers (algébriques)
E(0) a conduit a considérer, dans R(0), des sous-ensembles
particuliers, appelés idéaux.

On peut donner d’un idéal une définition constructive, en le
caractérisant par deux de ses éléments, convenablement choisis,
qui en constituent une base canonique et, a partir desquels, il est

1) La résolution d’un systeme de deux congruences:
x=a, (mod.m;) z=a, (mod.m,));
est équivalent & la résolution de I’équation en A:
a,+ram; = a,, (mod. my);

elle est possible et déterminée si m, et m, sont premiers entre eux et la
solution du systeme est de la forme:

a4 (A umy) X my = b+ux (m1>< my);
elle est déterminée, [module m = m; X m,].

Cette construction s’étend, de proche en proche, ou par récurrence sur s,
a un systéme de s congruences dont les modules sont premiers entre eux
deux a deux.
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engendré par additions et soustractions. On peut alors établir
des propriétés —ou qualités— caractéristiques d’apparienance
d’un tel ensemble. |

On peut, inversement, utiliser ces qualités caractéristiques,
pour donner d’un idéal une définition axiomatique, dont il est
possible de déduire sa définition constructive, c’est-a-dire sa
génération par une base canonique !);

On peut encore établir sa génération par d’autres bases,
qualifiées arithmétiques libres, équivalentes arithmétiquement &
la base canonique; ou encore par des bases, non présumeées libres,
d’un nombre plus grand de termes.

On va étudier d’abord une famille d’idéaux particuliers,
appelés canoniques; ils permettent de construire et de caracté-
riser les idéaux les plus généraux, appelés fractionnaires (com-
prenant les idéaux entiers.

7.1. DeEFiNiTION constructive. — Dans un corps quadra-
tique R(0), caractérisé par un polynoéme fondamental dont un des
zéros 0, est pris pour générateur, un idéal canonique M peut étre
défini par:

1} Dans certaines conceptions de la divisibilité arithméiique usuelle,
c’est-a-dire dans le corps R des nombres rationnels et du domaine E de ses
nombres entiers, on considére d’abord un sous-ensemble rxE (parfois
noté (r)), des multiples d’'un nombre (rationnel) r, c’est-a-dire des produits
rXz, du nombre r par tous les nombres entiers z. Il est manifeste qu’un
tel ensemble contient les différences mutuelles de ses termes et leurs produits
par tout entier.

Mais inversement si un ensemble de nombres rationnels, dont les valeurs
absolues sont limitées inférieurement, vérifie ces propriétés d’appartenance,
c’est-a-dire contient tout les éléments z; X r;+2,Xr, (2,2, entiers arbi-
traires) construits par additions et soustractions au moyen de tout couple r,,
r, de ses éléments, il est égal & I’ensemble rx z, des multiples d’un de ses
éléments r convenablement choisi; le plus petit en valeur absolue, qui peut
étre pris positif.

Cette propriété dont la démonstration résulte de la construction de la
digision euclidienne —ou de la partie entiére d’une fraction— est une des
formes de la propriété fondamentale de la divisibilité (des nombres ration-
nels); elle entraine notamment existence du p.g.c.d. (et du p.p-c.m.) de
plusieurs nombres rationnels. On en trouvera ci-dessous une démonstration
explicite, dans une circonstance qui n’est particuliére qu’en apparence:
construction de la norme d’un idéal canonique, défini axiomatiquement.
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un nombre entier positif m, appelé la norme de M; tel que la
congruence fondamentale soit possible, mod. m;

une progression arithmétique c+xm, de raison m, -—ou un
entier, défini, mod. m— , dont les termes, qui seront appelés les
racines de M; constituent un zéro, de cette congruence (9):

F(¢) =0, (mod.m) < F(c+wnm) =0, (mod.m).

Une racine ¢ étant choisie arbitrairement, ’idéal canonique M
est U'ensemble des éléments de R(0), construits par additions et
soustractions, au moyen du couple m, 6—c; c’est-a-dire des
valeurs de la forme de m et 0—c, dont les valeurs des variables
sont des nombres entiers.

m
£ = axxXm+yx(0—c) = Hx y”x :  x,ynombres entiers.
O—-c

Les éléments £, ainsi construits sont des entiers (particuliers)
du corps; 'idéal est un sous-ensemble de E(0).

Un tel couple de termes sera appelé une base canonique de
idéal, qui sera désigné lui-méme par ce couple entre parenthéses

M = (m, 0—c); [F(¢) =0, (mod.m)].

Les nombres entiers z,y, qui sont déterminés, pour un élé-
ment £, sont encore appelés ses coordonnées, relativement a cette
base.

On emploie ainsi un vocabulaire et une construction, analogues
a ceux qui ont été employés pour le domaine E(0) des entiers du corps:
’élément &, de M, de coordonnées z,y, est égal & la somme de || élé-
ments égaux a m, ou & —m, et de |y elements égaux a (6—-c), ou

a (—0+c).
La détermination des coordonnées z,y résulte de I’équivalence:

X m—+y X (0—c) = &' xm—+y’ X (6—c)
< [(z—2")xXm—(y—y') X c]+(y—y') X0 = 0;

en raison des régles de calcul dans E(0), la deuxiéme forme de I’égalité
entraine la nullité de y—y’, donc aussi de z—=z’'; done:

y=y et z=2z.



L’ARITHMETIQUE DES CORPS QUADRATIQUES 111

11y a correspondance biunivoque entre les éléments de 'idéal et les
couples de nombres entiers 2,y (qui en sont les coordonnées).

Dans un corps R(0), de générateur 6, le sous-ensemble M est
indépendant de la base canonique adoptée pour le construire, ¢’est-a-
dire du choix de la racine ¢, dans sa progression; quand on la remplace
par ¢; = c+hm, les coordonnées des éléments restent des nombres
entiers: -

X m~+y X (0—c) = (x+yh) Xm-+y X (0—c¢,).

Dans un idéal canonique M, ainsi construit et considéré
- comme un ensemble d’entiers du corps R(0), on peut caractériser
la construction de la norme et des racines:

la norme, d’un idéal canonique M, est égale au minimum
(effectivement atteint) des valeurs absolues des entiers rationnels,
non nuls, qui lul appartiennent —ou au plus petit de ceux qui
sont positifs— ;

les racines sont égales aux entiers rationnels ¢, de R(0), pour
lesquels les différences 0—-c appartiennent a M.

D’une part, un ¢lément de M: |
xXm~4y X (0—c) = (xXm—y Xc)+y X0,

est un entier rationnel si, et seulement si, ¥ est nul et il est égal
& xxXm. La plus petite des valeurs absolues de ces entiers
[xxXm| = |z| xXm est m, qui est aussi égal au plus petit entier positif
ILxm = m.

D’autre part les entiers rationnels u, pour lesquels 6—u appartient
aM, vérifient la condition:

0—u — rXm-+yX(0—c) < [zXm—yX c¥i—u]—|—(y——1) X0=0;
dans laquelle z,y sont des nombres entiers. Il en résulte:
y=1 et u=c—axXxm (termes de la progression).

Le domaine E(0) de tous les entiers rationnels du corps (3) est
un 1déal canonique, trivial, construit avec la base 1 6—0, ou 1 0;
sa norme est égale & 1, la progression de ses racines est celle des
nombres entiers, qui est bien zéro de F(z), mod. 1.
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7. 2. Définition axiomatique d’un idéal canonique.
Comme il a été dit, on peut caractériser un idéal canonique

par certaines conditions d’appartenance, qui sont caracté-
ristiques.

THEOREME caractéristique d’un idéal canonique. — Pour
qu’un ensemble M, d’entiers du corps R(0), soit un idéal canonique,
il faut et il suffit que:

1. Il contienne les différences, donc aussi les sommes, mutuelles
de ses éléments, '

2. Il contienne des éléments de la forme 6—c, c’est-a-dire des
entiers du corps, dont le coefficient de 0 soit égal a 1 (il suffit
qu’il en contienne au moins un);

3. Il contienne tout produit de chacun de ses éléments par
tout entier du corps (et notamment les produits mutuels de ses
éléments).

En langage de ’algébre moderne, ces conditions peuvent étre
énonceées; ,

1. M est un module —ou un groupe additif— ;

2. L’ensemble M—0 contient des entiers rationnels;

3. M x entier du corps C M.

Les conditions sont nécessaires: les deux premieres sont mani-
festement remplies par un ensemble M d’éléments engendrés par une
base canonique.

Pour vérifier la troisiéme, on peut calculer (6—c)?, en utilisant
notamment la formule de TA YLOR, appliquée & F(z), dans le corps R(0):

0 = F(0) = (6—¢)24(2¢—S) X (6—c¢)+F(c).
Comme F(c) est un multiple de m, il en résulte une construction
de (6—c)% au moyen de la base canonique:

(6—c¢)2 = axXm-+bx(b—c);
[a = —F(¢): m, —b = 2¢—S, nombres entiers]

On peut alors calculer le produit d’un élément de M, par un
entier de R(6), dont on peut prendre pour base 1 et 6—c:

[z X m~+y X (6—c)] X[2'+y" X (0—c)]
= (22’ +yy'a) X m4-(zy' m~+yx'+yy'd) X (0—c);
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c’est bien un élément de M, engendré par la base m, 6—c, avec les
coefficients entiers:

xx'+yy'a, ay'm-t+yx'+yy'b.
Les conditions sont suffisantes: dans un ensemble M, qui lzs
vérifie, on va d’abord construire la norme, en appliquant la propriété

de détermination qui en a été donnée.
M; contient des entiers rationnels non nuls, notamment:

(0—c) X (0"—¢) = F(c),

qui est le produit d’un élément 6—c, dont 'existence dans M, résulte
de la condition 2, par son conjugué 6’—c, qui est un entier du corps.
Pour ces entiers, il existe un minimum m, effectivement atteint, de
leurs valeurs absolues. On va vérifier qu’ils sont égaux aux mul-
tiples 2 X m, de ce minimum. ‘

D’une part, en raison de la condition 1, les entiers rationnels +m,
—m et tous ceux zXm qui en sont déduits par additions et sous-
tractions appartiennent a M;.

D’autre part pour toute valeur z, d’un entier rationnel de M,,
on peut effectuer sa division (euclidienne) par V’entier m:

r=z—xxm; 0<r<m; znombre entier.

Comme les valeurs z et z X m sont égales & des entiers rationnels de M,
il en est de méme de leur différence 7, qui est nulle puisqu’elle est
inférieure au minimum m, des valeurs absolues non nulles; donec
z = xXm.

Ce premier point étant acquis, reste a vérifier que M, est bien
engendré au moyen des éléments: O0—¢ déja utilisé et m, qui vient
d’8tre construit. D’une part toute valeur ainsi obtenue:

TXm—+yX(0—c);  x,y nombres entiers

appartient & M,, en raison de la condition 1.
D’autre part tout élément de M, étant un entier du corps peut
étre mis sous la forme:

= 2'4y'0 = (@' 4yc)+y X (6—c); 2'dylc — &Y' X (6—c).

Le nombre entier 2’ +'c, qui est egal a la différence de deux éléments
de M, appartient aussi 4 M, et en est un entier rationnel; il est done
bien égal a un multiple ryXm, de m.

I’Enseignement mathém., t. VI, fasc. 2. 3
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On vérifie encore que ¢, donc tout terme de la progression c+m,
est zéro de la congruence fondamentale: c’est une conséquence de la
premiére remarque utilisée: la valeur F(c) étant égale & un entier
rationnel de M;, est multiple de m.

7. 3. Idéaux conjugués.

LS

Comme pour la construction d’un corps quadratique et de
son domaine d’entiers (1 et 3), un idéal canonique peut é&tre
engendré en utilisant indifféremment les générateurs 6 et 6’
(zéros du polynéme fondamental) mais sous la réserve de leur
associer respectivement les zéros conjugués de la congruence
fondamentale, dont le module est la norme de Iidéal. On peut
exprimer ceci par la formation des bases canoniques:

Un 1déal canonique a deux suites de bases canoniques, définies
par la méme norme m et les différences 6—rc et 6'—c’, des généra-
teurs du corps et des zéros conjugués ¢, ¢/, (progressions de
raison m), de la congruence fondamentale:

(m, 0—c) = (m, 0'—c');

Les constructions des termes de ces différences (zéros du poly-
noéme et zéros de la congruence) peuvent étre exprimées par les
formules:
0+0"=S8; 06x06" = N; dans le corps;
c+¢'=8; exd =N; (mod. m).

L’égalité des éléments construits avec ces deux bases est assurée
par une correspondance biunivoque de leurs coordonnées, relative-
- ment & chacune d’elles:

xXm+yX(0—c) = 2’ X m—y X (6'—c’);,
x'—r = yX[(c+c'—S8): m].

Cette propriété conduit & la conception de la conjugaison des
1déaux canoniques et a sa définition, constructive et axio-
matique.

D&riNITION (constructive). — Deux idéaux canoniques sont
appelés conjugués, et seront désignés par la méme lettre, avec
et sans accent, lorsqu’ils sont engendrés: par une méme norme,




L’ARITHMETIQUE DES CORPS QUADRATIQUES 115

avec les mémes racines, mais avec les générateurs conjugués
6 et 6, du corps:

M= (m, 6—), M = (m, 0—c);
c’est-a-dire encore par des bases canoniques conjugudes [2].

Il est équivalent de dire (définition axiomatique) que deux
wdéaux canoniques conjugués sont constitués ‘par des élémenis
(entiers du corps) respectivement conjugués [3]; définis par des
coordonnées égales, relativement aux bases conjuguées; car:

£ = ||z y|x }:_ eM <« & =|zy|x :_c eM’.

En appliquant une remarque précédente, il est encore équi-
valent de caractériser deux idéauz conjugués, relativement a un
méme générateur 0 du corps, par deux zéros conjugueés, ¢ et ¢,
de la congruence fondamentale [5]:

M = (m, 6—); M = (m, 6—'); ct+c =S, (mod. m).

Il suffit, en effet, dans la base precédente de M’, de remplacer
0’—c par la différence du générateur conjugué de 6’ et d’un zéro
conjugué de ¢.

Un idéal canonique est double, lorsqu’il est égal a I’idéal
conjugué, c’est-a-dire lorsque ses racines sont un zéro double de la
congruence; ce qui a lieu si, et seulement si, sa norme m est
diviseur du discriminant D (5. théoréme des zéros conjugués).

L’idéal canonique trivial E(6) est double.

7. 4. Racines minimum.

Comme il a déja été dit (5); dans la progression c-+im des
racines d’un idéal, de norme m, on peut distinguer —ou choisir—
une racine particuliére, notamment en précisant qu’elle appar-
tient & un segment déterminé, de longueur m, dont une extrémité
est exceptée, s’il y a lieu. Il y a intérét, ainsi qu’il sera dit plus
loin (21), & ce que ce choix soit fait simultanément pour ’idéal
et son eonjugué; ils ont méme norme m et la somme de leurs
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racines est congrue a4 S, mod. m. Pour cette raison on choisira
un segment, de longueur m et de milieu S: 2 (0 ou —1:2). On
vérifie aisément qu’une racine ainsi déterminée est aussi de valeur
absolue minimum dans sa progression. C’est cette condition
qu’exprime 1a définition suivante.

!

DEFINITION. — On appelle racine minimum, d’un idéal
canonique, de norme m, et on note avec une surligne, celle de ses
racines qui vérifie la condition de comparaison:

S~—m — - S+m

Cette condition est encore équivalente & I'alternative:
2c—S| < m, ou bien: 2c—S = m.

On peut préciser cette limitation, suivant les divers cas, pour
les racines minimum de deux idéaux conjugués et vérifier qu’elles
sont bien déterminées.

Pour un idéal double —ou deux idéaux conjugués égaux—
toute racine ¢ rend 2c—S divisible par la norme m. En se repor-

tant & la construction des racines doubles (6), la racine mintmum c
est:
S-+m

O[S = 0 et m diviseur de N] ou 5

Si un idéal n’est pas égal & son conjugué, sa racine n’est pas
double, 2c—S n’est pas divisible par m et, & fortiori,n’est pas nul.
Pour deux idéaux conjugués inégaux, deux racines, de somme
égale 4 S, donnent des valeurs opposées, donc une méme valeur
absolue a 22—S. Elles vérifient donc simultanément le premier
terme de 1’alternative de la condition de minimum. L’une d’elles
est négative, elle sera notée de préférence par la lettre accen-

tuée ¢, Pautre ¢ est positive ou nulle. On en conclut la situation
suivante de ces racines, relativement au segment adopté; ce qui
met aussi en évidence leur détermination:

S—m

— — — — S+m - —
c’——m<c——m<,—2——<c<O<c<~2—<c+m<c+m
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