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82 ALBERT CHATELET

CHAPITRE 1

IDEAUX D’UN CORPS QUADRATIQUE

1. Construction d’un corps quadratique.

Un corps quadratique est caractérisé par un nombre entier,
d, diftérent de 0 et de +1, sans facteur carré; ou, plus précisé-
ment, par le trinome du second degré normé (de premier coefficient
egal & +1), appelé polynéme fondamental du corps:

F(x) = 2>—Sx-+N,
dont les coefficients sont, suivant la divisibilité de d—1 par 4:

d—1 div. par 4:
§ =—1, N = (1—d):4, 4F(x)= (2z+1)>—d;

d—1 non div. par 4:

§= 0, N= —d , F@) = z2—d.
Ce trindme peut étre mis sous la forme (commune aux deux cas):
4F(x) = (22—8)>—D; D = S2—4N = }42 ;

D est appelé le discriminant du corps.

Le trinéme est irréductible —ou sans zéro rationnel—, puis-
que D n’est pas carré parfait (le cas d = +1 —ou D = +4—
étant exclus). | |

Sid —donc aussi D— est positif, le trindme a deux zéros
réels, (non rationnels), on dit que le corps est réel; sid —donc D—
est négatif, le trindme a deux zéros complexes, le corps est dit
imaginatire.
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On peut donner du corps diverses constructions équivalentes:

Le corps quadratique, caractérisé par le polynéme fonda-
mental F(z), désigné par R(0), peut éire obtenu en « adjoignant »,
par addition, soustraction et multiplication, au corps R, des
nombres rationnels, un symbole —ou générateur—, désigné
par 0, qui se comporte comme un zéro de F(z).

On peut entendre par 14 que ce corps R(0) est I'ensemble des
valeurs f(0), des expressions entiéres —ou polynémes— f(z),
a coeflicients rationnels, pour la valeur 0, de I'indéterminée .
Toutefois chacune d’elles est (considérée comme) égale a la
“valeur r-+s6, du binome: '

risz = f(x)—F(z) x q(z),

reste de la division (euclidienne) de f(xz) par le polynéme F(x).
Il est équivalent de dire qu’un élément de R(0) est ensemble
des expressions (considérées comme) égales entre elles:

r+s0+F(0)xq(0); ¢(z) polynéme a coefficients dans R;
(la valeur F(6) se comportant comme un élément nul).

On se borne, ordinairement, a utiliser les expressions linéaires
r+s0, les autres servant seulement a définir, [ou & justifier], leur
calcul. Deux éléments sont égaux, si et seulement si leurs expressions
lindaires ont des coefficients (rationnels) égaux:

(r+s0) = ("+50) < {r=7r ot s— s'}.
Les régles explicites des opérations internes (addition, de signe 4,

multiplication, de signe x) se déduisent du « comportement » ‘de 0
ou de la régle du reste (qui revient a remplacer 62 par S6—WN):

(r+80)4(r'+5'6) = (r41")+(s+5")8;

(r+s6) < (r'++s'6) = (rr'—Nss’)—l—(rs'+sr’+Sss’)6.
Ces regles (ou le calcul des expressions entiéres et la régle du reste),
montrent que ces deux opérations ont les qualités usuelles: elles
sont assoctatives, commutatives et la multiplication est distribusive
relativement a I’addition. ‘

Les binémes 04-00 (en abrégé 0) et 14-00 (en abrégé 1), sont les

éléments nul (neutre pour I'addition) et unité (neutre pour la multi-
plication). Chaque élément r+s6 a un opposé déterminé:
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(—7)F(—8)0 = (—1-406) X (r+-58), en abrégs —(r-s0).

La somme de deux opposés est égale a ’élément nul, la soustraction
(opération inverse de I’addition) est possible et déterminée: soustraire
un élément est équivalent & additionner son opposé 1).

On peut aussi considérer que le corps quadratique R(6) est un |
ensemble d’éléments, désignés par les lettres grecques p,o,B,..., qui
sont des formes (linéaires) de deux symboles: 1 (unité) et 6
générateur:

e = rx(1)+sx(0), en abrégé r4-s6:

dont les variables, ou muliiplicateurs, des symboles 1 et 0, dési-
gnées par des lettres latines: r,s,a,b,... sont des nombres rationnels.
- Les opérations (addition, soustraction, multiplication), entre
ces éléments sont les mémes qu’entre les formes; toutefois la
multiplication, distributive relativement a I’addition, est définie
par la table de multiplication (commutative et associative) des
symboles: : |
(1)Xx(1) = (1); (1) x(6) = (6)x(1) = (0);
(0) X (0) = —N--S6.

Les éléments, pour lesquels le multiplicateur de 0 est nul:
 rxX(1)40x0, en abrégé r,

qui comprennent les éléments nul, et unité, sont appelés les
éléments rationnels du corps; ils se calculent entre eux (égalité
et opérations) comme les nombres rationnels (éléments du
corps R). ~

De la construction adoptée pour R(6), il résulte que, dans
cet ensemble, le polyndme fondamental F(x) est décomposable en
—ou égal &— un produit de deux binémes linéaires rormés:

F(x) = (x—0) X (x—0'); 0" = Sx(1)+(—1)x0, ou S—8.
On peut dire que, dans R(0), F(z) a deux zéros 0 et 0', tels que:

) On reconnait, dans ce calcul, une construction analogue & celle des
nombres complexes, dans le corps des nombres réels, par les congruences
de Cavcry. Plus généralement, on peut dire que R(6) est isomorphe
I’anneau quotient R(x)|F(z); [R(xz) anneau des polynémes a coefficients
rationnels; F(z) polynéme fondamental].
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0+6 =S; X0 =N; (0—6)2 = S>4N = D.

Le corps R(B) peut étre construit aussi avec les deux sym-
boles: Punité 1 et le générateur 6/, moyennant la correspondance
(blunivoque) suivante des multiplicateurs:

r4+s60 = r'+s'0' < r =r+s§ et § = —s.

1. 2. Inverses et division.

L’irréductibilité de F(x) —ou 'inexistence de zéro rationnel—
permet d’affirmer que: tout élément o = r--s6, non nul, de R(0),
a un et un seul inverse, ¢’est-a-dire qu’il existe un élément (unique),
- désigné (suivant la notation habituelle) par p~!, tel que le pro-
dutt o X ™! soit égal a I'élément unité +1.

Pour obtenir cet inverse, on peut calculer le produit:
(r4-s0) X (r+s8’) = r*+Srs+Ns* = 22X F(—r:s) = gq;

c’est un élément rationnel du corps, qui n’est pas nul (r et s ne Pétant
pas simultanément), puisque F(x) n’a pas de zéro rationnel. Le
quotient de r-+sf’ par ce nombre rationnel g:

r+S8s s

ot ="ty ou g, .
79 9 q q

est I'inverse cherché puiquue exp l=ygq:q — 1.

Un raisonnement (de caractére général) montre que Iexistence
de l'inverse de o entraine la possibilité et la détermination 1),
de la division par ¢ (inverse de la multiplication) et, notamment
la détermination de cet inverse lui-méme (quotient de la division

par o de I’élément unité):
EXp=o0 <« (Exp)Xpl=o0oxp! o £ = cxp
L’ensemble des éléments non nuls, de R(0), entre lesquels

existe une multiplication associative, et commutative, ainsi que
Popération inv erse de division, est un groupe multiplicatif abélien.

') Par possibilité on entend qu’il existe un ‘quotient; par détermina-
twon, on entend que ce quotient est unique.
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L’ensemble R(6), formé de ce groupe et de 1’élément nul, est
un corps, au sens général de ce terme (ce qui justifie le nom
de corps quadratique). L’ensemble des éléments rationnels r,
de R(0), en est un sous-corps, isomorphe —ou, par abrévia-
tion, égal— au corps R, des nombres rationnels (inversement
R(0) est sur corps de R). |

La construction de ’addition, de la soustraction et de la multiplica-
tion et les qualités de ces opérations resteraient valables, méme sans
Ihypothése d’irréductibilité de F(z); les inverses n’existeraient alors
que pour certains des éléments r4-s6 (ceux pour lesquels —r:s
n’annule pas F(x)). L’ensemble construit serait seulement un anneau,
commutatif avec une unité, —ou au sens restreint— .

On peut aussi considérer que R(0) est un sous-corps du corps
des nombres: réels si D est positif; complexes si D est négatif. Cette
conception fournit encore une justification des régles de caleul, y com-
pris la division. Elle sera utilisée ci-dessous pour établir la détermina-
tion des cycles d’idéaux semi-réduits, dans un corps réel (46 et 47).

2. Eléments conjugués.

DerinitioN. — Dans le corps quadratique R(6), deux éléments
sont appelés conjugués, ou chacun d’eux est le conjugué. de
Pautre, lorsqu’ils sont égaux, respectivement, da des formes
de 1, 0 etdel, 0, avec les mémes multiplicateurs (nombres ration-
nels). Ils sont désignés par la méme lettre, avec et sans accent
(comme 0 et 0’, qui sont des éléments conjugués particuliers):

o = r4s0 = (r+Ss)—sb <« o = r+sd = (r—Ss)—s0.

Un élément du corps est égal a son conjugué, si et seulement si
c’est un élément rationnel (coefficient de 0 nul). Pour le vérifier, il suffit
de former la différence de deux conjugués:

0 =p—p" = sX(0—0") = —S8s+2s6 = S5—2s6" = s =0.

Les éléments 0 et 0 sont conjugués et inégaux.

Deux éléments de R(0), obtenus en remplacant x par 6 et 6,
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