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SUR LES POLYGONES

ET LES POLYÈDRES RÉGULIERS ENTIERS.

par E. Ehrhart, Strasbourg

(Reçu le 18 avril 1959.)

Un polygone ou un polyèdre est dit entier si tous ses

sommets le sont, c'est-à-dire si ces points, rapportés à des axes

rectangulaires de même unité, ont pour coordonnées des nombres
entiers. Nous nous proposons de chercher les polygones et les

polyèdres réguliers entiers, et démontrerons à ce sujet les sept
propositions suivantes: -,

1. Dans le plan XOY tout vecteur à extrémités entières est le côté
dé un carré entier.

Car les vecteurs (a, b) et (— 6, a) sont égaux et perpendiculaires.

2. A part ces carrés, il n'existe dans le plan XOY aucun poly¬

gone convexe régulier entier.
2 7T

Soit 9 — l'angle formé par un côté d'un polygone régulier
entier à n sommets et le prolongement du côté consécutif. Les

pentes m, m' de ces côtés étant rationnelles, X tg cpr 7 & T 1 mm
l'est aussi.

a) n est impair, tg ny tg 2tu 0 donne

n-1

X — C3n X3 + C* X5 + + (— 1)~ xn 0

Les seules racines rationnelles non nulles que pourrait avoir
cette équation à coefficients entiers sont donc les diviseurs de

n C*. Or 0 < tg ^ < 1 si n > 9, et l'on sait que tg ^ est

irrationnel pour n 3, 5, 7.

L'Enseignement mathém., t. V, fasc. 2. 6
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b) n= 2a n' (a entier, n' impair). — Si le polygone était
régulier entier, il existerait un polygone de même nature ayant
n' côtés.

c) n 2a (a entier >2). — Il existerait un octogone régulier

entier. Or on sait que cos ~ est irrationnel, tandis que le

cosinus de l'angle des vecteurs-côtés (a, &), (a', b') est a®2 ^ ^
donc rationnel.

3. Les seuls polygones réguliers entiers de Vespace sont des carrés
et des triangles équilatéraux.
Comme dans la proposition 2, il ne reste qu'à examiner le

cas de n impair. Pour l'angle 9 des vecteurs-côtés (a, à, c),

(«', b', c')

_ g _ — ^C)2 + (ca' — c'a)2 + (a£/ — a'b)2
^ ^ (aa' -f- 66'+ ce')2

est rationnel et doit être racine de l'équation à coefficients
entiers

n-1 7i-l

c;-c£x + C^X2 + + (— 1)T'x^~ 0

Les racines rationnelles possibles sont les diviseurs de n.
2 TC 2 TU

Or tg2 — < 1 si n > 9, et l'on sait que tg2 — est irrationnel

pour n — 5 et n 7.

4. Il n'existe ni dodécaèdre ni icosaèdre régulier entier.

Les faces du dodécaèdre régulier sont des pentagones réguliers.

Les faces issues d'un sommet de l'icosaèdre sont cinq
triangles équilatéraux dont les côtés opposés à ce sommet
forment un pentagone régulier. Or on a vu qu'un pentagone
régulier ne peut être entier.

5. Tout cube entier donne deux tétraèdres réguliers entiers inscrits.

Si ABCD, A' B' C' D' sont les bases du cube, ces tétraèdres
sont AB' CD' et A' BC' D. Tout cube entier donne un octaèdre

régulier entier par inscription et, éventuellement, une homothétie
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de rapport deux centrée à l'origine, car les centres des faces du

cube, sommets de l'octaèdre, sont des points entiers ou semi-

entiers.

6. Réciproquement, tout tétraèdre régulier entier donne un' cube

entier par circonscription et, éventuellement, une homo-

thétie de rapport deux centrée à l'origine.

Soit AB' CD' le tétraèdre. Pour construire le sommet A',

par exemple, du cube circonscrit, remarquons que AA' est équi-

pollent à MM' qui joint les milieux de AC et de B' D'. A' est

donc entier ou semi-entier puisque la composante scalaire de

MM' sur OX, par exemple, est ^ (XD, + XB/ — XA — Xc).

De même tout octaèdre régulier entier donne un cube entier par
circonscription et, éventuellement, une homothétie de rapport
deux centrée à l'origine. — Soient ABCD, A' B' C D' les bases

du cube circonscrit. Les centres N, N, P des faces ABCD, ABB'A',
BCC' B' et les centres M', N', P' des faces opposées sont les

sommets de l'octaèdre. Le sommet A, par exemple, du cube est

un point entier ou semi-entier, car son abscisse, par exemple, est

XM + J (XN,— XN) +1 (Xp - Xp,).

7. Il existe deux familles de cubes entiers à trois paramètres.

Nous ne distinguons pas deux cubes déduits l'un de l'autre
par une translation entière ou par une même permutation des

trois coordonnées de chaque sommet.

Famille A. Le cube construit sur les vecteurs OÄ, OB,
OC de composantes scalaires (a, b7 o), (— b, a, o), (o, o, c) est
entier si les entiers a, 6, c satisfont c2 a2 + b2. On sait que
cette équation diophantienne a pour solution générale a — k
(m2 — ft2), b 2kmn, c k (m2 + ft2), où A, m, n sont des
entiers arbitraires (à l'échange de a et de b près).

Famille B. Le tétraèdre construit sur les vecteurs OA
(a, 6, c), OB (6, c, a), OC (c, a, b) est entier et régulier si les entiers
a, b, c satisfont

cos (OA, OB) a&2 t T¥ x Ta2 + b2 + c2 2.
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Cette équation diophantienne, équivalente à

2 ab + 2 be + 2 ca — a2 — b2 — c2 0

OU

(s/ a -f b + \/ c) (— /\Za-\-\/b-\-/\/c) [\/ a — \/ b + c)

(-\/a -\- \/ b — \/ c) — 0

est satisfaite par

a — [m — n)2 b — m2 c n2

Le cube circonscrit au tétraèdre OABC est entier (et non
semi-entier). On voit en effet facilement que les composantes
scalaires des bimédianes NM', NN', PP' du tétraèdre sont
entières quels que soient les entiers m, n et leurs signes. Une
homothétie de rapport entier /c, centrée à l'origine, introduit le
troisième paramètre.

Existe-t-il d* autres familles de cubes entiers à trois paramètres
Nous soumettons au lecteur cette question que nous n'avons pas

pu trancher.

Remarque I. La mesure de Varête de tout cube entier est

un nombre entier. Pour les cubes A et B on le vérifie facilement.
En effet, si X est la mesure de l'arête, A donne X c K
(m2 + n2) et B fournit 2X2 OA2 K2 [m4 + n^ + (m — n)4]

2K2 (m2 — mn + ft2)2, donc X K (m2 — mn + n2).

Montrons directement que la propriété appartient à tout
cube entier. Soient V (a, 5, c), V' (a', b', c') deux vecteurs d'origine

0, à extrémités entières, égaux et perpendiculaires. Le

vecteur p VxV' a pour composantes scalaires A bc' — b'c,

B — ca' — c' a, C ab' — a' b. Les longueurs p, c de p,*V sont

liées par p c2 ou \/A2 + B2 + C2 a2 + b2 + c2. Si

M (x, y, z) est un point du support de p tel que OM e, on peut
écrire

I Ax + By + Cz | —ïÛ2 1—2
-

2 i—i—L — f — V a + b2 + c2
a2 + b2 + c2

Si M est un point entier, le premier membre de cette égalité est

rationnel. Le dernier doit donc l'être aussi: a2 + b2 + c2 est un
carré parfait.
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Remarque II. La proposition 7 fournit des solutions de

deux systèmes diophantiens symétriques homogènes. La recherche
des carrés entiers de l'espace est équivalente à la résolution du

système diophantien

X2 + Y2 + Z2 X/2 + Y/2 + Z/2

XX7 + YY7 + ZZ7 0
(1)

qui exprime que deux vecteurs à extrémités entières, sont égaux
et perpendiculaires.

La famille des cubes A fournit en particulier la solution

X K (m2 — h2)

X7 0

La famille B donne

X K (m2 — mn)

X7 K (n2 — mn)

Y 2Kmn

Y7 0

Z

Z7

Y Kmn

Y7 K [m2 — mn)

0,
K (m2 + n2)

Z K (ti2 — mn)

Z7 — Kmn

De même la recherche des triangles équilatéraux entiers de
l'espace conduit au système diophantien

| X2 x Y2 + Z2 X72 + Y72 + Z72 2 (XX7 + YY7 + ZZ7;

On voit la solution par B

X K (m — n)2 Y Km2 Z Kn2

X7 « Km2 Y7 Krc2 Z7 - K (m— n)2

Par A on trouve

(2)

X K [m2 — n2) Y 2Kmn

X7 — 2Kmn Y7 - K [m2 -
et aussi

X K [m2 ~ n2) Y :

X7 K [m2 — n2~ 2mn) Y7

Z K (m2 + n2)

Z7 K (m2 + n2]

2Kmn,

~ K {m2 — n2 + 2mn)

Z K (m2 -j- n2

Z7 0
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