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54 /.-P. KAHANE

1. Points ou / admet un extremum.

Soit

x xn (2)

un développement de # en numération binaire (il y en a deux
quand x est un nombre binaire), et soit

n

/„(*) 2 Fh<?(2kx).(3)
fe=0

Minima relatifs.

Si a a2 an /?2"n (/? entier), on a (a) fn (a)

...=/ (a) et réciproquement. Pour m assez grand (m > 2n)t
fm admet en a un minimum relatif ; comme /
/ admet également en a un minimum relatif. Inversement, si / (#)
est le minimum de / sur un segment [a, a'] [p 2~n, (p + 1) 2-n],
n impair, les relations

/ (*) > /n-l W > / H /n-1 <a) ' / <a') /n-1 <a')

jointes au fait que est linéaire et non constant sur [a, a'],
entraînent que # a ou # a'.

Donc Vensemble des points où f admet un minimum relatif est

Vensemble des nombres binaires p2~n. C'est un ensemble dénom-
brable, dense sur la droite.

Maximum.
oo

On a / (x) 2 ^~k fi k x)- Or f1 (4A #) est maximum, et
o

égal à 1, si et seulement si x2k+i -f- x2k+2 1 (pour au moins un
développement de x sous la forme (2)).

Donc Vensemble des points où f atteint son maximum, égal à

4/3, es£ Vensemble des x, de Za /orme (2), satisfaisant x2fe+1 +
«== 1 pour k — 0, 1, C'est un ensemble parfait totalement
discontinu, de mesure nulle.
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Maxima relatifs.

On a
oo

/(*) hn-l (*) + • "(4)
h=n

Pour que x soit un point où / admet un maximum relatif, il suffit
donc que f2n_{ soit constant au voisinage de #, et que fx (4fe x) 1

pour A > n \ la première condition équivaut à xx + x2 + ••• + x2n

zz, la seconde, comme on l'a vu, à x2k+i + x2k+2 1 (k > zz).

Inversement, soit # un point où / admet un maximum
relatif, il admet un développement unique de la forme (2); je
dis qu'il existe une infinité de valeurs de n pour lesquelles

xi + x2 + ••• + x2n n• Sinon, en effet, fn (x) 2 (% +
+ + xn) — n garde un signe constant pour n assez grand,
soit, pour fixer les idées, le signe + ; soit In le segment rectiligne
du graphe de fn_{ qui se projette sur l'axe des x suivant le
segment [p2-n, (p + 1) 2~n] contenantpour cassez grand, In+1 est
à gauche de In, donc ln+j est à gauche de In (/ >1), donc le

point -(#, f (x)) est à gauche de In; comme In est une corde du
graphe de /, f (x) n'est pas un maximum relatif, contrairement
à l'hypothèse. Il existe donc un n tel que x± + x2 + + x2n zz,

et tel que, sur l'intervalle contenant x où /2n_1 est constant, f (x)
soit le maximum de /. D'après (4), il s'ensuit que f± (4ft x) 1

pour k > n.

Ainsi, Vensemble des points où f admet un maximum relatif est
Vensemble des x, de la forme (2), satisfaisant les égalités + x2

+ + x2k k pour k assez grand. C'est un F0, dense sur la
droite, de mesure nulle.

2. Exemple d'une fonction continue sans dérivée, dont
LE MODULE DE CONTINUITÉ SATISFAIT 00 (h) < £ (A), J ÉTANT

UNE FONCTION DONNÉE.

Si X (h) < 00 l'inégalité oo (h) ^ X (h) entraîne que
la fonction est lipschitzienne 2), donc admet une dérivée presque

2) En vertu de l'inégalité co (nS) < n<ù (S), valable pour tout 5 > 0 et tout entier
naturel n.
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