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ART DES KEGELSCHNITTES,
DEN ZWEI PROJEKTIVE GEBILDE ERZEUGEN

von D. MazkewirscH, Cincinnati, Ohio

(Regu le 4 juillet 1959)

Wir wollen ein Kritérium finden, das festzustellen erméoglicht,
welchen der drei Kegelschnitte zwei gegebene projektive Gebilde
erzeugen.

1. Wir betrachten zwei projektive Punktreihen ¢ und ¢ als
Schnitte von zwei perspektiven Strahlenbiischeln B und C, deren

FIG.|

zwei entsprechende Strahlen in der Verbindungsgeraden BC der
beiden Scheitel liegen. Die Scheitel wihlen wir auf den Trégern ¢
und ¢’. Die Biischel B und C haben eine Perspektivititsachse
- (PA). | |

Wir wissen, dass zwel projektive Punktreihen einen der drei
Kegelschnitte als Envelope erzeugen; dass BC, ¢ und ¢ Tangenten
des Kegelschnittes und dass die Schnittpunkte der letzteren mit
der PA die Beriihrungspunkte sind. .
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Nun ziehe zu den Tragern ¢ und ¢ durch B und G Parallelen,
die sich in D schneiden (Fig. 1). |

a) Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve. Sie wird erzeugt,
wenn die PA AB und AC oder BD und DC schneidet. Denn,.wie
Jeicht zu beweisen ist, nur in diesen Féllen liegen zwei entspre-
chende Punkte links bzw. rechts von BC und die erzeugte Kurve
ist somit eine geschlossene Kurve.

ELLIPSE

PARABEL

F1G.2

b) Geht die PA durch D, so sind die Punkte im Unendlichen
auf den Trégern ¢ und ¢" entsprechende Punkte und die von den
projektiven Punktreihen erzeugte Kurve ist eine Parabel.

¢) In allen anderen Féllen des Schneidens der PA werden
Hyperbeln erzeugt.

Riickt nun die PA ins Unendliche, so ist die erzeugte Kurve
immer noch eine Hyperbel, aber die entsprechenden Strahlen
der perspektiven Biischel B und C werden zueinander parallel.
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Zieht man also durch zwei Punkte B und C parallele Strahlen
und schneidet diese durch zwei Geraden ¢ und #', so hiillen die
Verbindungsgeraden der entsprechenden Punkte auf ¢ und t' eine
Hyperbel ein.

Das eben Gesagte ermoglicht es, die Art des Kegelschnittes
festzustellen, wenn derselbe durch fiinf Tangenten gegeben ist 1).

2. Dual betrachten wir zwei projektive Strahlenbiischel B
und C. Irgend welche zwei entsprechende Strahlen BA = ¢ und
CA =1t schneiden die Strahlenbiischel in zwei perspektiven
Punktreihen, die ein Perspektivititszentrum (PZ) P besitzen.
Die Ebene ist nun in sieben Gebiete, I bis VII, geteilt (Fig. 2).

~a) Liegt P in einem der Gebiete II, IV, V, VII, so ist der
erzeugte Kegelschnitt eine Hyperbel, da die Strahlenbiischel
gegenlaufig sind 2)3). In den anderen drei Gebieten sind die
Strahlenbiischel gleich laufig und koénnen irgend einen der drei
Kegelschnitte erzeugen 2).

b) Liegt P auf der in 1c¢ besprochenen Hyperbel, so haben
die Strahlenbiischel ein Paar paralleler entsprechender Strahlen.
Sie konnen kein zweites Paar paralleler entsprechender Strahlen
haben, da in einem Punkte eines Kegelschnittes nur eine Tan-
gente moglich ist. Folglich ist die erzeugte Kurve eine Parabel.
Die eben erwdhnte Hyperbel ist die Grenze, von der Steiner
_a. a. O. spricht. :

Ausserhalb und innerhalb dieser Grenze werden nur Elhpsen
oder nur Hyperbeln erzeugt 2).

¢) Nun sahen wir in 2a, dass wenn P in II, IV, V, VII,
welche ausserhalb der Hyperbel sich befinden, liegt, Hyperbeln
erzeugt werden. Folglich, wenn P in I, II, IV, V| VII und in III
und VI ausserhalb der Hyperbel liegt, so wird eine Hyperbel
erzeugt. Liegt P in III oder in VI innerhalb der Hyperbel, so
muss die erzeugte Kurve eine Ellipse sein 4).

1) Vgl. Th. REYE, Geometrie der Lage, 1-ste Abt., 1909, S. 86 betreffs der Schwierig-
keit der Feststellung der Art der Kurve.

2) J. STEINER, Systematische Entwicklung, 1832, S. 144 oder Gesammelle Werke,
1881, Bd. 1, S. 336.

3) Th. REYE, op. cil., S. 85.

4) In Fig. 2 sind nur die Gebiete bezeichnet, in denen P liegen muss, falls der
erzeugte Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Parabel sein soll. Liegt P in irgend einem
anderen Punkte der Ebene, so ist der erzeugte Kegelschnitt eine Hyperbel.
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In allen unter 2 betrachteten Fallen sind PB und PC Tan-
genten des Kegelschnittes als entsprechende Strahlen des
gemeinsamen Strahles BC. Diese Tatsache ermoglicht eine leichte
Loésung der folgenden Aufgaben.

a) Gegeben fiinf Punkte eines Kegelschnittes; zu zeiehen
Tangenten in zwel der Punkte. Betrachte die zwei Punkte als B
und C und irgend einen der anderen Punkte als A. Finde P und
verbinde ihn mit den zwei Punkten.

b) Gegeben fiinf Punkte A, B, C, D, E eines Kegelschnittes;
zu finden das Zentrum des Kegelschnittes. Finde P fiir z. B. ABC
und verbinde ihn mit dem Mittelpunkte von BC. Finde P’ fiir

z. B. ADE und verbinde ihn mit dem Mittelpunkte von DE.

Der Schnittpunkt der beiden Verbindungsgeraden ist das
Zentrum.
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