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RECHERCHES RECENTES SUR L’UNICITE
DU DEVELOPPEMENT TRIGONOMETRIQUE *)

par Raphaél SarLem, Paris

(Regu le 8 octobre 1958.)

1. NOTIONS PRELIMINAIRES.

a) La notion d’ensemble parfait linéaire non dense est fami-
liere. Il se construit sur la droite, en enlevant d’un intervalle, dit
intervalle fondamental, une infinité dénombrable d’intervalles
ouverts, non empiétants et sans extrémités communes, de telle
fagon que I’ensemble qui en résulte ne contienne aucun inter-
valle. Il sera souvent commode de construire un tel ensemble
sur le tore & une dimension a la place de l'intervalle fondamental
rectiligne. '

Un ensemble symétrique du type de Cantor s’obtient en divi-

sant 'intervalle fondamental en trois parties proportionnelles a

1

&, 1 — 2&,, £, respectivement (O < &< §> et en enlevant

I'intervalle du milieu (intervalle « noir »). Les deux intervalles
« blancs » restant sont tous deux divisés en trois parties propor-

tionnelles a &, 1 — 2§, £, respectivement (O < &< —;—), et
chaque intervalle médian est encore un intervalle «noir»
enlevé. Etant donné une suite de nombres £, (O < g < —;—)

on procéde ainsi indéfiniment; & la p*™® étape on obtient un
ensemble E, de 2P intervalles «blancs» chacun de longueur
& ... &y, 81 l'intervalle fondamental est l'intervalle unité. L’in-
tersection de tous les E, fournit 'ensemble E cherché. Les points
de 'ensemble, toujours dans l'intervalle fondamental (0, 1) ont
leurs abscisses données par la formule

z=e(1—8)teb(l—8) + eyl (1—E)+ (1)

ou les ¢, sont égaux a4 0 ou & 1.

*) Conférence faite & Rome et Genéve, en mai et juin 1958.
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Un cas particulier intéressant est celui ou tous les &, sont
égaux & un nombre constant £; on obtient alors un ensemble du
type de Cantor & rapport constant. Le cas classique de Cantor
est celui ou & = 1/3.

b) Etant donné une fonction monotone — non décroissante
pour fixer les idées — soit f (z) définie dans I'intervalle (0, 1),
nous appellerons coefficient de Fourier-Stieltjes de f I'intégrale
de Riemann-Stieltjes:

2T

ey = (2m)Y [ emimaf .

0
Si f est absolument continue, cette intégrale se réduit a une inté-
grale de Lebesgue et donc ¢, ~ 0 pour n— . Si f est continue

et singuliére (g—i = 0 p.p.>, ¢, peut ne pas tendre vers zéro pour
n = o, mais il existe des f singuliéres pour lesquelles ¢, — 0

pour n — o ainsi que I’a montré Menchoff en 1916.

¢) Etant donné un ensemble parfait E, symétrique du type

de Cantor, nous appellerons fonction de Lebesgue construite sur
cet ensemble la fonction continue y = f (z) telle que quand =z
appartient & E et est donné par (1), y soit égal a

€ €

5 tmt ot 2—1; + -
et que y soit constant dans chacun des intervalles contigus & E-
S1 E est de mesure nulle (ce qui est toujours le cas des ensembles
& rapport constant) f (z) est purement singuliére. On démontre
facilement en procédant par approximations successives, que le
coefficient de Fourier-Stieltjes de la fonction de Lebesgue est
donné par

Ixa, = e"mH CoSTn&y &y (1 — &) .
k=1 ;

Ainsi par exemple, pour la fonction de Lebesgue construite
sur 'ensemble classique de Cantor & rapport constant £ = 1/3
on trouve

2

oo
_ ,7nt Tn
2me, = ™ ] cos -
R=1 3




286 R. SALEM

et on voit, dans ce cas, en prenant pour n des puissances succes-
sives de 3, que ¢, ne tend pas vers zéro pour n— oo . Nous revien-
drons plus loin sur le cas d’un rapport constant & quelconque,
qui est plus complexe.

2. LE PROBLEME DE L'UNICITE.

On peut le poser de la maniére suivante. Existe-t-il sur
(0, 27t) des ensembles E tels qu’'une série trigonométrique

@
2 (@, cOs nx + by, sin nx)
0

converge vers zéro partout hors de E, sans étre identiquement
nulle ? Et, s1 oui, caractériser ces ensembles, qui sont dits «en-
sembles de multiplicité ». Un ensemble E tel que toute série
trigonométrique convergeant vers zéro dans le complémentaire
de E soit identiquement nulle est dit « ensemble d’unicité ».

Cantor a démontré par des méthodes célebres que si E est
vide, ou composé d’un nombre fini de points, E est un ensemble
d’unicité. C’est aussi le cas si le dérivé de E est fini. Plus géné-
ralement, Cantor a démontré que tout ensemble réductible
(¢c’est-a-dire admettant un dérivé vide de n’'importe quel ordre,
fini ou transfini) est un ensemble d’unicité.

Beaucoup plus tard, Young a démontré que tout ensemble
dénombrable est un ensemble d’unicité.

Par contre, il est tres facile de voir que tout ensemble E de
mesure positive est un ensemble de multiplicité ( il suffit de
considérer la série de Fourier de la fonction caractéristique
d’un ensemble parfait P de mesure positive contenu dans E).

La question de savoir §’il existait des ensembles de multi-
plicité de mesure nulle a été résolu par Menchoff en 1916; Men-
choff a construit un ensemble parfait P de mesure nulle (du type
de Cantor, & rapport variable) et une série trigonométrique non
identiquement nulle convergeant vers zéro dans tout intervalle
contigu a P. .

Ceci a posé la question de la classification des ensembles
parfaits de mesure nulle en ensembles d’unicité (ensembles U)
et ensembles de multiplicité (ensembles M).
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