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SUR QUELQUES PROBLEMES CONCERNANT
LES POINTS AUX COORDONNEES ENTIERES

par W. SterpIXskI, Varsovie

(Regu le 23 octobre 1957)

Appelons, pour abréger, points du réseau les points (z, ¥)
du plan dont les coordonnées x et y (dans un systeme rectan-
gulaire) sont des nombres entiers.

M. H. SteinHAUS a posé récemment (dans « Matematyka »
— journal polonais pour les professeurs des écoles secondaires —
fascicule 2 (46), 1957, p. 58, probléme 498) le probleme de
démontrer qu’il existe pour tout nombre naturel n un cercle
(dans le plan) qut contwnt en son intérieur exactement n points
du réseau.

Voici la démonstration élémentaire de cette proposition dont
une simplification est due a M. André ScHINZEL (voir page 71
de ce fascicule). '

LemMEe. Tout cercle dont le centre est le point <\/§, %) contient

sur sa circonférence au plus un point du réseau.

DimMoONSTRATION du lemme. Supposons que (z;, y,) et
(%s, Yo) sont deux points du réseau distincts situés sur le cercle

de centre <\/§, %> On a donc 'égalité
. i 1\2 — 2
(2, — \/2)2 + <?/1 _73"> = (xz— \/2)2 + <3/2 - ‘1‘> )
d’ou ‘
— 2 . .
2 (zy — xy) \/2 = xz + y2~xi~—yi + 3 (Y1 — ¥s) -
Le nombre 4/2 étant irrationne] on en dedult Ty — Ly =

= 0, donc aussi y — y + = ( — y,) = 0, c’est-a-dire
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(Y2 —41) X (yz + % —%) =0 et, comme y, + 9 — 5 # 0
(puisque y, et y, sont des entiers), on en tire y, —y, = 0. On a
donc z; = x, et y; = y,, d’ou (z;, y;) = (x5, y,), contrairement
a I'hypothése que les points (z,, y;) et (z,, y,) sont distincts.
Le lemme est donc démontré. '

DEmonsTrAaTION de la proposition de M. H. Steinhaus. —
Soit n un nombre naturel donné. Il est évident que tout cercle
situé dans le plan dont le rayon est suffisamment grand contient
en son intérieur plus que n points du réseau. En particulier,

1l existe un cercle K de centre P < V2, %) contenant en son

intérieur plus que n points du réseau. Or, il résulte du lemme
que les points du réseau distinets ont des distances au point P
distinctes. Tous les points du réseau intérieurs au cercle K
(dont le nombre est évidemment fini) peuvent donc étre rangés
en une suite suivant leurs distances croissantes au point P: soit
P1y P2y +++s Py Prsts -+ cette suite. Soit K le cercle de centre P
passant par le point p,_,. Il est évident que les seuls points du
réseau situés & lintérieur du cercle K, sont les points p,, p,,
...y Py Leur nombre étant n, la proposition de M. H. Steinhaus
se trouve ainsi démontrée.

Il est & remarquer qu'on ne pourrait pas remplacer dans

notre démonstration le point P <\/§, %> par aucun point aux

coordonnées rationnelles. En effet, comme I'a remarqué
M. A. ScHINZEL, s1 k et [ sont des entiers et m un nombre naturel,
alors, dans le cas ol un au moins des nombres £ et [ est non nul,
les points du réseau (I, —k) et (—I, k) sont distincts et ont la
meéme distance au point <%, %%)’ et s1 k=1=0, les points
(1, 0) et (—1, 0) ont la méme distance au point (0, 0).

D’une fagon analogue on pourrait démontrer qu’il existe
pour tout nombre naturel n une sphére (dans ’espace a 3 dimen-
sions) qui conlient en son intérieur exactement n points aux
coordonnées entiéres.

Pour démontrer cette proposition, il suffirait de se baser
sur le lemme que, u, ¢ et w étant des nombres rationnels tels
que le nombre u /2 + ¢ 4/3 + w 4/5 est rationnel, on a
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u=v¢=w=20. Il en résulte que toute sphére de centre
(v/2,4/3,4/5) passe par au plus un point & coordonnées
entiéres. Il ne reste ensuite qu’a modifier d’'une facon évidente
la démonstration de la proposition pour le cercle.

Quant au probléme de M. H. Steinhaus, il est encore a remar-
quer qu’il serait difficile de trouver pour tout n naturel une

formule pour le rayon r, du cercle de centre <\/2 ) passant

par un point du réseau et contenant en son intérieur exactement
n points du réseau. Or, il n’est pas difficile de donner une formule
asymptotique pour le rayon r, et d’en déduire que, pour n
»grand, r, est approximativenient égal a \/ %

En effet, soit Q un point quelconque du plan, K un cercle
de centre Q et de rayon r. A tout point (x, y) du réseau faisons
correspondre un carré de cotés = 1 et paralléles aux axes des
coordonnées et dont le centre est le point (x, y). Soit S la surface

formée par la somme de tous les carrés correspondants aux
points du réseau intérieurs au cercle K.

Soit K, le cercle de centre Q et de rayon r -+ \/—;~ Comme

\/ -51—2- est la plus grande distance d’un point du carré de surface

1 & son centre, on voit sans peine que le cercle K, avec son inté-
riear recouvre la surface S. Or, il est évident que la mesure de S
est égale au nombre n de points du réseau intérieurs au oercle K
Il en résulte que

D’autre part on démontre pareillement que S couvre le cercle

de centre Q et.de" rayon r — \/LE- , d’ou

. 2
T(r— —— <n
\/ 2
Done, si un cercle (situé dans le plan) de rayon r contient en
son intérieur n points du réseau, on a

w(r——%)z n <n<r+‘i§>2.




28 wW. SIERPINSKI

Il en résulte tout de suite que

lim !

= \/ n AV

Donc, pour n grand, le rayon d’un cercle de centre P et contenant
en son intérieur exactement n points du réseau est approxima-

tivement égal a \/ n
'

I1y a plus de 50 ans, je me suis occupé? de 1’évaluation du
nombre de points du réseau contenus dans un cercle .de rayon

r et J’al démontré que ce nombre différe de nr? d’un nombre
2

inférieur & Ar°, ot A est une constante indépendante de r. Ce
résultat fut ensuite amélioré par van pEr Comrpur, LANDAU,
LittLEwoop et WaLFisz 2,

Une modification du probléme de M. H. SteinmAUus est le
probléme de démontrer qu’il existe pour tout nombre naturel n
un carré situé dans le plan qui contient en son tntérieur exactement
n points du réseau.

Voici la démonstration de cette proposition basée sur une
idée de M. Georges BrowkiN, modifiée par moi avec I'aide de
M. André ScHINZEL.

Soit

(1) [z, y) = x+y\/§‘——§ x\/3_y.._

3

Nous prouverons que pour x;, ¥y, Z, Y, entiers et

(%1, Y1) 7 (22, Y2) 00 A f (24, Y1) F [ (22, Ya)-
Supposons donc que les nombres z;, y;, %, Yy, sont entiers

et quon a f (zy, ¥1) = f (%5, ¥5). On a donc 1'égalité

- 1 _
sl<x1—}—y1\/3——3-> = 32(951'\/3_91_‘

|+

V)

— ss(x,+y2\/§_§> + e (xzx/_?;—yz——-\;—§>

1) O pewnem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych. Prace Matema-
tyczno-Fizyczne, 17 (1906), pp. 77-118.

2) Voir E. LANDpAU, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, Bd. II, Leipzig, 1927, pp. 183
et suivantes.
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ol g = ¢ = ¢, = ¢, = 1. Cela donne-

g — E
1 3
€%y — EpY1 — E3%y T €4 Yo — 3 =

82—84

:<—51y1—-82x1—|—83'y2+e4x2—|— 3 >\/§

et, comme 4/3 est un nombre irrationnel, cela donne

81_83

(2) g% — €Y — €%y T &Y — 3 =0
et |

€y — €
— &Y — €% T €Yy + 4%y + : 5 =0 .

Les nombres .

GT— Y1 BT T &Yy 0 —g Y — ¥ + Y, + e
étant entiers et les nombres ¢; — ¢; et ¢, — ¢, étant en valeur
~absolue < 2, les égalités (2) prouvent que ¢, = ¢; et &, = ¢,
et qu'on a |

81(951_352)—52(91—“?/2) =0 et —eg (y; —ya) — 5 (¥, — ) =0 .

Sl g e, = 1, cela donne z;, —x, =y, — vy, et
Ty — 2y = — (Y1 — Ys), 00 2, = x, 6t y; = y,. Si g, = — 1,
on trouve

(@ — %) + (Y1 —Y2) =0 et — (y; —y,) + (1, — 7)) =0,
ce qui donne aussi x; = x, et y; = y,. On a donc¢ toujours
(%1, 1) = (24, ¥5) et la propriété de la fonction (1) est démon-
trée. La fonction f (x, y) prend donc pour les points distincts
du réseau des valeurs distinctes. .

On peut donc ordonner tous les points p (x, y) du réseau
d’aprés la grandeur de la fonction f (z, y) qui leur correspond.
Soit py, p., ... cette suite.

Soit n un nombre naturel donné et soit p,,, = (

et anﬂ — f( n+17 yn+1) POSODS

n+’1 ? yn-H )

=

¢ l,y) = (1 +v/3) +y (V3 —1) —

|

dle,y) =2 (1—3) +y (1 +4/3) —= +

<l,_\. <)g

el

3
2
3
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On vérifie sans peine que des quatre droites

(4) olr,y =a,4, @&y = —0a,,,; $(z,y) = apy >

‘-I) (, y) = — A

les deux premiéres sont paralléles, ainsi que les deux dernieres,
et que les deux premiéres sont orthogonales aux deux dernieres.
Les quatre droites (4) déterminent donc un carré K, et pour
qu'un point (z, y) du plan soit intérieur a ce carre, il faut et
il suffit qu’'on ait simultanément

(5) I ¢ (x’ y) l < an+1 et . l 4) (xa y) [ o an+1 :

Or, on démontre sans peine que pour les nombres réels a, betc
I’ensemble des inégalités i a i < cet ] b| < ¢ équivaut a I'inégalité
a -+ b i a—2b
2 2
Comme d’aprés (4)

<.

m@mg¢mwyzx+yvgf%,

5 A3

on trouve donc, d’aprés (1), que les inégalités (5) sont équivalentes
3 Tinégalité f (z,y) < a,,, et vu la définition des points p,,
Dgy --v, cette inégalité est remplie, pour les points du réseau, par
les points p;, ps, .-, P, et seulement par ces points. On a dong,
4 lintérieur du carré K exactement n points du réseau et notre
proposition se trouve démontrée. :

Or, M. G. BrowkIN a démontré qu’il existe pour tout n
naturel un cube (dans 'espace & 3 dimensions) qui contient en
son intérieur exactement n points & coordonnées entiéres.

Quant & la proposition concernant le cercle, elle a été généra-
liste par MM. A. ScminzeL et F. KuLikowskr qui ont démontré
que pour tout ensemble plan non vide, borné, ouvert et convexe E
et pour tout nombre naturel n il existe dans le plan un ensemble
semblable & E (au sens géométrique) qui contient précisément |
n points du réseau. :
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Les démonstrations de ces propositions paraitront ailleurs.
Pour les cercles il se pose le probléme s’il existe pour tout
nombre naturel n un cercle dont la circonférence contient
précisément n points du réseau. Comme I’a prouvé A. SCHINZEL,
la réponse & ce probléme est positive. Il a notamment démontre

d’une facon élémentaire que pour n impairs tel est le cercle
' n
-1
A s5n1 : 1)\? gy
(a: —§> + y* = —5— et pour n pairs le cercle (x _5) +yt =

La démonstration paraitra dans un fascicule prochain de
cette revue, ainsi que la généralisation de cette proposition a
I'espace a m > 2 dimensions, trouvée par M. KULIKOWSKI.

M. H. SreinHAUS (dans sa lettre & Pauteur de cet article
du 18.X.1957) a posé le probléme s’il existe pour tout ensemble
plan borné mesurable au sens de Lebesgue de mesure superficielle
n un ensemble superposable avec lul qui contienne précisément
n points du réseau . Or M. SteiNmAUS a démontré qu’il existe
pour tout nombre naturel n un cercle de surface n qui contient
a son intérieur précisément n points du réseau.

8) Cf. G. POLYA et G. Szea0, Aufgaben und Lehrsdize aus der Analysis, II (1952),
Abt. 8, Aufgabe 242.
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