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ITERATORIK BEI LEONHARD EULER

von Kurt-R. BierMANN, Berlin

(Recu le 3 juin 1957)

Im Schaffen Leonhard Eulers nehmen bekanntlich die
Gutachten zu technischen Entwiirfen, zu baulichen Projekten,
zu 6konomischen Plianen, zu Verbesserungsvorschligen, Erfin-
dungen . usw. einen beachtlichen Raum ein . Oftmals wurde
Euler durch die Beschéaftigung mit den ihm vorgelegten Fragen
oder den ihm erteilten Auftrigen zu weitergehenden theore-
tischen Untersuchungen angeregt, die ihrerseits wieder praktische
Bedeutung gewannen. So bietet das wissenschaftliche Werk
Eulers eine eindrucksvolle Veranschaulichung der Wechsel-
wirkung zwischen Theorie und Praxis.
 Zu den Aufgaben, die Leonhard Euler iibertragen wurden,
gehort auch die Begutachtung der Zahlenlotterie (1749 bzw.
1763) ?, die vor und nach ihm zahlreichen Mathematikern zu
Wahrschemhchkeltstheoretlschen Untersuchungen Veranlassung
gegeben hat 8. Euler widmete der Loterie Génoise drei Arbei-

1) Neue Materialien hierzu, deren Publikation anldsslich des Euler-Jubilaums erfolgt,
finden sich z.B. bei:

N. M. Rasskin, L. Euler und die Priifung der Entwiirfe fiir eine stindige Briicke
iiber die Newa in der Petersburger Akademie der Wissenschaften (russ.), Iswestija d.
Akad. d. Wiss. d. UdSSR, Klasse fiir techn. Wissensch., 1957, Nr. 3, Sonderdruck
anlasslich der wissenschaftl., Jubilaumssitzung der Klassen fiir physikal.-mathem. und
fiir techn. Wissenschaften, S. 38/48;

Kurt-R. BIERMANN, Einige Euleriana aus dem Archiv der Deutschen Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, erscheint in der anlisslich des Euler-Jubilaums vorgesehenen
Festschrift der Akademie.

2) Vgl. Gustav ENESTROM, Verzeichnis der Schriften Leonhard Eulers, 1. Lief., . Leipzig,
1910, 2. Lief., Leipzig, 1913 (hier kinftig abgekiirzt EnB), Nr. 821; L.-G. bU PASQUIER
im Vorwort zu: Leonhardi Euleri Opera omnia (hier kiinftig abgekiirzt EO0), 1,7, 8. xxvV,
sowie E. WINTER, Die Regisires des Berliner Akademie der Wissenschaften 1746-1766,
Berlin, 1957, S. 44.

3) Z. B. Nicolaus (I) Bernoulli, Nicolas de Beguelin, Johann (III) Bernoulli, Pierre-
Simon de Laplace, Georg von Vega, A. Meyer-Liége.

Vgl. hierzu auch Kurt-R. BiIermMANN, Untersuchungsergebnisse von Klassikern der
Wahrscheinlichkeitstheorie iiber das «Lotto di Genova », erscheint in Istoriko-mate-
maltitscheskije issledowanija, X, Moskau, 1957.
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ten? ; den Anstoss hierzu haben wir offenbar in der von ithm gefor-
derten Expertise zu suchen. Die eine dieser Abhandlungen 42)
ist nun insofern von Interesse, als in ihr das Problem der
Merkmaliterationen enthalten ist.

Die Theorie der ,,runs®, speziell auch die der ,runs of conse-
cutive elements®, nimmt heute in der mathematischen Statistik
wegen ihrer grossen praktischen Bedeutung einen wichtigen
Platze in 3. Auch zu philosophischen Auseinandersetzungen hat
die Beobachtung des ununterbrochenen Aufeinanderfolgens des
nimlichen Merkmals gefiihrt, und zwar im Anschluss an die
Folgerungen, die K. Marbe an die von ihm vorgenommene sta-
tistische Erfassung von Geburtsanmeldungen kniipfte 6,

Die allgemeine Fragestellung, die Euler in der uns heute
beschiftigenden Abhandlung untersucht, lautet: In einer
Lotterie moge es n Lose geben. Jedes Los sei durch eine der
Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., n gekennzeichnet. Es mégen m Nummern
gezogen werden. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass
unter den gezogenen m Nummern Sequenzen vorkommen ?

Als eine Sequenz von 2 Zahlen bezeichnet Euler das Auf-
treten zweier in der Reihe der natiirlichen Zahlen aufeinander-
folgender Zahlen. Werden zum Beispiel m =5 Nummern
gezogen und diese seien 7, 18, 22, 23, 58, so bilden 22 und 23
eine Sequenz von 2 Zahlen, von Euler dargestellt durch das
Symbol 1 (2). Kommen in einer Ziehung drei aufeinanderfol-

4) @) Sur la probabilité des séquences dans la lotterie génoise, EO, I, 7, S. 113/52
(EnB 338);
b) Solutio quarundam quaestionum difficiliorum in calculo probabilium, EO, I,
7, S. 408/24 (EnB 600); ’
¢) Reéflexions sur une espéce singuliére de loterie, nommeée Loterie génoise, EO,
I, 7, S. 466/94 (EnB 812). )

Einige Resultate der Abhandlungen EnB 338 und 600 werden in der im Zit. 3
angefiihrten Studie rekapituliert. ;

5) Einen Uberblick iiber den Stand der Theorie der Merkmaliterationen und Hin-
weise auf 57 einschligige Abhandlungen gibt Otto Lupwig, Uber die stochastische
Theorie der Merkmalsiterationen, Mitteilungsblatt fiir mathematische Statistik und ihre
Anwendungsgebiete, 8, 1956,7S. 49/82.

7Zu den ,runs of consecutive elements® vgl. J. Worrowirz, Additive partition
functions and a class of statistical hypotheses, The annals of Mathematical Statistics,
XIII, 1942, S. 247/90; derselbe, Note on runs of consecutive elements, a.a.0., XV,
1944, S. 97/8; 1. KarLaNskiI, The asymptotic distribution of runs of consecutive ele-
ments, a.0.0., XVI, 1945, S. 200/3.

6) Vgl. Carl STuMPF, Studien zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, Abhandl. d. Preuss.
Akad. d. Wiss., phys.-math. Klasse, Nr. 2, Berlin 1938, S. 24/59, Dort auch zahlreiche
Literaturhinweise zu dem den Publikationen Marbes folgenden Meinungsstreit.
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gende Zahlen heraus, wie etwa 47, 48, 49, so ist das fir Euler
eine Sequenz von 3 Zahlen, symbolisiert durch 1 (3). Das Ziehen
von Nummern wie 19, 20, 64, 65 bezeichnet Euler als Auftreten
von 2 Sequenzen von je 2 Zahlen; d.i. 2 (2). Ein Uberschneiden
kennt Euler nicht; das Herauskommen von 77, 78, 79, 80 1st
fiir ihn nur 1 (4); er betrachtet also nicht 77, 78, ausserdem 78,
79 und 79, 80 als Sequenzen zweier Zahlen. Auch die in dem .
letzten Beispiel enthaltenen Sequenzen dreier Zahlen (77, 78, 79
und 78, 79, 80) werden ebensowenig beriicksichtigt wie die Reihen-
folge, in der die Nummern gezogen werden. Es sei m = 6 und
gezogen seien 41, 37, 39, 38, 16, 40: das ist fiir Euler das Auf-
treten einer Sequenz von 5 Zahlen, ndmlich 37, 38, 39, 40, 41, cha-
rakterisiert durch 1 (5). Das Vorkommen einer isolierten Zahl, —
im vorstehenden Beispiel 16 —, wird durch 1 (1) symbolisiert.

Euler beginnt mit seinen Ableitungen bei m = 2, fahrt fort
mit m = 3, 4, 5; macht dann eine Anwendung auf die Zahlen-
lotterie (n = 90, m = b), stellt fiir diesen Fall numerische
Berechnungen an, bringt dann die Losung fir m = 6, formuliert |
und 16st sodann das ,,Probléeme général, um schliesslich seine
Studie mit der speziellen Losung fiir m = 7 zu beenden.

Die allgemeine Losung gibt Euler in dieser Form: Wenn « (a)
die Anzahl der Sequenzen von a Zahlen, {§ (b) die Anzahl der
Sequenzen von b Zahlen, usw., bedeutet, folglich aa + b 4+ vyc
+ 8d 4+ ... = m, wenn {ferner « -8+ v+ 3+ .=k so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von o« (a) + 8 (d)
+ ... Sequenzen : |

n—m4+1) - (n—m) - (n—m—1)-...-(n—m—k+2) [n

: al- Bl vyl (>

Die Anzahl der zu unterscheidenden  Falle bei m gezogenen

Zahlen findet Euler gleich der Anzahl der Moglichkeiten, die
Zahl m in ganzzahlige positive Summanden zu zerlegen D,

W, = |

. .

7y Vgl. L. EULER, Observationes analyticae variae de combinationibus, EO, I, 2,
S. 163/93 (EnB 158); De partitione numerorum, EO, I, 2, S. 2564/94 (EnB 191); De
partitione numerorum in partes tam numero quam specie datas, EO, I, 3, S. 131/47
(EnB 394); Introductio in analysin infinitorum, EO, I, 8, Caput XVI, S. 313/38
(EnB 101); vgl. ferner Ferdinand Ruprio im Vorwort zu EO, I, 2, S. XVIII/XX, und zu
EO, 1, 3, S. XIX/XX. ‘

In der im Zit. 3 angefithrten Studie wurde bereits darauf hingewiesen, dass Jacob (I)
BERBOULLI in der Ars conjectandi eine Regel angibt, wie die Anzahl der Moglichkeiten
der Zerlegung einer natirlichen Zahl in ganzzahlige positive Summanden zu finden ist
(Ars conjectandi, herausgegeben unter Mitwirkung von Nicolaus BErNouLLI, Basel
1713, S. 21/4, Dtsch. von R. HAUSSNER, Ostw. Klass., Nr. 107, S. 22/6). ’ ’
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Es sei beispielsweise m = 5. Die Zahl 5 lasst sich auf 7 ver-
schiedene Arten in ganzzahlige positive Summanden zerlegen:

Fall - a‘ﬁ k
I 1+1+14+14+1 = 5(1) 5 5
II 24+14+1+1 = 1(2) + 3 (1) 1 3 4
I11 3+1-+1 =1(3)+2(’1) 1 2 3
IV 4 + 1 = 1(4) +1(1) 1 1 2
A 5 — 1(5) 1 1
VI 2241 = 2(2)+1(1) 2 1 3
VII 3+ 2 = 1(3)+1(2) 1 1 2

Schliesslich untersucht Euler noch die Wahrscheinlichkeit

fir das Vorkommen von Sequenzen mit gleichem % (im vor-

stehenden Beispiel Fall I: £ = 5; Fall II: & = 4; Fall III und
Fall VI: k = 3; Fall IV und Fall VII: £k = 2; Fall V: k = 1).
Fiir diese Wahrscheinlichkeit findet er
_ (m—1)-(m—2)-...- (m—k+1)
We = (k—1)1 :
(n—m+1) - (n—m)-...- (n—m—k+ 2
k!

In der Theorie der Merkmaliterationen ist der in der Praxis

am héiufigsten vorkommende oder herbeigefiihrte Fall derjenige
zweier Merkmale. Wir konnen auch in der vorliegenden Aufgabe
das Problem auf das Auftreten zweier Merkmale zuriickfiihren,
indem wir folgende Einfiigungen vornehmen: 8

Entweder A zwischen den Elementen einer Sequehz, deren
Elementenanzahl = 2

= zwischen 2 in der Reihe der natiirlichen Zahlen

aufeinanderfolgenden Zahlen,
oder
B zwischen 2 Sequenzen oder 2 isolierten Zahlen
oder 1 Sequenz und 1 isolierten Zahl

8) In der Iteratorik werden iiblicherweise a- und b- Iterationen unterschieden. Da
wir die Buchstaben a und b bereits in anderer Bedeutung benutzt haben, bedienen
wir uns der grossen Buchstaben A und B.
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= zwischen 2 Sequenzen, wobei die Elementen-
anzahl = 1 -
= zwischen 2 Zahlen, deren Differenz > 1.

Es sei z.B. m = 5, n = 90, und es seien die Zahlen gezogen
worden:

Fall
I 5 6 7 8 9
A A A A
11 17 35 36 37 . 38
B A A A = A A AB
111 - 72 73 74 81 82
A A B A = A B A A
18Y 44 45 46 61 89
A A B B = B B A A
= B A A B
A 2 37 38 42 43
B A B A = A B A B
= A B B A
VI 12 17 18 54 69
B A B B = B B A B
= A B B B
= B B B A
VII 1 19 21 76 84
B B B B

Es zeigt sich, dass die Anzahl der Zerlegungsmoglichkeiten
einer natiirlichen Zahl m in ganze positive Summanden gleich
ist der Zahl derjenigen Variationen zweier Elemente (z.B. A
und B) zur (m — 1) -ten Klasse mit Wiederholung, die sich
durch die Léngen i,, iy, ... der Iterationen v,, v,, ... des Ele-
mentes A unterscheiden. In den Variationen von A und B zur 4.
Klasse ABAA und BAAA kommt das Element A z.B. je
dreimal vor; die Variationen unterscheiden sich aber dergestalt,
dass im ersteren Falle die Lénge ¢; der Iteration v; = 1 und die
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Linge i, der Iteration v, = 2, wihrend im zweiten Falle die

Lange i, der Iteration v; = 3. Indessen werden bei dieser
Betrachtung die Variationen ABA A und AABA ebensowenig
unterschieden wie die Variationen BA A A und A A AB.

Die Anzahl der Variationen zur (m — 1) -ten Klasse mit
Wiederholung, in denen das Element A gleich oft ohne Riick-
sicht auf Linge und Anzahl der Iterationen vorkommt, ist

(m:1)7 wobel x = 1, 2, ..., m — 1 die Anzahl des Auftretens
des Elements B bedeutet. Ist z.B. m — 1 = 4 und » = 1, so
ist (’":1) — 4. Damit sind die obigen Fille II (i; von v, = 3)

und IIT (z; von v; = 1 und i, von v, = 2) erfasst.

Es liegt nicht in der Zielsetzung der vorliegenden Notiz,
niher auf die Theorie der Merkmaliterationen, auf die heute
iiblichen Definitionen usw. einzugehen. Es sei lediglich noch
darauf hingewiesen, dass Euler auch die zyklische Anordnung
der Elemente (d.h. z.B. wenn n = 90, wiirden 90 und 1 eine
Sequenz von 2 Zahlen bilden) bereits in Erwéagung gezogen hat.
Er hilt es aber fiir ,,plus naturel®, sie von der Untersuchung
auszuschliessen. Die zyklische Form der Anordnung wurde dann
von Johann (III) Bernoulli® und Nicolas de Beguelin 1
behandelt. ; . |

Wir sehen also, dass die Ausfiihrungen A. M. Moods zur
historischen Entwicklung der Iteratorik einer KErginzung
bediirfen, wenn er schreibt: , The theory seems to have been
started toward the end of the nineteenth century rather than
in the days of Laplace when there was so much interest in games
of chance* 1V,

Dieser Hinweis erschien gerade zur 250. Wiederkehr des
Geburtstages Leonhard Eulers (* 15.4.1707) gerechtfertigt.

9) Sur les suites ou séquences dans la loterie de Génes, Histoire de I’ Académie
Royale, etc., Année 1769, Berlin, 1771, S. 234/53. Vgl. Zit. 3).

10) Sur les suites ou séquences dans la loterie de Génes, Histoire, etc., Année 1765,
Berlin, 1767, S. 231/80. Vgl. Zit. 3).

11) A. M. Moop, The distribution theory of runs, The annals of Mathematical Sta-
tistics, XI, 1940, S. 367/92,Zit. S. 367.
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