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A PROPOS DU TRANCHET D’ARCHIMEDE

PAR

Victor TugEBavurT, Tennie (France)

Ce sujet d’étude auquel nous avons déja consacré plusieurs
articles 1, montre clairement les avantages que peut offrir la méthode
de l'inversion en tant que moyen de démonstration. Il est évident
que du choix judicieux du poéle et du module d’une telle transforma-
tion, dépendent la simplicité et la précision des développements. A
titre d’exemple, nous généralisons et complétons une précédente
note 2.

1. Aux extrémités A et B d’une corde fixe d’un cercle (O),
de rayon R, on trace, d’abord, deux cercles (O,), (O,), de
rayons R,, R,, tangents au cercle (O) en A et B et se coupant
en un point C sur la droite AB; ensuite, les cercles (w;), (w,),
(wg)y «ovy (00,), de Tayons pq, pg, P3, -y P, tangents entre eux de
proche en proche et tangents aux cercles (O), (O,). Il y a deux
chaines (C;), (C,) de cercles (), (w,) ..., (w,) tangents au cercle
(O,), au-dessus et au-dessous de AB, et deux autres chaines
(v1), (v2) de cercles tangents au cercle (O,), au-dessus et au-
dessous de AB. Les propriétés fondamentales de ces chaines
etant analogues, nous examinerons celles de (C,) et (C,).

Pour tout ce qui suit, le point C varie sur la droite AB.
Dans cette hypothese, il est clair que les cercles (O,), (0,) se
rencontrent sous 'angle constant 2 (AB, AO) = 26.

D’autre part, une inversion i = (A, AB2?), de pole A, de
module AB?, transforme le cercle (O) en la droite By perpendi-
culaire & AO, le cercle (O;) en une autre droite C, z,, paralléle
a By, et passant par le transformé C, de C; enfin, (O,) devient

1 L’Ens. math., vol. 33, 1934, pp. 349-359; 1935, vol. 35, pp. 309-324.
2 Ibid., vol. 1951-1954, pp. 62-69.
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un cercle (O;) qui passe par C, et coupe la droite C,x, sous
Iangle 20. Dans cette transformation, les cercles (w,), (w,), ...

7

(o,) deviennent les cercles (o), (w,), ..., (»,), égaux entre eux,
de rayons p, tangents aux droites By, C,z, et, de proche en
proche, aux cercles (0y), (®;), ..., (®, ).

ENVELOPPE DU CERCLE (w,), D'INDICE DONNE n, DE LA
CHAINE (C;). — Soient D,, D,, ..., D, les points de contact, sur
la droite By, des cercles (w;), (o) ..., (w,) relatifs & une position
arbitraire du point C sur la droite AB. Puisque la droite C, z,
coupe le cercle (O,), de rayon R;, sous I’angle 26,

9N

R,
2

L ¢

(1 + cos 26) .

(1) o = = (BO, + BOj cos 20) =

D’autre part, st N désigne le point de contact des cercles
(0,) et (w;), M le milieu de D, B, on obtient, d’abord,

D,B—2MN = 2}/R, - o,

ensuite, d’apres (1),

D;B DB g 2
(2) D, v, e \/1 1 cos 26 cos 0
2
De méme,
D,B _D,B 20+ DB _ 2 2
(3) Dyw,  ° e =2+ 558 cosp LT esH,
D,,B,: 2 (1 + 2 cos 0), D4B,: 2 (1 +38cosH), ..,
D; o, cos 0 D, o, cos O
et finalement
On? - 1) cos 0
(&) an; = o 6[1 + (n — 1) cos 0] .

Par suite, quelle que soit la position de C sur AB, I'indice n
étant donné, la cotangente (4) de I'angle (Bw,, By) reste cons-
tante. La droite Bw,, ainsi que la seconde tangente Bt au cercle
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(w;), symétrique de By par rapport a Bow,, sont deux droites
fixes comme By.

Conséquence. — L’inversion 1 transforme la droite Bf en un
cercle (T,), de centre T, passant par A et B, et tangent exte-
rieurement au cercle (w,) transformé de (o). Les cercles fixes
(0), (T',) constituent I'enveloppe de (w,)).

N
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Y ¢ Fig.1
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: &
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/a
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tA S m, a
m’
LIEU DU CENTRE ®, DU CERCLE (®,). — Il est clair que le

point o, décrit un arc de I'ellipse (E, ), de foyers O et I, passant
par A et B et au-dessus de AB.

N.B. — Mémes conclusions pour la chaine G, lorsque le
point C se déplace sur la droite AB. Le cercle (w,), d’indice
donné n, de cette chaine, enveloppe (O) et un cercle (T,), passant
en A et B et au-dessous de AB. Le point w, décrit un arc de
I’ellipse (E.), de foyers O, T', passant par A et B et au-dessous
de AB. Mémes conclusions aussi avee les chaines (vy), (v,). En
résumé, les enveloppes de quatre cercles (w,) de ces chaines se
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composent du cercle (O) associé a quatre autres cercles, et les
lieux des centres o,, des arcs de quatre ellipses passant en A
et B, et ayant un foyer commun O.

2. L’ellipse (E,) est déterminée par ses foyers O et I', et ses
points A et B. Cependant, on peut préciser son excentricité e,
et la position de sa directrice A, relative au foyer O. Solent un
cercle (o), de rayon o, dont le centre w, est sur (E,), au-dessus
de la droite AB; y, 'ordonnée de ce point par rapport a AB.
L’excentricité

(5) "T o X R Ty,

X désignant la projection orthogonale de w, sur A, ; car B étant
sur (E,),

R
Xw, +y, =—"

n

Q

Introduisons maintenant I'inversion j = (C, CA . CB), de
pole C, qui conserve (O) et transforme les cercles (O;), O,) en les
tangentes ¢, t, au cercle (O) en B, A, puis les cercles (w,), (®,), ...,
(©,), de rayons gy, g, -y o, €0 ceux de la chaine (oy), (o, ...,
(), de rayons ry, 1y, ..., r, tangents a (O) et a t, en my, my, ..., m,,.

Il est clair que

Bmy = 24/R .ry, oo, myym, = 24/r . r

ce qui donne

(6) \/R.ﬁ:\/R.rz“{‘\/rl.rz,

1

1 1
= = — + =R
\/rz \/7'1 '\/R

et ainsi de suite, puis

IS S G
el Vin  Vn o VR

D’autre part, puisque (w,), tangent a (O), ¢,, t;, est indépen-
dant de la position de C sur AB, il en est de méme pour les cercles
(), ..., (o). I’indice n étant donné, les rapports (5) sont donc
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constants pour le centre du cercle (v,), et, pour cause d’homo-

r ‘v, y ’
thétie, il suffit d’évaluer le rapport = = ¢, y,, étant | ordonnée

yn

de w, pour la droite AB. Or, d’aprés (6), (7), on obtient, de proche
en proche,

1 + sin 6 /1 4 sin B)?
e IR G ) R
1 { cos 0 ] 1 _——
= = . +n—1| - —=, mm,=2+4/R.r,,
\/"n 1 L sin 0 \/R n \/ n
et enfin, d’une part 3,
e. == 1 o
n o = -
(8) 2\/—R—'cos€)+sin@
p?l
= : T ce< D 0<e, < 1))
~ 2(n—1)cos O —sin 6 + 2 2 3 < 1))
d’autre part, la distance
R )
(9) — =[2(n—1)cos b —sinb + 2]. R

e?l

de AB a la directrice A,. Puisque les relations (9), (10) ne dépen-
dent que de l'indice n, ces formules s’appliquent & l'ellipse (E,)
pour laquelle e, = e, dont la directrice relative au foyer O, est

symétrique de A, par rapport a AB, et aux ellipses analogues
associées aux chaines (v,), () de cercles.

ProBLEME. — L’indice n étant donné, construire le point G de
mantiére que le cercle (w,) soit le plus grand.

D’apres ce qui précede, le centre w, du plus grand cercle (w,),
de rayon p, correspondant & 'indice donné n, coincide nécessai-
rement, au-dessus de AB, avec le sommet S, de Pellipse (E,) sur

laquelle il est situé et dont Pexcentricité e, ne dépend que de n,
R, 0. En effet, puisque

(10)

Pn = fn.yn,

3 J. AUDERSSON, Mathesis, 1956, p. H556.

L’Enseignement mathém., t. III, fasc. 2 o

Ko
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le maximum de e, correspond a celui de 'ordonnée y, de S, par
rapport a AB. Or, les égalités

Yo = ¢, = OS5, + OA;, = R (1 + sin 0) ,
donnent
e

(11) pn:1+”e (1 + sin6) . R .
n

Le cercle cherché, de centre o, = S, tangent intérieurement

au cercle (O), est donc déterminé. On peut aussi le construire,

ainst que les cercles (w,,,), ..., (»;), en considérant le point de

rencontre D de By avec la droite AQ, joignant A au point Q,

ou la médiatrice de AB coupe le cercle (O) au-dessus de AB.
D’apreés (4), le rayon

cos 0 Do’

p:BD”’V2[1+(n——1)cos@]: %

du cercle (w,), transformé de (w,) par i, étant connu, on obtient
sur la droite By, a partir de D, les points D, _,, ..., Dy, les centres
des cercles (o)), (®, ), .., (@), par suite les points », = S,

0y, ..., 01 et le point C sur AB correspondant a I'indice donné n.

n—
3. LiEU DU POINT DE CONTACT AVEC (0;) DU CERCLE (w,),
D'INDICE DONNE n. — Les transformés des points de contact
f1, fos --os [, des cercles (o), (@y), ..., (©,) avec le cercle (O,) par
I'inversion i, se confondent avec les points de contact F;, F,, ...,
F_ des cercles (w;), (&), ..., (0,) avec la droite Cy x,. Or, en vertu
de (4),
BD, BD, 14 (n—1)cos b

cot (BFn, BDn) - DnFn - QP cos 0

le point de contact f, du cercle (»,), d’'indice donné n, avec (O,),
décrit donc au-dessus de AB, un arc du cercle transformé de la
droite fixe BF, par I'inversion i, et passant en A et B.

LIEU DU POINT DE CONTACT DU CERCLE (®w,4) ET DU CERCLE
(w,), D'INDICE DONNE n. — La distance N, M/, de la droite By
au point de contact N, des cercles (w,_,), (®,), transformé du
point de contact N, de (w, ) et (w,), étant égale au rayon p des
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cercles (w,_,), (o), en raison de (4), on obtient, de proche en
proche,

</ BM;L BDn - M’lll Dn BDn — P L
R e
3 n“‘n
BDn 2
= 1 = ——[1 4+ (n— 2) cos 6] .
i P cOS 6[1 [ (n ) COs ]

Fig. 2

Lorsque C varie sur AB, entre A et B, le contact N, de (o,_,),
(w,) décrit donc un arc du cercle transformé de la droite fixe
BN’ par Pinversion ¢ et passant en A et B.

N.B. — Mémes conclusions pour les lieux des points de
contact des cercles analogues des autres chaines.

4. UNE EXTENSION A L’ESPACE. — Conservons la figure 1
située dans un plan (P) et décrivons les sphéres (0), (0,), (0,),
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(o) sur les cercles de mémes noms comme grands cercles, puis
tracons la sphere (S;) tangente aux quatre précédentes. Si le
point C se déplace, entre A et B, sur le diametre fixe AB, les
spheres (0,), (O,), (v,), varient aussi et la sphere (S;) qui leur
est tangente, enveloppe la sphere fixe (O) et une autre sphére
fixe (I'}) déterminée en transformant la figure par une inver-
sion t == (A, AB2). En effet, dans cette transformation, la
sphere (O) devient le plan (A) perpendiculaire au plan (P) et au
rayon AO et qui passe par B; la sphere (O,), le plan (=) parallele
a (A) et passant par le transformé C, de C par i; (O,), une sphere
(07) décrite sur BC, comme diameétre; (w,), une sphére (w;) tan-
gente a (A), (=), (03); (S,), une sphére (8;) tangente a (A), (w),
(07), (wy), égale & (w;) et de rayon p. D’autre part, si S; se pro-
jette orthogonalement en M, N sur les plans (P), (A) respective-
ment, O, o, S; est un triangle isocele (O; w; = 0; S;), dont la
hauteur 5; M a pour mesure

7 20 /
SiM = — 5 4/1 — 2cos2 0,
! 1 4 cos? B A - s
car
’ . 1 ’ £ ’ 7 . 1 N ’ ’ ('082 6
Wy M = lp sin 5 (()_, @, , O._, Sl>, sin Y ‘/\O_, Wy, ()l 81) = Im :

Comme S; N = o, on obtient la suite de rapports égaux

SIM S M 5 )
i

(12)

dont il résulte, si le point C varie entre A et B sur AB, que le plan
(By, S;) reste fixe ainsi que le second plan (=) tangent a la spheére
(S;) et mené par By.

CoNsEQUENGES. — La sphere (S;) enveloppe bien la sphere
(O) et une autre sphéere fixe (I'}) transformée du plan (n') par z;
son centre S, est situé sur Pellipsoide de révolution (E;), de foyers
O, T}, au-dessus de (P) et entierement déterminé.

Cas particulier. — Pour la configuration d’ARCHIMEDE,
6 = 0; les rapports (12) ont pour valeur commune /3. .
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CONFIGURATION DE SPHERES. — Une analogie avec la confi-
guration plane consiste a construire, de proche en proche, les
spheres: (S;), tangente aux spheres (O), (Oy), (Oy), (;); (Sy),
tangente a (0), (Oy), (o), (S1); (S;), tangente a (0), (0y), (),
(Sy), ...5 (Sg), tangente a (O), (Oy), (wy), (S;). La chaine formée
par les sphéres (S,), (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6), autour de la sphére (),
est fermée. En effet, I'inversion ¢ transforme les six spheres (S,)
en des spheres (S)) égales & (w,), tangentes aux plans (A), (x),
tangentes entre elles et dont les centres sont coplanaires. Les
triangles S; w; S;, ..., S; w; S; étant équilatéraux, les points o,
et S, coincident respectivement avec le centre et les sommets
d’un hexagone régulier (fig. 2). Lorsque G varie entre A et B
sur AB, chacune des spheres (S,) enveloppe la sphere (O) et une
sphére (I',); son centre S, appartient a un ellipsoide de révolution
déterminé (E,), au-dessus ou au-dessous du plan (P).

N.B. — Si 6 = 0, les sphéres (O;) et (S;) sont confondues
ainsi que (O,) et (S).

Errata (L'Enseignement mathématique, 1951-1954). — La pre-
miere ligne de I'équation (2) doit s’écrire
[(a® + &% 4 2ab cos 0) R2 — 2ab (¢ + b) R cos? 0 - a2 b* cost 0]p :

p. 64, higne 15, lire... (w;. (wy) sont transformés 1'un de 'autre par...:
ligne 5 en remontant: OS;: S; w;; p. 69, ligne 11, entre au lieu de
centre.

Recu le 4 décembre 1956.
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