
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 2 (1956)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: L'ANALYSE HARMONIQUE DANS LES GROUPES ABÉLIENS

Autor: Braconnier, Jean

Kapitel: § 3. Caractères d'un groupe abélien.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-32889

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 24.01.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-32889
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


L'ANALYSE HARMONIQUE 25

§ 3. Caractères d'un groupe abélien.

Dans tout ce qui suit, on supposera que le groupe G que Von

considère est abélien.

1. Une représentation continue de G dans le groupe
multiplicatif des nombres complexes de valeur absolue 1 s'appelle un

caractère de G. On désignera par G l'ensemble des caractères de

G. G est ainsi une partie de L°° (G) et, comme l'ensemble

GU{0} de L°° (G) est faiblement compact, G est localement

compact pour la topologie faible de L°° (G); en outre, on voit
facilement que, dans G, cette topologie coïncide avec la topologie
de convergence compacte dans G. Enfin, il est clair que, si x
et y sont des caractères de G, il en est de même de xy et que,
muni de la loi de composition (#, y) xy et de la topologie
décrite ci-dessus, G est un groupe abélien localement compact,

que l'on nomme dual de G. Remarquons que, si x G G, x -> x (x)
est un caractère x' de G; on verra au paragraphe 4, n° 4, que

x -> x' est un isomorphisme de G sur le dual du groupe G. Les

groupes G et G vont jouer des rôles symétriques et il sera
commode de désigner par <x, x> la valeur que prend au point
x G G le caractère x G G.

Par exemple, tout caractère du groupe additif Rn est de la
forme x -> exp (2t/rx-y) où xy est le produit scalaire des

vecteurs x et y de Rn; on voit ainsi qu'on peut identifier le dual
de Rn à Rn lui-même en posant <x, y> exp (2Ï7rx-y). De
même tout caractère du groupe additif T des nombres réels
modulo 1 est de la forme ^-^exp (2iiznx') où n est un entier
rationnel et où x' est un représentant dans R de x G T; on peut
ainsi identifier le dual de T au groupe additif Z des entiers
rationnels en posant <x, n> exp (2innx'). On voit d'ailleurs
facilement que le dual de Z s'identifie à T en posant <n, x>
<z, rc>. Ces identifications sont bien entendu compatibles
avec les topologies des différents groupes considérés.

Pour tout x G G, la formule

X* (/) ff(z) <x,x>dx(/GL1 (G)) (1)
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définit un caractère continu de l'algèbre involutive normée
L1 (G); réciproquement, on montre facilement [10, 13] que tout
caractère continu de L1 (G) est défini par la formule x (/)
Jf (x) cp (x) dx où 9 est une fonction de L°° (G) égale presque
partout à un caractère de G auquel on l'identifie. On obtient
ainsi une correspondance biunivoque x Xx entre G le

spectre de L1 (G), correspondance qui est naturellement un
homéomorphisme. On notera que L1 (G) est ainsi une algèbre
symétrique au sens du paragraphe 1, n° 2.

Le caractère de L1 (G) défini par la formule (1) se prolonge
naturellement en un caractère continu de l'algèbre involutive
normée Jll1 (G) au moyen de la formule Xx (H-) J<#, d[i(x)
(mais on n'obtient pas ainsi tous les caractères de Jll1 (G)).

On démontre le résultat suivant, par un procédé dû à

I. Gelfand et D. A. Raïkov [10, 26]: Valgèbre L1 (G) est séparée

par ses caractères (i.e. L1 (G) est semi-simple): pour toute fonction

/ 0 de L1 (G), il existe x G G tel que Xx (/) ^ 0. Ce résultat
entraîne que G est séparé par ses caractères, c'est-à-dire que pour
tout élément x e de G, il existe x G G tel que <x, x> ^ 1.

2. Il sera commode d'appeler polynome trigonométrique dans
G toute combinaison linéaire à coefficients complexes de caractères

de G; les exemples donnés au n° 1 montrent que cette
définition est la définition usuelle des polynômes trigonomé-
triques si G T ou G R. Dans le cas où G est compact,
comme G est séparé par ses caractères, le théorème de Weier-
strass-Stone prouve immédiatement que Von peut approcher
uniformément toute fonction continue dans un groupe compact par
des polynômes trigonométriques (i.e. que G est un ensemble total
dans £ (G), muni de la topologie de convergence uniforme).

Tout caractère de G est évidemment une fonction de type positif
dans G; par suite tout polynome trigonométrique appartient à CV (G).

De plus, on montre -facilement que G est l'ensemble des points
extrémaux distincts de 0 de l'ensemble convexe 6?0 (G) formé des
fonctions 9 de type positif telles que 9 (e) sup [9 (x) | < 1.

Comme ^ (G) est faiblement compact, le théorème de Krein-
Milman 1 permet alors d'énoncer le théorème d'approximation

1 Cf. [4], Ch. II, § 4, n° 2.
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suivant: toute fonction <p £ L% (G) peut être faiblement approchée

{dans L00 (G)) par des polynômes trigonométriques à coefficients positifs,

coefficients dont la somme est égale à (p (e) [7, 12]; ce résultat se

complète d'ailleurs facilement de la façon suivante: toute fonction
de V (G) peut être approchée uniformément sur tout compact par
des polynômes trigonométriques; il en est par suite de même pour
toute fonction continue dans G. On verra au paragraphe 4, n° 3,

d'importants compléments à ces résultats.

§ 4. La transformation de Fourier.

1. Il est maintenant facile de définir la transformée de Fourier

d'une fonction / GL1 (G): c'est la fonction / définie dans G

par la formule f (x) — Xx (/)î autrement dit, on pose

f (x) J <x, x> f {x) dx ; t1)

/ est alors une fonction continue et nulle à l'infini dans G en

vertu de la définition de la topologie de G (généralisation du

classique théorème de Riemann-Leresgue). Plus précisément,
on voit facilement, d'après la formule (1), que la transformation
de Fourier /->/ est une représentation continue de Valgèbre

involutive normée L1 (G) sur une sous-algèbre cl (G) de <71 (G).
Le fait que G est séparé par ses caractères signifie alors que

/ -> / est biunivoque (c'est-à-dire que toute fonction intégrable
est déterminée par sa transformée de Fourier). La définition (1)

montre de plus que les fonctions de cT (G) séparent G; le théorème
de Weierstrass-Stone prouve alors que cX (G) est partout
dense dans JC (G), c'est-à-dire que l'on peut approcher
uniformément toute fonction continue, nulle à l'infini, dans G par
des transformées de Fourier de fonctions de L1 (G).

La définition de la transformation de Fourier s'étend
naturellement à Jll1 (G) : la transformée de Fourier de p G OU1 (G)
est la fonction F^ continue et bornée dans G définie par

y
UU) !<x>£> d\L (x) (2)
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