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LANALYSE HARMONIQUE 19

de la transformation de Fourier z—z lorsque A est une
algebre de groupe.

Pour de plus amples renseignements sur la théorie des
algébres normées, on pourra consulter le magistral exposé de
M. Neumark [23] et aussi [8, 11. 14].

TR IR

§ 2. L’intégrale de Haar et le produit de composition.

Dans tout ce qui suit, on désignera par G un groupe topologique
localement compact; la loi de composition de G sera notée mul-
tiplicativement et ’élément neutre de G sera désigné par e.
Toutes les fonctions définies dans G que I'on considére prennent
leurs valeurs dans l’ensemble C des nombres complexes, sauf
mention expresse du contraire.

1. Soit f une fonction définie dans G; s1 s€ G, la fonction
z—f (s x) sappelle la franslatée (& gauche) de f par s et se
note U,-f; les éléments s € G tels que U,-f = f s’appellent les
périodes de f et forment un sous-groupe de G, fermeé si f est
continue; le support de U,-f est I'image du support de f par
x — sx. 1l en résulte que U, est un automorphisme de I'espace
vectoriel K (G), ce qui permet de faire opérer G dans I'espace
des mesures dans G: st s € GG est s1 p est une mesure dans G, on
désigne par Ug-p la mesure v définie par v (f) = [f(sz) du (),
que 'on appelle la translatée (a gauche) de p. par s. On montre
qu’il existe une mesure sur G, positive et non nulle, invariante par
toutes les translations (a gauche); cette mesure est, en outre,
unique & un facteur multiplicatif preés et s’appelle la mesure de
Haar dans G. On choisit une fois pour toutes cette mesure et
on désigne alors par [f(z) dz sa valeur pour f€ Ky (G); on a
ainsi  [f(sz)dx = [f(x)dx et [f(as™')dx = p(s)[f(x)dw
pour tout s € G, ou p est une représentation continue de G dans
le groupe multiplicatif des nombres réels > 0, égale & 1 si G
est abélien ou compact. Le support de la mesure de Haar est G
tout entier et on identifiera toujours deux fonctions définies
dans G qui sont égales presque partout pour la mesure de HaAR:
st deux fonctions continues dans G sont égales presque partout,
elles sont égales.
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S1 p est un nombre réel > 1, on désignera par L? (G) 'espace
des fonctions de p*™¢ puissance intégrable dans G pour la
mesure de Haar; cette mesure se prolonge en une forme linéaire
dans L (G) et on désigne par ff (x) dx la valeur de ce prolon-
gement pour f€ LY (G); LP? (G) est un espace de Banacu pour
la. morme N, (f) = ([|[f(z) |Pdx)V?. Si p>1, le dual de
L? (G) est LY(G) avec 1/p + 1/¢g = 1: toute forme linéaire
continue dans LP? (G) s’écrit en effet sous la forme

<f,g> = [f(x) g (x) dw (1)

ou f€ LP (G) et g€ L4 (G). En particulier, L2 (G) est un espace
hilbertien si on le munit du produit scalaire défini par (1). Le
dual de L1 (G) est Pespace L™ (G) des fonctions mesurables dans
(r et bornées en mesure de Haar: toute forme linéaire continue
dans L! (G) est encore donnée par la formule (1) avec f € L (G)
et g€ L” (G); Nw(g) désignera la borne supérieure en mesure
de Haar d’une fonction g € L™ (G); on définit alors facilement
la topologie faible dans L™ (G), qui sera largement utilisée dans
la suite. .

Si 1 <p<+ o, et st fELP(G), on a U,-f€L?(G) et
N, U(s-f) = N, (f). Il en résulte que s— U; est une repré-
sentation biunivoque de G dans le groupe des automor-
phismes de L? (G) et, si f€ LP (G), s— U,-f est une application
continue de G dans LP? (G). Si p est fini, le transposé de 'auto-
morphisme U, de LP (G) est 'automorphisme U,—1 de L4 (G)
(1/p + 1/qg = 1). Enfin, par extension de la définition donnée
ci-dessus, les éléments s de G tels que U,-f = f s’appellent les
périodes de la fonction f€ L? (G) et forment un sous-groupe
fermé de G.

Si f€ L1 (G), on désignera par ]‘ la fonction z — f(x 1) /o (z
de L (G); de plus on identifiera souvent f a la mesure p bornee
dans G, définie par dp(x) = f(x)dz; on a Ny (f) = | ull.
Plus généralement, si p est une mesure dans G, on désignera
par @ la mesure définie par di. (x) = dp (z') ou  estla mesure
conjuguée de u; cette convention est évidemment compatible
avec la précédente.

Pour que G soit compact, il faut et il suffit que la mesure de
Haar de G soit une mesure bornée; on choisit alors cette mesure
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de facon que sa norme soit 1; pour toute fonction f continue
dans G, ff (z) dx est alors la valeur moyenne de f dans G.

Si G est discret, la mesure de Haar de G est évidemment
définie par une masse constante, qu’on choisit le plus souvent
égale 4 1, placée en chaque point de G; L (G) est alors I'ensemble
des fonctions f telles que la famille de terme général f (x) soit
sommable et on a [f(z)dr = % f(x). On a d’ailleurs
L1 (G) = I (G).

La mesure de Haar sur le groupe R™ est la mesure de
LeBEsGUE usuelle. D’autre part, a toute fonction f continue sur
le groupe compact T des nombres réels modulo 1 correspond une
fonction f* définie sur R et de période 1; 1’intégrale de Haar
sur T est alors définie par [f (z) dz = [f* (1)

Soit enfin H un sous-groupe dlstlngue et ferme de G et

g— fu g (y) dy (resp. h~ fG/H )dx) la mesure de Haar de
H (resp. G/H); si f€ L (G) = [gf (zy) dy ne dépend
que de la classe z dans G/H de xz € G et f est une fonction

intégrable dans G/H; on peut choisir (et on fera toujours ce
choix) la mesure de Haar dans G/H de facon que [f(z)dz =

fG,Hf d:c pour toute f€ L1(G) - f— f est alors une représenta-
tion continue de L' (G) sur L! (G/H), dont le noyau K (H) est
formé des fonctions orthogonales aux fonctions de g€ L” (G)
telles que g (zy™!) = g (z) pour tout y € H ..

2. Soient u et v deux mesures bornées dans G; la formule

= [f(zy) du () dv (y)  (f€ KR (G) (1)

définit une mesure bornée A dans G qu’on appelle le produit de
composttion de u et v et qu'on désigne par w*v. On a
le*v|| <|lw]| v]]- Muni du produit de composition et de
Pinvolution y— @, 'espace de Banacu 01Ut (G) est une algébre
normée involutive. Remarquons maintenant que L! (G), identifié
comme on I’a vu & une partie de N (G), est un idéal (bilatére)
fermé de 011! (G), le produit de composition de w€ I (G) et de

L Cf.[33, 27] et aussi H. REITER, Monatshefte fiir Math., 58, 73-78 (1954), et les
rectifications & cet article,
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f€ L (G) étant la fonction intégrable dans G définie presque
partout par p * f (z) = [f(y~' ) dp (y); on peut en particulier
définir le produit de composition de deux fonctions f et g de
L (G) par la formule

frg(@ = [f) e z)dy. 2)

Plus généralement on appellera produit de composition de deux
fonctions f et g définies dans G la fonction f * g définie par (2)
lorsque cette formule a un sens. On appelle algébre du groupe G
I’algebre involutive normée et compléte L (G). Si f et g appar-
tiennent a J¢ (G), il en est de méme de f * g, de sorte que K (G) -
est une sous-algebre partout dense de Lt (G), que certains
auteurs appellent encore algebre de G (K (G) est, si 'on veut,
I'« algébre étroite » du groupe G). Remarquons encore que l'en-
sernble N, (G) des mesures sur G, dont le support est compact,
est une sous-algebre de 011! (G). Pour que I'une des algebres que
I'on vient de définir soit commutative, il faut et 1l suffit que G
soit abélien; pour que L! (G) ou S (G) posséde un élément unité
(qui est alovs ¢,) 1l faut et 1l suffit que G soit discret. Remarquons
enfin que, s1 H est un sous-groupe distingué fermé de G, f—>;‘
est une représentation de I’algebre involutive L (G) sur L (G/H).
Le produit de composition u * f garde un sens si p € U (G)
et fELP(G)(1 <p <+ o) et on a alors pwrfeLP(G) et
Np(w * f) < ||| |[Ny(f). En particulier, on a N, (f » g) < Ny(/)N,(g)
st fELL(G) et g€ P (G)(1 < p < + ®); on voit ainst que
g—f* g est un endomorphisme continu de L? (G) et que
Iapplication qui a f € L' (G) associe cet endomorphisme est une
représentation biunivoque et continue de 'algebre L (G) dans
I’algebre des endomorphismes continus de LP (G); le transposé
de I'endomorphisme g—f* g de L? (G) est ’endomorphisme
g— f*g de LE(G) (1)p + 1/g = 1). Enfin LP(G) N L*(G)
est un i1déal a gauche partout dense de L! (G). D’autre part, pour
qu’un sous-espace fermé de LP (G) soit stable par toutes les
translations U, (s € G), il faut et 1l suffit qu’il soit stable par
tous les endomorphismes g—f* g (f€ Lt (G)); en particulier,
les idéaux a gauche fermés de 1.2 (G) sont identiques aux sous-
espaces fermés de 1.1 (G), stables par toutes les translations.
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Lorsque U parcourt 'ensemble des voisinages compacts de e
dans G, P'ensemble des fonctions positives de K (G), dont le
support est contenu dans U et dont I'intégrale de Haar est 1,
décrit une base de filtre ® (G) dans JK (G). Pour toute fonction
g € L? (G), Papplication f—f* g de K (G) dans LP(G) a g
comme hmite suivant la base de filtre @ (G) (principe de régu-
larisation). En particulier, ® (G) est une approximation de
Punité dans L1 (G). De méme, si g est une fonction continue
dans G, f* g converge uniformément sur tout compact de G
vers g suivant la base de filtre @ (G) 1.

Lorsque le groupe G est compact, on a L? (G)C Lt (G) et
Ny (f) < N, (f) st p>1 et f€LP(G); en particulier L2 (G) est
un idéal bilatére de L' (G) et on a N, (f * g) << N, (f) N, (g).
L2 (G), muni du produit de composition et de 'involution fﬂ>~]‘,
devient une algébre normée involutive, dont la structure est
lite & la structure d’espace hilbertien de L2 (G) par la formule

~

<f*rg h> = <g frh>. Cest cette algébre qui permet
d’ailleurs d’étudier le plus facilement les groupes compacts.

3. On dit qu'une fonction ¢ continue dans G est de fype
positif si elle vérifie les inégalités

\%

127 ¢ [ (xj__l z;) = 0 (3)
quels que solent les nombres complexes ¢; et les éléments z,
de G (1 <7 < n). On désigne par & (G) 'ensemble des fonctions
continues de type positif. Toute fonction ¢ € &% (G) est unifor-
mément continue et bornée dans G et satisfait a || ¢ || = o (e)
et ¢ (z7') = @ (). Il sera commode de considérer ¢ (G) comme
une partie de L* (G); & (G) est d’ailleurs un cone convexe
fermé de L™ (G). De plus, le produit de deux fonctions de type
positif est encore une fonction de type positif. Si p est la mesure
discrete définie par les masses ¢; aux points z; de G (1 < i < n),
Pinégalité (3) s’écrit sous la forme

w*r w(e) =>0. (4)

1 Cf.[12]. On remplace souvent, dans la pratique, ® (G) par une base de filtre plus
fine, dont les ensembles sont constitués par des fonctlions ayant des propriétés données,
formant souvent un ideal de K (G).
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On vérifie facilement que pour qu’une fonction continue ¢ soit
de type positif, il faut et il suffit qu’elle vérifie (4) pour toute
mesure & support compact, ou pour toute mesure p de la forme
du (x) = fdz (f € K (G)), c’est-a-dire que Pon ait

[fxf(x)e@dz=>=0 (5)

st f€ I (G); on a alors aussi (5) pour toute f€ L' (G) (Piné-
galité (5) signifie que la forme sesquilinéaire (f, g)
[g * f(x) ¢ (x) dx est hermitienne et positive; nous reviendrons
sur ce point au paragraphe 8). Toute fonction ¢ € < (G) définit
au moyen de la formule P (f) = <f, o> une forme linéaire P
positive et continue dans l'algéebre L1 (G). Réciproquemment,
toute fonction de L*” (G) qui définit une forme positive dans
L1 (G) est presque partout égale a une fonction de <« (G) a
laquelle on I'identifie. Ceci reste évidemment exact si on substi-
tue a l'algébre L (G) l'algebre K (G). On dira de méme qu’une
mesure p sur G est de type positif si on a [f * f(z) du (z) > 0
pour toute f € JC (G); w est ainsi une forme linéaire positive (mais
non continue) sur 'algebre J¢ (G).

On désignera par ) (G) espace vectoriel formé par les
combinaisons linéaires de fonctions de < (G); ) (G) est une
algébre normée (mais non compléte) avec le produit usuel des
fonctions et la norme N_ (9) = || ¢||. On désignera par 3P (G)
le sous-espace LP (G)N 17( ) de LP(G) (1 <p< + ®);
V' (G) est contenu dans tous les QP (G).

Si f€L(G), f [ appartient & < (G); il en résulte que les
fonctions g * f (g et f étant dans L! (G)) appartiennent a Q! (G).
Ces fonctions forment un idéal partout dense de L!(G). Plus
généralement les fonctions g * f sont partout denses dans L? (G),
de telle sorte que 1 (G) et VP (G) sont partout denses dans
L? (G). Il n’est peut-étre pas inutile de signaler que les fonctions
de type positif vont jouer un réle considérable dans notre
propos.

Pour tout ce qui est dit dans ce paragraphe, et pour de plus
amples informations, le lecteur se reportera au traité de A. WEIL
[33] (cf. aussi [12]).
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