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230 A. OSTROWSKI

pour W (x) — x + 1, c'est-à-dire pour le critère de d'Alem-
bert.

Dans la section X nous établissons une classe de fonctions
conjuguées pour laquelle le critère B de convergence est au moins
aussi sensible que le critère B de convergence pour (x) — xk

(k > 1). Nous terminons cette communication en présentant
dans la section XI quelques observations sur l'énoncé A. Nous

y cherchons surtout dans quelle mesure la condition (I, 1) est
nécessaire.

II. Le critère d'Ermakof et l'équation fonctionnelle d'Abel A

Lemme. — Soit Y (x) une fonction de x définie pour x >. a0,

continue, possédant une dérivée positive et continue, et telle que
Von ait

Y (x) > x [x a0) (II, 1

Supposant qiïil existe une solution 9 (x) de Véquation fonctionnelle

d'Abel
9 (Y (x)) r» 9 (x) + 1 (x > a0) (II, 2)

définie, positive et continue pour x > a0 et fouissant des propriétés
suivantes:

a) 9 (x) tend en croissant vers ce si x va de a0 à co ;

ß) la dérivée de droite <p'+ (x) existe pour x > a0 et reste positive
et bornée de telle sorte qu'à chaque A > a correspondent deux

constantes positives c (A) et C (A), telles que

c (A) <. 9+ (x) S G (A) (a0 < x <. A) ; (II, 3)

i II est remarquable que dans la communication citée, Korkine s'occupe lui aussi
de l'équation fonctionnelle d'Abel, mais sans s'apercevoir de la connexion étroite entre
cette équation et le critère d'Ermakof, qui n'a été découverte que par Ermakof un an
plus tard. La démonstration de Korkine pour le critère B d'Ermakof repose, en notation
de la section III, sur l'identité

xF(a)
^

Tn(a)

l ^N/(Tv(x))E(x)^cix I
a a

et nous paraît d'être particulièrement intéressante, parce qu'elle fait nettement apparaître

le lien entre le critère B d'Ermakof et « le principe de condensation » de Cauchy-
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y) la série

2 *'+(v) (11,4)

est divergente;

S) la série

2 M ("•=!-—1 9 (v)2
v^a0

est convergente.

Alors:

a) Soit f (x) une fonction positive pour x >. a0, sommable dans

chaque intervalle a0 < x < A et telle que 1/f (x) est uniformément

borné dans chaque intervalle a0 < x < A. Si Von a, à

partir d'un x:

/(*)
Za seWe

è 1
> (n> 6)

2/(vM (II, 7)
v>an

est divergente.

b) Soit f (x) une fonction positive pour x > a0, sommable dans
chaque intervalle a0 < x <. A et uniformément bornée dans

chaque intervalle a0 < x < A. Si Von a, à partir d'un x:

o<3<i, (IM)

la série (II, 7) est convergente.

Démonstration. — On peut supposer sans restreindre la
généralité que les relations (II, 6), respectivement (II, 8), sont valables
pour x < a0. Posons

T0 (x) x [x) Y (s) T2 (a;) Y (Y (*))

Yn(s) (11,9)

et

Yv (a0) av a0 < % < a2 < (II, 10)

Alors la suite av tend vers l'infini. En effet, si l'on avait
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av > a < oo, il résulterait de la relation Y (av) av+1 pour
v > go :

Y (oc] a,

ce qui est en contradiction avec (II, 1).

Donc, pour chaque x > a0l il existe un x* situé dans l'intervalle

a0<x* < a± et un nombre entier n>_ 0 tel que l'on ait

x — Yn (a;*) a0 < x* < (11,11)

Supposons maintenant que les hypothèses de a) soient

satisfaites pour x > a0. Soit c la borne inférieure de { ^ dans I'iri-
~~ ?+ (*)

tervalle < a0, )>, qui est, d'après nos hypothèses, > 0, de sorte

que l'on ait

4^- ^ c > 0 ax) (II, 12)

9+ M

Formons le quotient

/ (Y (x))/ f(xf(T(x)) / 9'+ Ci' (x))

9+(¥(*))/ 9'+{x) /(*)/ 9+W
(II, 13)

On a en prenant les dérivées de droite des deux membres de

(11,2):
9't(x) (11,14)

Donc, le quotient (II, 13) devient

/(Y (s)) Y'(s)
f(x)

et est, en vertu de (II, 6), > 1. Il en résulte que si l'on a pour

c, on a a

/TnW)

f (x)
un x quelconque > c, on a aussi pour chaque entier n > 0

9+ M

> c

9+ (^H)
Or nous avons vu que chaque x >_ a0 peut être mis sous la

forme (II, 11). Il résulte donc de (II, 12) que l'on a



CRITÈRES DE CONVERGENCE ET DIVERGENCE 233

f(x)

9+ (x)
>c (a0<x),

et (II, 7) est divergente avec (II, 4).

Supposons, d'autre part, que l'hypothèse b) soit satisfaite

pour a0. Posons

„ f (x) CD (X)2 >

Q (x) 7 (x â ao) (II, 15)
9 a- (x)

et formons le quotient

Q (Y (x)) _ f (Y (x))<P+W /9(T(#i)\2
QW /!«) ç'+(T(a:))\ ïW

Il résulte de (II, 2) et oc) que

(II, 16)

cp (x) -f- 1Y
V <PW / V 9 W

1 (# co •

On peut donc supposer sans restreindre la généralité que l'on a

<«.»>

Le second membre de (II, 16) devient en tenant compte de

(II, 14), (II, 8) et (II, 17)

f (Y(x))V(x)/ïC»W)f{x)\—
1

Alors on a évidemment

Q (Y (x))<Q (x) (x >

donc à fortiori pour un entier n positif

Q (Yn (x))<Q (x) > Oo) (II, 18)

Or soit C la borne supérieure de Q (x) dans l'intervalle
< a0, ax > :

QW fMlMl<c aj (11,19)
9+ («)

On peut mettre tout x > cq sous la forme (II, 11). Donc, en
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vertu de (II, 18), la relation (II, 19) est aussi valable pour tout
x>_a,Q et l'on a

<pl (x)

La série (II, 7) est convergente avec (II, 5).
Les assertions a) et b) sont complètement démontrées.

III. Construction d'une solution de l'équation d'Abel.

Dans cette section nous allons construire avec Ermakof,
pour chaque fonction Y (x) satisfaisant aux conditions du lemme
de la section II une fonction 9 (x) jouissant des propriétés
exigées dans ce lemme, sauf, pour le moment, les propriétés y)
et S).

Désignons l'inverse de la fonction y Y (x) (x > a0) par

« <My) (2/ è a1 y (a0))

La fonction t[> (y) est continue et croissante pour y > %, et
l'on a

^ ^ (2/ T M > x ~ ao > y à <h) • (if L i)

Posons

+0 (x) X ^ (x) «= (x) 1*2 M (<I> M)

+n M + (*)) •

Alors ^n(x) est l'inverse de la fonction Yn(x) donnée par (II, 9).

Donc, en résolvant (II, 11) par rapport à x*, on a

** +„(*) (III, 2)

La valeur de x donnée par (II, 11) parcourt évidemment
l'intervalle

an x < an+i ' (m> 3)

où les av sont définies par (II, 10).
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