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A PROPOS DU TRANCHET D’ARCHIMEDE

PAR

Victor Tutsavrt, Tennie (France).

Nous avons donné ici méme deux articles relatifs a cette figure
universellement connue et qui sert souvent de theme a des questions
d’examens, sans avoir pour autant épuisé le sujet L. Lia présente note

y revient avec une configuration plus générale que celle envisagée
par ARCHIMEDE.

1. — Aux extrémités A, B d’une corde donnée d’un cercle (O),
de rayon R, on trace deux cercles arbitraires (O,), (O,), de
rayons R;, R,, tangents intérieurement au cercle (O) en A, B,

et les cercles (), (w,), de rayons p;, p,, tangents a la fois aux
cercles (0), (0,), (O,); puis on pose

00, = a, 00, =56, 0 = angle (AB, AO), ¢ = angle (Ow;, Oz .

TutorEME. On a la relation
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1 2 .[1_‘F_1‘H<1+sin26}
01 0s c0os20 |a b R
entre les éléments de la figure (fig. 1).

Dans chacun des triangles Ow,0,, Ow,0,;, on obtient,
d’abord,

— 00, + O, + 200, . Ow, cos (¢ — 0]

W
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— 00, + O, — 200, . O, cos (¢ + 0) ,

L
e

1 I’Ens. math., vol. 33, 1934, pp. 349-359; vol. 34, 1935, pp. 309-324.
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ensuite
a (R —p¢)cos o+ 0 = 2Re; —a (R — ¢
— b (R —¢ghcos (p—0) = 2Rz; — b (R — ¢

puis, en multiphant les deux membres de ces égalités par b et a,
en ajoutant et retranchant,
o sinosin 0 = (¢ - 8 Rgy —ab (R = ¢))
ab (R — ¢g)) cos @ sin 0 = (¢ — b) Ry
et enfin
{0+ b) Rpy—ab (R + pL)J'-’ l (a — b) Re; 12
ab (R — ¢q) sin 0 ab(R— g cos O

= sin? o + cos? o =

Lol nscignement mathemal.. T, 40, 1951-195%, B)
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Il en résulte I’équation du second degré en p,

[(a® + &%) + 2ab cos 0) R?— 2ab (a + b) R cos? 0 — (absin 0 cos 0)2]. p; —
2ab R cos? O[(a + b) R — ab (1 4 sin? 0)]. p; + (abR cos? 0)2 = 0 (2)

dont les racines donnent les mesures des rayons p;, p, des
cercles (w,), (wy). Des relations classiques entre la somme et le
produit des racines de cette équation, on déduit I’égalité (1)
qui, pour 0 = 0, se réduit a la formule bien connue!

1,1t
1 e a b RV
lorsque la corde AB se confond avec un diamétre du cercle (O).

(Tranchet ’ ARCHIMEDE.)
. 1 1
CoroLLAIRE. St la somme — —+ 7 conserve une valeur constante,

‘ A 1 1 \
il en est de méme de la somme o -+ o et, dans cette hypothese,
1 2

la droite O, Oy passe par un point fize.

La constance des deux sommes provient de la formule (1).
D’autre part, les cercles (), (w,) sont les transformés du

cercle (O) par I'inversion de module PA" = PB’, dont le centre
coincide avec le pole P de la corde AB par rapport au cercle (O),
et la droite O; O, passe par un point fixe situé sur OP.

TrtorEME. Les centres de similitude Sy, S, des cercles (w,),
(w,) avec le cercle (O) sont situés sur I’axe radical des cercles (O,),
(O,) et les cercles de centres Sy, Sy orthogonaux aux cercles (O,),
(0,) sont tangents au cercle (O).

Il suffit, en effet, d’appliquer le théoréme de STEWART au
triangle Ow, O, et a la cévienne O; S; qui partage le segment
Ow, dans le rapport OS;: Ow; = R: p; pour obtenir, aprés
réductions et par analogie, les expressions

P = (155 o= (R5)

des puissances des points S;, S, par rapport aux cercles (O,),
(O,). De plus, les rayons des cercles de centres S,, S, orthogonaux

1 Journal de BouRGET, 1878-287, question 113.
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aux cercles (O;), (O,) ont pour mesures

My g _BR—e) _p_ 03 et R—O0s,,
l{ - 91 R + pl

1

ce qui acheve d’établir la proposition.

TrtorEME. Si Uon trace des cercles (O;), (O,) tangents au
cercle (O) en A, B et des cercles (0;), (O,) tangents au cercle (O)
en A, B, de maniére que 00, = AO,, 00, = BO,, les cercles
tangents auzx cercles (0), (0,), (0y) et (0), (0,), (O.) sont tangents
au cercle (O) aux mémes points.

En effet, les points de contact du cercle (O) avec les
cereles (v,), (w,) tangents aux cercles (O), (O,), (O,) coincident
avec les contacts des tangentes au cercle (O) menées par le
point S = (AB, O, O,) avec celui-ci et qui se confondent néces-
sairement avec les points de contact du cercle (O) avec les
cercles (w;), (w,) tangents aux cercles (O), (O;), (0,), car les
points A, B étant antihomologues sur les cercles (O;) et (O,),
(0;) et (0,), les droites AB, 0, 0,, O; O, sont concourantes.

2. — Dans ce qui suit, on suppose que le cercle (O) et la
corde AB restent fixes, tandis que les cercles (O,), (O,) sont
variables et se coupent en un point C qui se déplace sur la
corde AB entre A et B.

Dans ces hypotheses, 1l est clair que les cercles (0,), (O,) se
rencontrent sous un angle constant (OB, AO) = 20" (figs. 1-2).

D autre part, par 'inversion i de pole A, dont la puissance

est AB . AC, les pomnts B, C s’échangent, le cercle (O,) se trans-
forme en lui-méme, tandis que les cercles (O,), (O) se changent
en deux droites Bz, Cy perpendiculaires a la droite AQ, dont la
premiere coupe le cercle (O,) sous l'angle 20, alors que la
seconde est tangente au cercle (O,) en Cj; les cercles (w;), (w,)
tangents aux cercles (O), (0O;), (O,) se transforment en deux
cercles égaux (w,), (w,), de rayon o = p., tangents au cercle (O,)
et aux droites B, Cy.

Tutoris. Les cercles (w,), (w,) enveloppent le cercle (O) et,
chacun, un cercle (I'y), (L)) et leurs centres w,, w, décrivent,
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chacun, une ellipse (E,), (E,) ayant pour foyer commun le centre O
du cercle (O) et pour second foyer le centre T}, T'y du cercle

(I'y), (Iy).

Il suffira d’examiner ce qui se passe pour le cercle ().
SiT’on désigne par D, F les points de rencontre de la droite O, C
avec la droite Bx et la paralléle & celle-ci menée par le centre o,
du cercle (w,), d’aprés ce qui précéde, on obtient les relations

0,D = R,cos 20", 2p, = CD = CO, + 0,D = R,. (1 -+ cos 20" ,

0,F = FD + DO, = p, — 0,D = Ry

3 (1 — cos 207) ,

O, F ; FC
Oz ¢ °t, par suite, le rapport Fo!’

conservent des valeurs constantes. Le triangle O, w;C reste
donc semblable & lui-méme quand le point C varie sur AB.
L’inversion ¢ intervertit les points B, C et dans cette seconde
figure, si A, B sont des points fixes, le centre o, du cercle ()
décrit une droite fixe B¢, passant par B. La seconde tangente Bu,
a ce cercle est donc fixe. Des lors, dans la figure initiale, lorsque C
varie entre A et B, le cercle (w,) reste tangent aux deux cercles
fixes (O), (I';) inverses des droites By = Cy et Bu,. Puisque
le cercle (w,) touche le cercle (O) intérieurement et le cercle (I',)
extérieurement, son centre décrit une ellipse (E;) de foyers O
et I';. Il est évident que les enveloppes du cercle (w;) et le lieu

de son centre w, sont composés des arcs de (O), (I';), (E,) situés
au-dessus de AB.

dont 1l résulte que le rapport

COROLLAIRE. Le cercle () transformé d’une droite arbitraire BA
située a Uintérieur de U'angle des tangentes By, Bu, au cercle (v,)
de la seconde figure, par 'inversion i, rencontre les cercles corres-
pondants (w,) de la premiére sous un méme angle.

Car la droite BA coupe les cercles (w;) sous un méme angle.
En particulier, le cercle (y) qui correspond a la droite B¢, coupe
orthogonalement tous les cercles (), lorsque C varie entre A
et B.

3. — Supposons maintenant que le point C reste fixe entre A
et B et modifions légérement les notations. Soient (), (v,),
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(wy), ..., (w,) les cercles, de rayons oy, s, .y Py, tangents res-
pectivement aux trois cercles [(0), (Oy), (0,)], [(0), (Oy), (w1)],
i(o>w (01)7 ((02)]7 Tt [(O)v <01)7 ((O'n"l)]'

TutoriMEe. Le cenlre w,, (1 < k < n), de U'un des cercles de
la couronne de cercles (wy), (©y), ..., (w,) décrit une ellipse (E)
ayant pour foyers les centres O, O, des cercles (O), (Oy) et un
sonmet en A.
Car
00, + 0,0, = R—g, + R+ ¢ = R+ R,

T
i

de plus, (E,) passe par le point A qui est une position lmite du
centre o, du cercle (o).

Les centres des cereles de la couronne de cercles déterminée
par les cercles (0), (0,), au-dessous de AB, appartiennent auss
alellipse (E,). Ceux des cercles des couronnes de cercles relatives
aux cercles (0), (0,), au-dessus et au-dessous de AB, sont situés
sur une autre ellipse de foyers O, O, ayant un sommet en B,

Norrs. — 1. St Pon transforme la figure par U'inversion t,
les cercles (w,) se changent en des cercles égaux (w,) dont les
centres o, sont alignés sur une perpendiculaire a la droite AO.
Le cercle (v) transformé d'une droite arbitraire située entre les
tangentes By et Bu, & ces cercles, rencontre les cercles (w))
sous le méme angle. En particulier, le cercle transformé de leur
ligne des centres Bo, est orthogonal aux cercles (w,).

2. Lorsque le point C wvarie entre A et B, les cercles (w,)
envisagés se transforment par l'inversion ¢ en une suite de
cercles () dont le cercle (e;) considéré au paragraphe 2 fait
partie. La tangente Bu, rvelative au cercle (w)), de rang k, de
cette suite reste fixe; de sorte que le cercle (w,) qui lui correspond
enveloppe le cerele (O) et un cercle (I',), passant par A et B,
et son centre o, décrit une ellipse (E;) de foyers O, T,.

3. Considérons la chaine de cercles (wy), (w,), ..., (o,), de
Fayons oy, Qg -.., 0, tangents aux trois cercles (0), (O,), (w,),
et tangents entre eux de proche en proche. L’inversion 1
transforme ces cercles en les cercles égaux (o), (©i), ..., (),
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de rayons p;, tangents aux droites paralléles By et Cx, respec-
tivement en D,, D, ..., D et D, Dy, ..., D . Désignons par M
et N les points de contact de (w; et (O,) et le point de rencontre
de la tangente & ces deux cercles en M avec By: par w;, w; et o
les projections orthogonales de w,, ; sur AB et le milieu de BC
(fig. 2).

On obtient déja

BC = 2R, sin 07, p; == —B—Q(—:Sin 0 = R,sin? 0",
puis
DB = 2MN = 2)/Ryp = 2R,sin 0,  DC = Rysin 20",

ce qui donne, d’abord,

/\ ’

ensuite, de proche en proche,

’

P1 . sin 07
20, + D, B 2(1+sin6)’

N
tang D, Bw, =

sin 6’

tane DB
AME Pn PO = 9T0 L (n — 1) sin 0]

Si 0 = g, on retrouve la figure du tranchet pour laquelle

AN 1
tang D, Bo, = o

D’autre part,

o o = %(DlB 4+ D/ C) — Rysin 0 (2 + cos 0) ;

et, comme les cercles (w;) et (w;) se correspondent, a la fois,
dans D'inversion ¢ et dans une homothétie de pole A,

@ @ 00 1 (2 & cos ©)
2py 29; ¥ | ‘

Cest la formule connue
wy 0):

20,

relative au tranchet, quand 0’ = <.
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Les mémes conclusions ont lieu pour la chaine des cercles
analogues tangents aux trois cercles (O), (O,), ().

4. — (A8 PARTICULIER: TRANCHET D’ArcHIMEDE. Tout ce
qui précede s’applique a cette figure dans laquelle la corde AB se
confond avee un diametre du cercle (O). Certaines des propriétés
invoquées présentent cependant un intérét particulier. Ainsi,
en conservant la figure et les notations du paragraphe 3:

Les cercles (w,,) sont orthogonaux au cercle décrit sur la distance
du point A\ a son conjugué harmonique A’, par rapport a C et B,
comme diamétre et le cercle déerit sur un segment arbitraire Al
dont T'extrémité 1 est centre A ot A', comme diamétre, coupe les
cercles (w,) sous le méme angle.

Cette allusion au tranchet d’ArcHIMEDE nous incite, pour
terminer, & rappeler un triangle spécial dont nous avons signalé
de trés nombreuses propriétés 1.

Si 'on considere deux cercles arbitraires (O,), (0,) tangents
imtéricurement au cercle (0) aux extrémités A et B d'un dia-
metre de celui-ct et tels que OO0, = a, 00, = b, en se rapportant
a deux axes rectangulaires suivant les dlametreb perpendicu-
laires AB, A, B, du cercle (O), on obtient les coordonnées

. (@ — b) 2R — f — b)) R T (a* + %) R 2)
T (@ -~ b) R — ab ' Yo = 1 (@ + b) R —ab’ (&
Lo e — b) R? 1 2R \/(zb (R —a) (R — &) .
o T g = b)Y R —ab’ Yo = (@ — b) R — ab ’ \3)

d'une part, de I'orthocentre H du triangle POV dont les som-
mets P, Q et V coineident avee les milieux des demi-circonférences
(O, (0,), au-dessus de AB, et avee celui de la demi-
circonférence (O), au-dessous de AB; d'autre part, du centre
du cercle tangent aux cercles (0), (Ol), (0,).

Dans le tranchet, ot « 4- b = R, on obtient v, = x_, et
d'apres (3), (4), la droite oH qui joint le centre du cercle inscrit au
tranchet a Uorthocenire du triangle PQN est perpendiculaire au

diametre AB du cercle (O) et réciproquement.

(20 octobre 1950.)

9

LLynd, loe. cit.
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