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44 S. S. CHERN

APPENDICE.

Nous nous proposons de donner ici les formules concernant
les courbures K (x) et K* (x) et une démonstration du théoréme
suivant, énoncé dans le n® 6: L’inégalité (32) entraine que la
variété compacte M- a ses nombres de Betti modulo 2 tous
nuls pour les dimensions 1, 2, ..., n — 1.

Nous utilisons les notations du texte. Désignons par
v = 2¢ge; un vecteur unitaire normal. Alors la forme (13) est

S

la seconde forme fondamentale de la projection orthogonale M (¢)
de M dans I’espace linéaire & n 4 1 dimensions déterminé par ¢
et par le plan tangent & M en z. Par définition, la courbure
G (x, v) de Gauss-Kronecker de M (¢) est égale au déterminant:

Gla, o) = | Do Ag;] - (43)

Pour calculer I'intégrale dans (23) il faut développer ce déter-
minant. Le développement sera un polynome homogéne de
degré n en ¢s, dont un terme général est de la forme

ool A oA = M A :

S1 Sp "8 0y Sptnin ty tp  Sitihy Sninln ’
ou les indices i, ..., & sont tous distincts. Pour qu’un terme
donne une valeur non nulle dans I'intégrale (23) il faut que les
exposants Ay, ..., Az solent tous pairs. On est conduit ainsi a la
démonstration du résultat que l'intégrale (23) est nulle s1 n
est impair et égale a K (z) si n est pair.

Pour exprimer I’élément de volume sur I’hyperspheére de
rayon unité autour de l'origine O, avec le point courant ¢, on
prend un repére aq, ..., dn.n, dont le dernier vecteur a,.y est
identique a ¢. Alors I’élément de volume est donné par
I’expression

II (at dQ) - II (at danJrN) ’

1_::t_§n+N~1 1§t__<_n+N——1

ou le produit est au sens du produit extérieur. Il est sous-entendu
que ce produit est indépendant du choix des n 4 N — 1 pre-
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miers vecteurs. Dans le cas présent ou ¢ est un vecteur normal
en z € M nous choisissons a; = e;(z) et posons

de sorte que u,.y s = ¢s. On trouve alors
da,, y = dv = Zdos - ey + Zosdes :
S S

d’out on déduit

s s,J
do - a, = 2 do U + 2 Vg Upp Wgy
S s, 1
Il §’en suit que
H (a,dv) = =+ _S_: s Asij doy_y dV .
1=<t<n+N- s

Il s’agit d’intégrer la valeur absolue de cette expression pour tous
les vecteurs normaux unitaires en tous les points z € M. Notre
discussion dans le n® 6 implique que cette intégrale est
> 2¢pen—t . Utilisant Pexpression (30) pour la courbure totale
K*(x), on obtient I'inégalité (31).

Maintenant supposons que l'inégalité (32) soit valable. Cela
implique que les directions auxquelles la fonction coordonnée
n’a qu'un maximum et un minimum ont une mesure positive.
Il s’ensuit qu’il y a une fonction coordonnée non constante qui
n’a qu'un maximum et un minimum. Des inégalités de Morse
résulte alors 1’énoncé au début de cet appendice.
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