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SUR LE TETRAEDRE DONT LES ARETES OPPOSEES
SONT DEUX A DEUX EGALES

PAR

V. TuEBaurr, Tennie (Sarthe).

Le tétraedre dont les arétes opposées sont deux a deux égales,
appelé tétraedre isocéle ou encore tétraedre équifacial, est
depuis longtemps connu. Il a été signalé dans les Annales de
Gergonne dés 1810; depuis, plusieurs géometres, parmi lesquels
J. Neuberg et E. Lemoine, ont donné de ce solide un grand
nombre de propriétés intéressantes dont la plupart ont été
réunies et complétées par J. Lemaire, dans une note a la suite
de la solution qu’il a donnée de la question de Mathématiques
élémentaires posée au Concours d’Agrégation des Sciences
mathématiques, Paris, 1914 1. Voici quelques théorémes, peut-
étre 1nédits, qu’il y a lieu d’ajouter aux propriétés déja men-
tionnées. Ils nous ont été suggérés par I'étude de tétraedres
spéclaux que nous signalerons en terminant.

1. — La propriété fondamentale d’un tétraedre ABCD dont
les arétes opposées sont deux & deux égales est de pouvoir
coincider avec lui-méme par une rotation d’un demi-tour autour

1 Voici une bibliographie peut-étre incompléte: Annales de Gergonne, vers 1810. —
E. LEmMoINE, A.F.A.S., 1875; N.A., 1880, 133 et 403. — J. NEUBERG, N.C., t. II, 144;
B.B., 1884 (Mémoire sur le tétraedre). — Archives de Griinert, t. LVIL; N.A., 1880, 403;
GENTY, N.A., 1878, 223. — A. VAcQUANT, J.V., 22™¢ année, pp. 9 et 49.— A. DURAND
et A. VacouanT, J.V., 3bme année, p. 152. — J. LEMAIRE, N.A., 1914, pp. 502 4 505. —
V. TuisavLr, L’Education mathématique, 25™¢ année, pp. 1 a 3.

ABREVIATIONS. — N.A.: Nouvelles Annales de Mathématiques; N.C.: Nouvelle
Correspondance mathématique; J.V.: Journal de Vuibert; A.F.A.S.: Comples rendus de
I’ Association francaise pour I’ Avancement des Sciences; B.B.: Bulletin de I’Académie
royale de Belgique.
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SUR LE TETRAEDRE 51

d’une quelconque des trois droites EF, KL, MN qui joignent les
milieux des arétes BC et DA, CA et DB, AB et DC. O étant le
point de concours des droites EF, KL, MN, il s’ensuit que *:

Les diédres opposés, qui peuvent coincider par une rotation,
sont égaux.

Le point O, équidistant des quatre faces, des quatre sommets du
tétraédre, est le centre commun de la sphére inscrite et de la sphére
ctreonscrite, en méme temps qu’il est le cenire de gravité.

2. — TukorkME I. — Le téiraédre A'B'C’'D’ dont les sommets
sont les points de contact de la sphére inscrite avec les faces du
tétraédre isocéle ABCD est ausst isocéle.

Les points A’, B, C’, D’ des contacts de la sphére inscrite (I),
de centre I et de rayon r, coincident avec les centres des cercles
circonscrits aux faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraedre
fondamental. Par un demi-tour autour de ’axe MN, par exemple,
les points A et B prennent la place-I’un de ’autre, ainsi que les
points D et C. La face ABC vient donc sur DAB et le centre D’
du cerele circonscrit au triangle ABC s’échange avec le point C’,
cenfre du cercle DAB. A

Dés lors, le tétraédre A'B’C’'D’ posséde aussi la propriété de
coincider avec lui-méme par un demi-tour autour de MN ou de
EF et KL. Ce tétraeédre est donc isocele; le centre de gravité
qul est en méme temps le centre de la sphere circonscrite et de la
spheére inscrite, est le point commun des trois axes; il est le méme
que celul du tétraédre ABCD.

Remarque. — La méme propriété a lieu pour tout tétracdre
déduit d’un tétraédre isocéle en prenant pour sommets quatre
points, un de chaque face, ayant méme définition.

3. — TutorkME II. — Dans un tétraédre isocéle, la somme des
cosinus des diédres différents est égale & 'unité.

Premiére démonstration ®. — Si a et a', b et b’, ¢ et ¢’ désignent
les angles diedres suivant les arétes BC et DA, CA et DB, AB

L Cf. V. THEBAULT, loc. cif.
2 E. LEmoINE, N.A., 1880, loc. cit.
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et DC, en écrivant que la somme des projections de trois faces
du tétraedre ABCD sur la quatriéme est égale a cette quatriéme,
on a

= cos a’ + cos b + cos ¢
= cosa -+ cosb + cosc |,

= cos b + cosc + cosa’

[ =S
l

= ¢c0Sc¢c -+ cosa -+ cos b .

Réciproquement, ajoutons ensemble les deux premiéres de ces
équations, puis les deux derniéres; retranchons ces deux sommes
I'une de I'autre, et divisons par 2, il vient

0 = cosc¢ —cosc ;
d’ou, sans ambiguité, ¢ = ¢’. On aurait de méme a = a’, b = b'.

Seconde démonstration. — Les suppléments des diédres a et a’,
bet b, cet ¢/, sont les angles D'OA’ et B'OC’, DOB’ et C'OC’ et
A’OB’. Il en résulte que, et par analogie,

2 —2 e
D’A” = OA” + OD" — 20A".OD" cos (x — a) = 2r* (1 + cos a) ,

D)

b4

2

D’'B’ = 2r2(1 + cos b) , D’C" = 2r2(1 + cos ¢} ; (2)
d’ou
2 2 2
cos @ + cos b + cose) = —3 + —!«‘;'(D’A’ + D’B’ + D’C’) . (3)
2r

Or, le point O étant le centre de gravité du tétraedre isocéle
A'B’C’'D’, d’aprés une propriété classique, on a les relations

2 2 2 2 2
Z(B’C’ + D’A’) = 2(D’A’ + D’'B’ + D’C’) —
N, —_—2 —_—2 —_—2
= 4 (OA’ + OB + 0C + OD') — 162, (4)
qui, introduites dans (3) donnent, en définitive, I’égalité
cosa + cos b +cosc =1,

dans laquelle les lettres a, b, ¢ peuvent étre remplacées en partie
ou en totalité par a', b, ¢'.
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Réciproquement, si 'on a, par hypothese,

1 = cosa 4 cosb + cosc = cosa -+ cos b’ + cos ¢’ =

= cos b+ cos¢ + cosa’ = cosc -+ cosa + cosb

il vient, en vertu de la relation (3) et de ses trois analogues,

2(BC + DAY) = 162

et le tétraedre A'B'C’'D’ est 1socele ainsi que le tétraedre
ABCD 1.

Troisiéme démonstration. — Soient d et 8’ les pieds de la hauteur
D3 du tétraedre ABCD et de la hauteur D3’ du triangle BCD.
On sait que le point & coincide avec le symétrique de I'ortho-
centre H du triangle ABC, par rapport au centre du cercle cir-
conscrit & ce triangle 2. Comme la droite 83’ est perpendiculaire
au coté BC et que les coordonnées normales absolues du point 8
dans le triangle ABC sont

2R (cos A — cos B cos C) 2R (cos B — cos C cos A)

2R (cos G — cos A cos B) ,
on a

cos D38 = cosa = 83" : D8 = [2R (cos A — cos B cos C)] : %? =
2R2

= —3 .sin A (cos A — cos B cos C) ,

S étant Paire et R le rayon du cercle circonscrit de chacune des
faces du tétraedre ABCD, @ désignant ici la longueur du c¢6té BC
du triangle ABC. Des formules analogues pour cos b, cos ¢
s’obtiennent par des permutations circulaires, convenables
de sin A, sin B, sin C et cos A, cos B, cos C. Finalement, on a

2

&

cos @ + cos b + cos ¢ = S} . 2 sin A (cos A — cos B cos C) =
2
:%~.sinAsinBsinC = 1.

Le théoréme est donc démontré.

1 V. THEBAULT, N.A., 1919, 426.
2 Ct. V. TIIEBAUL'I LL‘ducatwn mathématique, loc. CIL
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Remarques. — 1° Les conditions (1), par exemple, exigent que
les six diedres soient aigus ou que deux d’entre eux, au plus,
soient droits ou obtus, car si I'on avait & la fois, en particulier,
cos b < 0 et cos ¢ < 0, on aurait cos @’ > 1, ce qui est absurde.

Des lors, le tétraédre isocéle contient au plus deux diédres droits
ou.deux diédres obtus.

20 Pour que deux diédres opposés, a et ¢’ par exemple, soient
droits, 1l faut et il suffit que le pied 3 de la hauteur D3 du tétra-
edre ABCD soit sur I’aréte BC, autrement dit que le symétrique 3
de 'orthocentre du triangle ABC, par rapport au centre du cercle
circonscrit, soit sur BC.

Dans ce triangle spécial ABC, dont les angles sont tous aigus,
Porthocentre H est au milieu de la hauteur AA”" = h, relative
au cOté BC, et 'on y rencontre les relations suivantes entre les
éléments habituels:

cos A = cos B cos C :%—sinBsinC, tgB +tgC = 2;

tgA =tgB +1tgC; 2a=r+4r +rtr, bB+e=a+h,.

Pour construire ce triangle ABC, il suffit de tracer une corde
AA, d’un cercle donné et de mener la corde BC perpendiculaire-
ment & AA; en un point A, tel que Ay A, = %— AA, .

Les hauteurs du tétragdre isocéle particulier ABCD envisagé
icl, sont égales a la hauteur AA” de la face ABC; le rayon de la
sphére inscrite est égal & la distance du centre du cercle cir-

conscrit au triangle ABC au co6té BC, c’est-a-dire a z— h, et les
rayons des quatre spheéres égales exinscrites au tétraédre ont
pour longueur commune AH = %ha. Enfin, les arétes BC et

DA des diedres droits font entre elles un angle o tel que
Sin w = 2\/5 cot A .
4. — TurorkME IIl. — Dans un tétraédre isocéle, le tétraédre

dont les sommets sont les points de contact de I'une des sphéres
exinscrites avec les plans des faces, est trirectangle.

Soient A4 By, G4, D, les points de contact de la sphere (I,),
de rayon r;, exinscrite au tétraedre 1socele ABCD dans le triedre
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tronqué opposé au sommet D. On a d’abord, avec les relations

9

B,C; = 27-2 (1 + cosa’) , D;A; = 2r;.['1 + cos al ,

qui s’obtiennent comme les égalités (2),

2

2 2

2 2

De plus, en vertu de (1),

2 2

2 2 2 2 2
ByCqy = DgBy + DyCq,  CyAg = DGy + Dgdy

9 R P
car
25 (1 + cos a’) = 2ry (1 — cos b) + 2ry (1 —cos ¢) ,

en raison de ce que

1 = cos b+ cosc+ cosa’.

Le théoréme est donc démontré, quelle que soit la sphére
exinscrite considérée.

Remarques. — Le tétraedre A; B, C; D, est trirectangle au
point D, qui coincide avec orthocentre H du triangle ABC.
De méme les tétraedres A,B,C,D,, A, B, C, D,, A,B,C,D,
correspondant aux centres I, I,, I, des autres sphéres exins-
crites, de rayons r, = r, = r, = r; = 2r, sont trirectangles en
les orthocentres des faces BCD, CDA, DAB, du tétraedre fon-
damental. L’égalité des spheres (I,), (I,), (I,), (I,) entraine
celle des quatre tétraedres A;B,C;D; (i = a, b, c, d).

5. — TueorkME IV. — Les droites qut joignent les sommets
d’un tétraédre isocéle ABCD aux centres A,, By, G, D, des
cercles circonscrits aux faces opposées sont quatre génératrices
d’un méme hyperboloide et réciproquement. Elles sont concou-
rantes si le tétraédre est régulier et réciproquement.

En effet, les droites EF, KL, MN sont des axes de symétrie

| du tétraédre et forment un triédre trirectangle Gayz dont le
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sommet est le centre de gravité du tétraedre. Les triangles ABC,
DCB, CAD, BAD sont égaux et sont symétriques deux a deux,
par rapport aux arétes du triedre Gayz. Si une droite d issue du
sommet D coupe la face opposée en un point D,, ses symétriques
(a), (b), (c), par rapport aux droites Gz, Gy, Gz, passent par les
sommets A B, C et coupent les faces opposées aux points homo-
logues A,, B,, Cy du point D,. Quand la droite d rencontre les
faces du triedre Gzyz en des points extérieurs aux arétes et situés
a distance finie !, ce qui est en général le cas de la droite
d = DDy, il en est de méme des droites (a), (), (¢) et les quatre
droites sont gauches deux a deux. Il existe au moins une droite zu,
gauche aux droites Gz, Gy, Gz, parallele au plan Gzxy et sécante
aux droites (a), d, Gz; les droites (b), (¢) étant les symétriques
des droites d, (a), par rapport a I'axe Gz, la droite u les coupe
également; de méme, 1l existe des droites ¢, w, paralleles aux
plans Gyz, Gaz et sécantes aux droites (a), (b), (¢), (d); celles-ci
ayant ainsi plus de deux sécantes communes non paralleles & un
méme plan, sont done sur un méme hyperboloide et, en outre,
les axes de celui-ci se confondent avec les arétes du tétraedre
Gxyz.

Lorsque le tétraédre ABCD est régulier, il est clair que les
droites AA;, BB,, CC;, DD, sont concourantes.

Réciproquement, si A,, B,, Cy, D, sont des points situés dans
les plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC, tels que les droites
AA,, BB,, CC,, DD, soient hyperboloidiques, 1l existe une qua-
drique (Q) tangente aux faces du tétraédre aux points A,, B,,
Cy, Dy. Si le tétraédre A, B, G, D, est un tétraedre podaire
du tétraedre ABCD, donc orthologique a celui-ci, les arétes
opposées AB et C, D,, BC et A, B,, ..., sont orthogonales. Or
ces arétes sont des droites polaires par rapport a (Q) et, par
suite, leurs points a I'infini sont conjugués par rapport a la
conique a l'infini de (Q). Comme il suffit de cinqg couples de
points conjugués pour déterminer une conique, la conique a

1 Si la droite d coupe 'une des arétes ou est paralléle & I'une des faces du {riedre
Gxyz, les droites qui joignent les sommels aux centres de gravité ou a des sommets homo-
logues des triangles anticomplémenlaires des faces opposées sont concourantes, ou les
droites joignant les sommets a des points homologues des médianes ou des cotés des triangles
anticomplémentaires des faces opposdes se confondent ou se coupent par paires en des points
distincts. (Propriétés connues.)
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I'infini de (Q) n’est autre que I'ombilicale et (Q) est une sphére.
Done, les seuls téiraédres podaires du tétraédre ABCD tels que les
droites AA,, BB,, CC,, DD, sotent hyperboloidiques sont ceux qut
correspondent aux cenires des sphéres tangentes aux quatre plans
des faces du téiraédre ABCD. (Réciproque d’une propriété
connue).

Si A, =A, B,=B, C =C, D,=D,, le tétraedre
A, B, C, D, = A, B, C, D, se confond avec le tétraédre podaire
du centre O de la sphére ABCD. D’aprés ce qui précéde, le
point O coincide avec le centre de la sphére inscrite au tétraédre
ABCD qui est isocéle.

Si maintenant les droites AA, = AA,, BB, = BB, se cou-
pent en un point P, les droites AB, = AB; et BA, = BA, cou-
peront ’aréte CD au méme point X, intersection de cette droite
avec le plan ABP. Or, si 'on rabat ]'un des triangles CDA, BCD
sur le plan de ’autre autour de CD, de facon que les points A
et B sotent du méme c6té de CD, les deux triangles seront symé-
triques I’'un de Pautre par rapport a la médiatrice de CD puisque
le tétraedre ABCD est 1socéle; par suite le point X coincide avec
le milieu de CD. Comme les points A, = A;, B, = B, sont
également sur cette meédiatrice, les droites XA, = XA,
XB, = XB; se confondent avec elle et les triangles BCD, CDA
sont 1soceles. En répétant le méme raisonnement a d’autres
faces, on voit que le tétraedre isocéle ABCD envisagé dans
cette hypotheése est régulier.

6. — Dans un tétraédre quelconque ABCD ou l’'on désigne
sutvant I'usage par «, b, ¢, o, b’, ¢’ les arétes BC, CA, AB, DA,
DB, DC et les diédres correspondants, par I et I, I,, I;les centres
des spheres inscrite et des combles BC, CA, AB, par I, 1,, 1,1,
les centres des spheres exinscrites dans les triédres tronqués
opposés aux sommets A, B, C, D, par A’, B’, ¢/, D’ les contacts
de la sphere (I) et par A”, B, C"’, D" les contacts de chacune
des sphéres (1,), (I,), (I.), (I,) & Pintérieur des faces BCD, CDA,
DAB, ABC, trois hyperboloides (H,), (H,), (H;) passent respec-
tivement par les hauteurs (AA,, BB, CC,, DD,), par les
droites (AA’, BB’, CC’, DD’) et par les droites (AA”", BB”, CC”,
DD”). Leurs équations en coordonnées tétraédriques sont
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successivement

(H;) Z(yzcos a + zw cos a’) (cos b cos b’ — cos c cos ¢/) = 0,

(Hy) X (yz cos? % + aw cos? %—) (0052 % cos? Z—;— —- co0s? —-2,1 cos? ;-) =0,

2 2 2 2

. : ’ ., b ’ . : ’
(Hj) Z(yz sin? = + aw sin? Z) <sm2 — sin? b smzéi sin? %) = 1 ,
En vertu de ces équations, si 'on a:

10 cos a + cosa’” = cos b + cos b’ = cosc¢ + cos ¢, (5)

le centre 1 de la sphére inscrite au tétraédre fondamental est sur
chacun des hyperboloides (H,), (H,), (H,).

20 cosa 4 cosa” = — (cos b + cos b’) = — (cos ¢ + cos ¢) ,
cos b + cos b' = — (cos ¢ + cos ¢’) = — (cos a + cos a’) , (6)‘
cos ¢ + cos ¢’ = — (cos a + cos a’) = — (cos b + cos &) ,

chacun des centres 1, 1,, 1; des sphéres des combles est successive-
ment sur ’hyperboloide (H,).

3% cosa—cosa = — (cOS b —cos b’) = — (cos ¢ — cos ¢’)
€os b — cos b’ = — (cos ¢ — cos ¢/) = — (cos a — cos a’) ,
cos ¢ — cos ¢’ = — (cos a — cos a’) = — (cos b — cos b’) )
cos a — cos a’ = cos b—cos b’ = cos ¢ — ¢os ¢’

’

chacun des centres 1, 1,, 1., 1, des sphéres exinscrites dans les
triédres tronqués est successivement sur chacun des hyperboloides

(Hy), (Hyp), (Hy).

Remarques. — 1° Les quadriques (H,) et (H;) ne passent
jamais par le centre de 'une des sphéres des combles.

20 1] résulte des conditions (7) que, dans un tétraédre isocéle
ABCD, les centres des quatre sphéres exinscrites dans les triédres
tronqués sont sur U hyperboloide des hauteurs (en méme temps que
sur la sphére circonscrite).
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7. — Si Pon ‘désigne par r le rayon de la sphére inscrite au
tétraédre spécial assujetti aux conditions (5) %, on a

9 2

D’A’ = 22(1 + cosa) , B'C = 2%(1 + cos a) ,

de sorte que

2 2 .
D’A’ 4+ B’C’ = 2r2(2 4+ cosa + cosa’) = 2r?(2 4 cos b + cos b) =

2

2 2 2
= 2r2(2 4 cosc + cosc¢’) = D'B" 4 CCA” = D’C" + A'B",

et réciproquement.

Dans les tétraédres particuliers ABCD assujettis & I'une des
conditions (6) et (7), on obtient des relations analogues pour les
tétraédres podaires du centre de la sphére considérée tangente
aux quatre plans des faces.

Dés lors, dans les téiraédres ABCD dont les cosinus des diédres
sont assujettis @ vérifier 'une des conditions précitées (5), (6) ou (7),
le tétraédre podaire du centre de la sphére tangente aux quatre plans
des faces situé sur Uhyperboloide des hauteurs, est orthocentrique.

Dans le cas plus particulier ou le tétraedre ABCD est isocéle,
en vertu des égalités (7), on retrouve le théoréme III.

Remarques. — 1° Les plans menés par le centre de la sphére
considérée, tangente aux quatre plans des faces du tétraedre
ABCD, perpendiculairement & chacune des arétes rencontrent
respectivement les arétes opposées en six points d’'un méme plan
normal a la droite qui joint le centre de la sphére & 'orthocentre
de son tétraedre podaire, par rapport au tétraedre fondamental.

20 Plus généralement, le lieu des points tels que leurs tétra-
edres podaires, par rapport & un tétraédre quelconque ABCD,
solent orthocentriques, est une biquadratique gauche inverse
| tétraédrique de la biquadratique de Schroeter (Crelle, t. 93,
. 1322). Dans les tétraedres spéciaux (5), (6), (7), les deux biqua-
. dratiques precitées passent donc par le centre de la spheére,
. tangente aux quatre plans des faces, situé sur ’hyperboloide des
. hauteurs.

1 Ce tétraédre a été signalé par C. SErvAIs (B.B., 1921, 69) et par M. R. BoUVAIST
(M., t. 54, supplément, p. 25). . '
2 R. GOORMAGHTIGH, M., 1936, 263.
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8. — La premiére remarque du second paragraphe nous a
suggéré la propriété suivante qui fixe une limite supérieure a la
somme des diédres d’un tétraédre quelconque ABCD.

On sait que le contour polygonal de vecteurs «, B, v, § per-
pendiculaires aux faces BCD, CDA, DAB, ABC d’un tétraédre
ABCD, ayant tous le sens des normales intérieures ou toutes le
sens des normales extérieures, et proportionnels aux aires des
faces, est fermé et forme un quadrilatére gauche. La réciproque
est vraie. :

Soient le tétraedre ABCD et le quadrilatére («, B, v, 3) ou
MNPQ associé au tétraédre. Les angles M, N, P, Q du quadri-
latére sont égaux respectivement aux diédres a, ¢’, ¢, ¢ suivant
les arétes BC, DC, DA, AB du tétraedre.

THEOREME. — La somme des diédres d’un tétraédre est comprise
entre quatre droits et six drouts.

La premiére partie figure dans tous les traités de géométrie,
mais la seconde est sans doute peu connue.

Or, la somme des angles d’un quadrilatére gauche étant infé-
rieure & quatre droits, d’aprés la remarque précédente, la somme
des diedres d’un tétraédre qui ont pour arétes deux couples
d’arétes opposées est inférieure a quatre droits, et on a les
inégalités

ata +b+b<ad, b4V et <ad,
e+ +a+a <4t

de sorte que
a+a +b+ b+t <6,

La limite 6 est atteinte quand, par exemple, un sommet du
tétraédre vient coincider avec un point de la face opposée, inté-
rieur a cette face, comme la limite inférieure 4% a lieu quand un
sommet vient coincider avec un point de la face opposée situé
dans la région d’un cercle exinserit a cette face.

(Décembre 1942)
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