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SUR LE THEOREME DE PiLATTE
PAR

V. TusavLt, Le Mans (Sarthe).

Dans un récent article, M. Ervin FELDHEIM a obtenu plusieurs
relations concernant des triangles inscrits & un triangle donné
et une généralisation pour certains polygones L. Les propositions
qu’il a signalées ne sont pas nouvelles et la bibliographie de ces
questions est assez riche.

Etant donné l'intérét que présente ce sujet de géométrie
élémentaire, nous pensons présenter un travail utile en reprenant
des développements déja publiés ailleurs, pour les réunir et leur
apporter quelques compléments.

1. — TueorkME 1. — Etant donnés deux polygones (P) et (P’)
homothétiques, on désigne par (=) un troisiéme polygone cir-
conscrit au premier el inscrit au second. Sa surface est moyenne
proportionnelle enire celles des deux proposés 2.

Soient A;A,A; ... A, le polygone (P), a4, a,, ..., a, les lon-
gueurs des cOtés Aj A, AjAg, ~., AjA AJATAT LA le poly-
gone (P’), oy, ay, ..., o, les distances mutuelles des cotés homo-
logues des deux polygones et, enfin, B, B, B; ... B, le poly-
gone (). ~

Appelons o la surface de (=), S celle de (P), (S') celle de (P’).
On a la relation d’aires, en grandeur et en signe,

6 = BiB,By ., B, = Ay A Ay . A+ ABA, + AByA, + ...

1
= S + "'2"(a1(xl + azaz + a3a3 + ...) .

1 L’Enseignement mathématique, 1938, p. 329-335.

2 Ce théoréme a été énonceé dans le cas du triangle par PiLATTE (Annales de GER-
GONNE, 1811, p. 93), puis étendu aux polygones par L. ANNE (Nouvelles Annales de
Mathématiques, 1844, p. 27).
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Posons
a oy + agog + azoy; + aga, + ... = 2A
1l vient
s =8+ A . (1)

Soient O le centre d’homothétie de (P) et de (P’); z,, @y, %3,
z,, ..., ses distances aux cotés A A,, A, Az, AzA,, ..., de (P).
Ses distances aux cotés homologues de (P’) seront

Ty + g, Xy + Ay, Xz + Ky, Xyt Oy, o,

et on aura
Xy + o Xy + oy Xy Ay Xyt 0y )
o g o3 Oy ’
d’ol
Ty Ty Ty Xy a1y + ATy + A3y + ... 28 S |
Oty o g oy @y + agay + azoy + ... 2A A’

d’ailleurs, le rapport d’homothétie de (P’) a (P) est

. x é_S—l—A_g_

Ty + oy
251

la derniére égalité résultant de la relation (1).

Le rapport des surfaces étant égal au carré du rapport d’homo-
thétie, on a

'S—:-S—z, ou S-8 =o¢%. (2)

C.Q.F.D.

Pour construire (w) connaissant (P) et (P’), menons par A,
une droite quelconque rencontrant A’A en B!, A A’ en B,;
B’A coupe A’A] en B), BA coupe A]A] en B, .., B, A,
coupe A, A’ en B;. Les points B) et B, forment sur A} A’ deux
divisions homographiques dont les points doubles résolvent la
question. Le probléeme admet donc deux solutions.

CorOLLAIRE (Théoréme de PiLaTTE). — St deux triangles ABC,
A’ B’ C’ ont leurs ciotés paralléles, et sont 'un inscrit et U'autre
circonscrit a un méme triangle A;B,C;, la surface de ce dernier
est moyenne proportionnelle entre les surfaces des deux autres.
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Ce théoréme, depuis longtemps classique, est employé dans
la démonstration habituelle de la formule du volume du tronc
de pyramide & bases paralléles triangulaires. Nous avons utilisé
le théoréme général relatif aux polygones pour obtenir la formule
du volume du tronc de pyramide dont les bases sont des poly-
gones de n cOtés, sans passer au préalable, comme on le fait dans
certains traités de géométrie, par le cas ou les bases sont trian-
gulaires 1.

Remarque. Pour que la relation (2) existe, il n’est pas nécessaire
que les triples de points (B;, A,, By), ..., soient collinéaires, les
points B,, B,, ..., pouvant étre pris arbitrairement sur les

cotés A'A, AA .., de (P).

2. — TaroreME II. — St par les sommets A, B, C d’un
triangle ABC on méne des droites B, v, af rencontrant les céiés
B'C, CA’, A’B’ dun triangle A’B’C’, de méme sens que ABC,
sous l'angle © dans le méme sens de rotation et que par A’, B’, C'
on méne les droites B'v', v o', o' B’ rencontrant BC, CA, AB
sous Pangle © — 0 dans le méme sens de rotation que précédem-
ment, les atres des triangles oy, o' B'Y' ainst déterminés satis-
font a la relation 2

aire ABC - aire o'B’y” = aire A’B’C’- aire afy .

Faisons tourner le systéme des deux triangles ABC et afy d’un
angle 0 dans le sens de rotation donné, autour d’un point du plan.
Ces triangles prennent les positions nouvelles A;B,C,, «; By v;
telles que le triangle A;B;C; a ses cOtés paralléles & ceux de
o' 3" y" et que le triangle o, B;y; a les siens paralléles a ceux
de A;B,C,. Inscrivons alors dans le triangle A,B,C, un triangle
A”B"”C” ayant ses cotés paralleles & ceux de o, fB,v,. Les
figures A;B,C; A”B”C” et o f'y A’B’C’ sont homothé-
tiques, de sorte que

aire A’B’C’ _ aire A”B”C”
aire o’ By’ aire A; B, C;

1 V. THEBAULT, L’Education mathématique, 1920, 22 me année, p. 129.
2 V. THEBAULT, Journal de VUIBERT, 1919, 43me anneée, 88. — Annales de la Socidté
scientifique de Bruxelles, 1921, pp. 152 4 157.
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D’autre part, en vertu du corollaire précédent (théoréme de
PiLATTE), nous avons

aire A”B”C”  aire A,B,C,  aire ABC

aire A,B,C; ~ aire «,8,v,  aire afy

Par conséquent,
aire A'B’C” _ aire ABC
aire o' B’y’  aire afy

(3)
C.Q.F.D.

Cas pARTICULIERS. — Dans les hypothéses ot 'on a 6 = 0

TT ’ /4 b -
et 6 = 3, on peut énoncer les théoremes suivants:

1. Sipar les sommets A, B, C d’un triangle on méne les paralléles
Bv, vo, af aux cotés B'C', C'A’, A'’B’ d’un triangle A’'B'C, de
méme sens que ABC, et que par A’, B’, C' on méne les paralléles
By, v'a, o B' aux cotés BC, CA, AB de ABC, les aires des
triangles oBvy, o' B’ vy’ déterminés satisfont a la relation *

aire ABC - aire o' B’ v’ = aire A’B’(C’- aire afiy . (&)

2. Si par les sommets A, B, C d’un triangle on méne les per-
pendiculaires Py, ya, af auxr cétés B'C/, C'A’, A'B’ dun
triangle A'B'C’, de méme sens que ABC, et que par A’, B’, C' on
méne les perpendiculaires B'y', v'o', o'y aux cotés BC, CA, AB
de ABC, les aires des triangles afy, o' 3'v" déterminés satisfont
a la relation *

aire ABC - aire o'’ y" = aire A’B’C’- aire a3y . (5)

Si les droites ABvy, Bya, Caf concourent en un point P, les
points «, B, v seront confondus en ce point, I'aire du triangle
aPy est alors nulle, et par suite, il en est de méme de I'aire du
triangle o' B’ vy’, ce qui exige que les droites A’ B’ y', B'y' o/,
C’ o' B’ soient concourantes. On peut donc énoncer le théoréme
suivant qui caractérise les triangles isoiogiques et plus particu-
liérement les triangles métaparalléles et les triangles ortholo-
giques 3 :

1 V. THEBAULT, Annales de la Sociélé scientifique de Bruxelles, 1921, loe. cit. —
L’Education mathématique, 1921, p. 129. — R, GOORMAGHTIGH, Mathesis, 1932, p. 6.

2 R. MARCHAY, Journal de VUIBERT, 40™¢ année, p. 70.

3 V. THEBAULT, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, loc. cit.
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Quand deux triangles ABC, A’ B’ C' sont tels que les obliques
menées de A, B, C sous un angle donné 0 aux cotés B'C’, C'A’,
A'B’ sont concourantes, les obligues menées de A’, B’, C' aux
cotés BC, CA, AB sous Dangle = — 0 de méme sens, sont également
concourantes.

Remarques. Le cas ou le triangle A’ B’ C’, par exemple, est
aplati, mérite un examen particulier.

Les droites B+, y«, «p sont alors paralléles sans que, en général,
B'Y, ¥ &, o B’ se coupent en un méme point. Ces derniéres
droites déterminent, par leurs intersections deux & deux, un
triangle o' B’y’ semblable & ABC et, si 'on désigne par A et w
les angles de la droite A = (A’, B’, C’) aveec BC et CA,

<oc’ B')z_ aire «' By (ab’ sin X + a’ b sin p.>2
AB aire ABC 2ABC ’

a, b, c et a’, b’ ¢’ étant les longueurs des cotés BC, CA, AB et
B'C’/, C'A’, A’B’ des triangles ABC et A’B’ (/.

Trois points A’, B’, G’ étant donnés en ligne droite, la condition
nécessaire et suffisante pour que les droites B'vy', v'«/, «' B,
issues de A’, B’, C’ et coupant les cotés BC, CA, AB du triangle
ABC sous le méme angle 6, soient concourantes, est que les
longueurs des segments rectilignes B’C’, C'A’, A’B’ soient
proportionnelles aux projections d’angle = — 6, dans le méme
sens que 0, des cotés BC, CA, AB sur la droite A 1. Dans ce cas,
d’ailleurs, si on trace les paralléles & BC, CA, AB des points
A’, B, (7, le triangle o' B’y déterminé est tel que

ab’ sin X + a’b sin p. = 2ABC ,
de sorte que
aire o’ B’ vy’ = aire ABC . (6)

On retrouve ainsi la propriété fondamentale de I'isopdle d’une
droite A, par rapport & un triangle ABC, et ce théoréme 1mpor-
tant dt a J. NEuBERG 2:

1 V. THEBAULT, Mathesis, 1922, p. 410.

? Wiskhundig Tydsskrift, t. 10, p. 80. — Ce théoréme nous a suggeéré d’intéressantes
propriétés de P’isopéle et de I’orthopdle d’une transversale A par rapport 4 un triangle
ABC, ainsi que du quadrilatére complet (ABC, A). (Mathesis, 1934, p. 270 et 397; 1938,
p. 2365 1937, p. 183 et 242) (V. T.)
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Par les sommets d’un triangle ABC, on méne trois paralléles Aa,
B8, Cvy qui rencontrent une transversale quelconque A en «, B, v.
Les paralléles aux cotés BC, CA, AB, menées par «, B, v, forment
un triangle A’B’C’ égal a ABC.

3. — ProuHET a publié I'analogue du théoréme de PiLATTE
pour deux polyeédres convexes homothétiques, intérieurs 'un a
Pautre '.

TakorEME III. — Sotent P et P’ deux polyédres convezxes
semblables et semblablement placés, le premier intérieur au second.
Prenons sur chaque face de P’ un point et joignons-le aux sommets
de la face homologue du polyédre P. Nous formerons ainsi un
polyédre Q, a faces triangulaires, inscrit dans le polyédre P’ et
circonscrit au polyédre P. Soit Q' un quatriéme polyédre formé en
joignant un point pris sur chaque face de P aux sommets de la
face homologue de P'. En désignant par P, P, Q, Q' les volumes
des quatre polyédres, on aura

Q=+VPP, Q=+VpPe, o)
d’ou U'on déduira
R Q _ 7/P
QU =PP et S=\/p (8)

Une démonstration synthétique de ce théoréme a été donnée
dans la solution de la question n° 652 (Nouvelles Annales de
Mathématiques, 1863, p. 368).

En 1913, J. NEUBERG a énoncé un théoréme analogue concer-
nant deux tétraedres ABCD, A’B’C’D’, intérieurs I'un a I'autre,
et ayant les faces homologues paralléles. Si 'on prend dans les
faces de A’B’C’'D’ quatre points quelconques A", B"', C"’, D"
et s1 on appelle V'’ la somme des volumes des tétraedres ABCD,
A”BCD, B”"CDA, C”"DAB, V et V' les volumes ABCD, A’'B"C’'D’,
on a la relation

V= VvV (9)

En intervertissant les roles des tétraédres ABCD et A’B’C’D’
et appelant V' la somme des volumes des tétraédres A’B’C’'D’,

1 Nouvelles Annales de Mathématiques, 1863, p. 390.




SUR LE THEOREME DE PILATTE 293
AI/IBI Cl DI, BIII CI DI AI’ CIII ]_)I AI ]3/7 *A'Il/’ BIII’ CIII, DIII étant
des points quelconques dans les faces de ABCD, on a la relation *

VII/ i ,f/vvlg . (10}
Il en résulte que

Vv’ 3 _'\_7—
—_— = — . 12
V7 Vv’ ( )

(11) VIV = VV' et
Le géometre belge a donné de ses relations (9) et (10) une
élégante démonstration en utilisant sa formule nouvelle 2

V’ <1 dl d2 d3 d4)3 . (13>

Dans cette formule, £y, Ay, 3, h, représentent les longueurs des
hauteurs du tétraedre ABCD, et d,, d,, d5, d, sont les distances
des plans des faces homologues « et «’, B et B’, y et v', 3 et 3’ de
ABCD, A’B’C’'D’; la distance d,, par exemple, est positive ou
h négative suivant que A et o’ sont ou non du méme coté de o.

Remarque. Si A;B;C;D; est un tétraédre, de volume Vj,
circonscrit au tétraédre ABCD et inscrit au tétraédre A’B’C'D’,
on peut prendre pour A”, B”, C”, D" les points A,, B, C,, Dy,
mais la relation (9) ne permet pas de substituer V, & V", car
vV, > V"

Les considérations qui précédent permettent de résoudre
facilement le probléme suivant:

Par les sommets A, B, C, D d’un tétraédre ABCD on méne les
| plans Ay, Ay, A., Ay paralléles aux plans B’C'D’, C'D'A’,
D'A'B’, A’B'C’ des faces d’un tétracdre A'’B'C’'D’, de méme
sens que ABCD et par A’, B', C', D’ on méne les plans A, A},
A, A} paralléles @ ceux des faces BCD, CDA, DAB, ABC du
tétraédre ABCD. Trouver une relation entre les volumes des té-
traédres ABCD, A'B'C'D’ et des deux tétraédres formés par les
quadruples de plans (A,, Ay, A, Ay et (A, A,, AL, A)).

1 Mathesis, 1914, p. 32 et 1922, p. 242.
2 The Tohoku Mathematical Journal, t. IV, no 3 (1913).
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