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LA « COURBE CATOPTRIQUE » D’EULER 265

et sous cette forme il est aisé de reconnaitre qu’il s’agit d’une
hypocycloide & trois rebroussements '; Euler en donne la figure
exacte et en trouve I’équation cartésienne sous la forme suivante:

PP+ 2p2g® + ¢t + 30 cpg® — 18 cp® — 9 ¢ g% + 108 ¢2 p? — 216 p = 0 ;

il peut alors conclure qu’il s’agit d’une courbe algébrique du
4me ordre. Ce qui précéde nous autorise & conclure que dans le cas
considéré la courbe catoptrique est Uanticaustiqgue d’une hypo-
cycloide a trois rebroussements. On voit en méme temps que,
tandis qu’on croyait que cette courbe s’était présentée pour la
premiére fois & Steiner vers le moitié du x1x® siécle comme enve-
loppe de droites de Simson d’un triangle quelconque 2, son
origine remonte a un siécle auparavant et est lice au nom d’un
autre célébre mathématicien suisse.

ITI. Euler s’est occupé d’un troisieme cas dans sa lettre du
7 aotit 1745 (vol. cit., p. 327); c’est celui qui correspond & 'hypo-
thése uv = ¢® avec ¢ = a; il dit que la courbe a laquelle on
arrive est du 12me degré, qu’elle a la représentation paramétrique
suivante

3a® — a?¢o — 3au® — ud a® — a?u — 3au?® — ud
— — 2__ 12
x = " , Yy = 3 vVa—u,
et qu’en conséquence il est facile de la dessiner.
VI. — LA SECONDE SOLUTION EULERIENNE.
9. — Quoique le grand géometre plit se considérer comme

satisfait pour avoir atteint le but proposé, sa correspondance
scientifique prouve qu’il ne cessa de s’occuper de la courbe
catoptrique et, utilisant ’extraordinaire faculté qu’il avait
d’imaginer des procédés originaux, il arriva & une seconde solu-
tion tout a fait nouvelle qu’il communiqua & Goldbach le 25 jan-
vier 1746 (vol. cit., p. 359) et dont nous allons donner un résumé.
Elle est une application de la solution de cet autre probléme:

1 Voyez par exemple G. LORIA, Spezielle algebraische und transscendente ebene Kurven,
II. Aufl. (Leipzig, 1910), t. I, p. 162; édit. italienne t. I (Milan, 1930), p. 192.

2 J. STEINER, Ueber eine besondere Curve dritter Classe (und vierter Ordnung) (J. de
Crelle, t. LIII, 18586). ' '
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En supposant la figure rapportée & un axe passant par le point
lumineux C (fig. 3), déterminer la courbe EMB en supposant
connue la relation f (r, @) = 0 qui a lieu entre le segment CR = r
déterminé sur Uaxe par le rayon réfléchi et angle ¢ qu’il forme
avec le méme axe.

L’artifice employé par Euler se base sur la considération du
point U (voyez ne 4) ot le rayon réfléchi relatif au point M de la

Fig. 3.

courbe coupe la paralléle menée par le point C & la normale au
point M. En appelant%et% le sinus et le cosinus de ’angle o, il

considere encore le rayon réfléchi MyR, consécutif & MR, et leur
intersection, qui est le point O de la caustique. Il tire la droite
CS perpendiculaire au rayon MR et il appelle ¢ le segment US;

par de tres ingénieuses considérations infinitésimales, il arrive
r.du
4

r.du
t:::a—-f 5
c

a la relation dt = — , qu’ll intégre en posant
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ol l'intégrale a un sens car, d’aprés 'hypothese, r et u sont liés
entre eux par la relation donnée f(r, ) =0. Si US =tet sion

ajoute le segment RS = gf, on conclut

RU:a+%—~r“m,

e c

¢’est-a-dire
uw.dr ’
C

RU = o+ [ (12)
Or si on prend arbitrairement le point R sur I’axe, on con-
naitra la valeur de r et par conséquent on aural’angle ¢ et on
pourra mener la droite RU et déterminer sur elle le point U. On
tire alors la droite CU, on la coupe en deux parties égales au
point T et on trace par ce point la perpendiculaire & la droite CU:
ce sera la tangente a la courbe cherchée au point M ou elle coupe
la droite RU; cela prouve que, en déplagant le point R sur 'axe
choisi, cette courbe sera construite par ses points et ses tangentes.

REMARQUE. — Afin de se rendre compte de la valeur et de
Poriginalité de la voie suivie par Euler pour arriver aux courbes
cherchées, 1l est bon d’avoir sous les yeux le procédé qu’on
devrait suivre s1 on voulait résoudre le probleme par les pro-
cédés modernes. En employant les coordonnées orthogonales,
observons & cet effet que le rayon lumineux CM et la normale au
point M (z, y) ont comme équations respectives

Y _ y Y—y 1
X z’ X—z ¥y

et qu’elles forment entre elles I'angle « déterminé par la formule

_ r+uyy

tg a -
s y—zy

Le rayon réfléchi aura lui aussi une équation de la forme

et le coefficient 2 devra étre déterminé par la condition que

Iangle que le rayon réfléchi forme avec la normale est égal a
— a; on a donc

1+ry 2+ oy

A—y y— zy’

b
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d’ou I'équation suivante du rayon réfléchi:

Y—y y(l—y?) —2zy
X—z z(l —y? + 2yy

Cela prouve qu’on a:

2y (22 + y?) y(1 —y?%) — 2xy’
= 7 ol = —arct ; - .
2xy" —y(1 — y'? ¥ g33(1*—.1/2)+2yy

(13)

Substituant ces valeurs dans I’équation donnée f (r, ¢) = O,
on aura l’équation différentielle du probléme. Il s’en suit que,
par la formule (12), Euler a réduit le probléme aux quadratures,
quelle que soit la fonction f(r, ¢) = 0. Ajoutons que méme la
simple vérification de la formule (12) au moyen des relations (13)
exige des calculs longs et assez compliqués.

10. — Pour appliquer le résultat obtenu a la recherche de la
courbe catoptrique, Euler suppose que le rayon réfléchi passe
par le point appartenant comme M a cette courbe; 1l remarque
alors que si, au lieu de ’angle CRM, on considére connu ’angle

CRO, on doit parvenir a la méme valeur de r. Or, comme
i as
CRO = 180° — CRM, son sinus et son cosinus sont égaux et de

signes contraires a ceux de 'angle CRM; cela prouve que r doit
R . . u s .. -
étre une fonction paire de —et —. Ayant choisir de cette maniere,

la courbe catoptrique s’engendre de la maniére suivante:
Posons MR = z et considérons le triangle CMR; nous en
tirons:

CM=\/7‘2—|—Z2——2rz%:RU~——z=a+ /’u.dz_*z ,

¢
2
(a+fu.cdz> e
Q(a—i— /’ucdr_¥>

d’ou

Zz ==

z étant connue, on aura

PM=y=>, PR==, C(P=z=r—2=
w.dr

c

CM=UM=RU-_z—_——a+[

R T e o
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de cette maniére le probléme est résolu en général. Si 'on veut
arriver 4 des courbes algébriques, on posera avec Euler

r.du . w.dr ur
f = ¢ ou bien f D= e — ]
¢ ¢ ¢

¢ sera une fonction impaire, qu’on peut choisir arbitrairement.

dy
Comme r = ¢~ , on aura

et par suite (voyez plus haut)

RM——=<

do\?  ,[(dp\?
a—-v+uﬁ)—c(a&)wa_p+ do 52 (@)2
2(a — ) 2 “TuT 2a—v) \du)

En se rappelant que s® 4 u? = ¢ on arrive a la solution sui-
vante du probléme:

_ {a—y9)s +Sui(i__ s3 do\?
¥y = 2¢ ¢ du  2¢c(a—v) (du) ’ "
Zx_fdv__u(a-—v)+ ust  (do\? A5
T ¢ du 2¢ 2(a — o) (@) ’

on peut ajouter qu'on a

a— ¢ 52 dv\2
M =5+ s (@)

On tire de ces formules qui représentent la courbe cherchée,

CM+MR=a-—-—-o+u-‘£g -
B du
d’ou, en changeant les signes de u, ¢,
CM* + M*R =a+v——~u‘£‘i ;
du

en conséquence
CM + MR + CM* 4+ M*R = 2a ;

donc le chemin parcouru par un point lumineux, partant de la
source C et y revenant aprés une double réflexion, est cons-

L’Enseignement mathém., 38=e année, 1939 et 1940. 18
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tant. Euler ajoute qu’on peut tirer de cette remarque qu’on a
encore
CM 4+ MO = CM* + M* O,

propriété que Goldbach a remarquée le premier.

VII. — LA TROISIEME SOLUTION DU PROBLEME.

11. — Nous avons déja dit qu’Euler a été amené a s’occuper
de nouveau du probléme catoptrique par la solution qu’en donna
Oechliz, géometre qui avait été appelé, en 1748, de Leipzig,
comme professeur & Saint-Pétersbourg. La lettre qu’il écrivit a
Goldbach sur ce sujet (vol. cit., p. 463) le 25 juin de cet an ne
nous apprend pas ce qu’il tira du travail de son colléegue et ce
qu’ill y ajouta; cela résulte de ce que nous allons rapporter de
son importante communication.

Soit (fig. 4) MN une courbe telle que, aprés une double ré-
flexion, elle reconduit un point lumineux & la source C d’ou 1l est
parti. Prolongeons la
droite MN en E, F
de maniére qu’on ait
ME = MC, NF = NC;
la droite EF sera d’une

longueur constante

(voyez plus haut) et
Fig. 4. elle sera normale dans

ses extrémités a la

courbe lieu des points M, N (voyez plus bas). Cela prouve que
la question proposée est ramenée & la recherche d’une courbe
pourvue de oo ! cordes binormales de la méme longueur: la pos-
sibilité de telles lignes est prouvée par I'’exemple du cercle; on
verra qu’il y en a un nombre infini. Lorsqu’on en a trouvée une,
la courbe catoptrique s’ensuit, aprés avoir choisi ad ltbitum le
point lumineux C1! & 'aide de la construction suivante: Si EF
est une des cordes dont on a parlé, on tire les droites CE, CF

1 Rémarquons qu’auparavant on n’avait rien dit relativement & la position du
foyer lumineux (cf. note, V) par rapport & la courbe cherchée.
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