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SUR LES CUBIQUES DE LUCAS 141
3me groupe: Points ou la tangente passe par O:

A’ B’ ¢ K

0 + Y + ©, ¢ + ©; v .

%

4me groype: Les milieux des hauteurs (— ¢ + oy, — ¢+ 05,
— v+ wg) et le centre du cercle circonscrit O (— ¢); les tan-
gentes rencontrent en ces points la cubique au point (3¢).

Les cubiques 1 et 111 sont homothétiques par rapport au centre

de gravité G dans le rapport — —;— C’est ce qui résulte de ce que
dans cette homothétie les 9 points
| A B G H G G’ G” G" H,
de la premiére 6ubique deviennent respectivement 9 points
A B ¢ O G A B C H |

de la troisiéme. D’ailleurs les formules de correspondance
entre les coordonnées de deux points homologues de cette

homothétie ,
E=9+¢—-¥&,

=U+E—,
(=& 49—,

j font bien correspondre & la premiére cubique Xaf (9% — {2) =0,
M 1 troisiéme Zaf'(n' —T')(n' 4T —E') = 0.

La troisiéme cubique attachée au itriangle G’ G"G" est iden-
tiqgue @ la premiére cubique du triangle ABC. :

La troisitme cubique- du triangle G’'G”G” doit, en effet,
passer par G’ G"G” GABC, le centre H du cercle circonscrit a
G'G"G" et son orthocentre H,.

SUR CERTAINES CONIQUES A AXES PARALLELES.

14. — Condition de parallélisme des axes Dune comqhe circons-
crite et d’une conique inscrite.

Supposons que la conique circonscrite d’équation
=0

R

=
;

SIS

n
T
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et la conique inscrite d’équation
- VLE+ /My + VN =0,

L2E2  M272 4+ N2¢2 — 2LME&y — 2MN 4¢ — 2NLLE =0,
aient leurs axes paralléles. Ecrivons que, dans le faisceau ponctuel |
que ces coniques définissent, se trouve un cercle:

L2E2 + M2y? + N2¢2 — 2LMEy — 2MN 7% — 2NLZE +

+ A(Ing + mTE + n&y) = 2SD («f2 + Py 4+ y§2) +

+ @&+ 07+ PE+ Qy+ RY ;

o = cotg A , B = cotgB , vy = cotgC ;
I’élimination des coefficients indéterminés 7\ D, P Q et R con-'
duit a la condition:

I M+ N2 g
m (N+L2 8 |=0,
n (L + M)2 c?

Soient &;7,¢, les coordonnées barycentriques du centre C,
de la conique circonscrite; £,m,%, celles du centre C, de la
conique inscrite. |

Les relations générales

E,=Ilm+n—1),  ete &, = M + N,
l=g1.(")1+§1—&1),'etc; L=9+86G—E&,
(a des facteurs prés) permettent de mettre la condition ci- dessus
sous la forme suivante: '
Exlm + G — E.«l) &Z a
G+ &—m) M b
GE+m—C) &

Le centre C; de la conique circonscrite étant donné, le cenire §
de la conique inscrite Gy a pour liew une comque conjuguée au §
triangle.
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Le ‘centre Cy de la conique inscrite étant donné, le -centre de
la conique circonscrite C; a pour lieu une contque. La comque
circonscrite engendre alors un faisceau ponctuel. ‘

Les points C1 et C, coincident lorsque leur lieu est la. courbe

‘_Ez g a |
7 q =0,
-
cZa?qln — §) =

ce qui exprime la propriété suivante:

Le lzeu des centres des coniques concentrigues, Tune inscrite
et Pautre circonscrite, admettant les memes axes de syméirie
est la troisiéme cubique de Lucas.

15. — Condition de parallélisme des axes d’une conique circons-
crite et d’'une conique con]uguee — Smt la conique conjugée
d’équation

52 7]2 C2
v + - + o 0 )
& Mo %o

€070 o sont lescoordonnées de son centre Cy. La condition est:

l & (n0 + o) | a? o
o N0 (G + &o) b | =0
n Co (&0 + 7o) c?

ou encore en introduisant les coordonnées &;, 1;, &; du centre G,
de la conique circonscrite:

Eilm + G — &) oMo + G ~ a? :
(G + & — M) No (Go + &o) | b2 |= 0 .
G (gl + '7]1 - C1) %o (Eo + 7o) ¢2

- Lorsque le centre C, de la comque czrcanscmte est meose le
lwu du centre Cy de la conique. conjuguée est une conique Circons-
crite. La conique conjuguée appartient & un faisceau ponctuel.

Lorsque le centre G,y de la conique conjuguée est imposé, le liew
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de G, est une conigue. La conique circonscrite appartient &
un faisceau ponctuel. o

Lorsque C; et C, sont confondus la condltlon est 1 meéme
que pour le cas d’une conique inscrite et d’une conique circons-
crite coaxiale. ,

Le lieu des centres communs des coniques, 'une circonscrite,
Uautre conjuguée, coaxiales est encore la troisiéme cubzque de'
Lucas.

16. — Condition de parallélisme des axes d’une conique inscrite
et d’une conique conjuguée. — Soient Cg (&g, N, o) €t Co (N2, Mg,y Ca)
les centres respectifs de la conique conjuguée et de la conique.
Inscrite associées. ‘

La condition de parallélisme de leurs axes est

2

E— Eo('r]o e CO) a
"7: Yo (Co = Eo) b2 = 0 .
Cg Co(Eo + 7o) ¢

Quand C, est donné, le lieu de C, est une conique conjuguée.

Quand C, est donné, le lieu de C, est une conique circonscrite
et la conique conjuguée (Cy) appartient @ un faisceau ponctuel.

Le liew de Cy et Cy, lorsque ces points sont confondus, cest-
a-dire dans le cas des coniques conceniriques et coaxiales, est
encore la troisiéme cubique de Lucas.

En résumé, les trois théorémes obtenus mettent en évidence
une nouvelle propriété des points de la troisiéme cubique §
de Lucas, propriété qui leur est propre d’ailleurs:

Tout point de la troisiéme cubique de Lucas est centre d’une
conique -inscrite, d’une conique circonscrite et d’'une conique
conjuguée au triangle ayant toutes trois les mémes axes.

Ces axes sont alors les axes principaux et centraux d’inertie §
d’un systéme de trois masses ponctuelles (&y, 7o, Go) disposées §
aux sommets du trwngle de référence*.

. 1 Cf.: Sur I’équivalence en géométrle des masses. LFnsezgnement mathématzque,
t. XXX, 1931, p. 85. ; \
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Les resultats precedents introduisent des triangles G, Cy, Co,
dont les sommets sont les centres de coniques conjuguée,
circonscrite, inscrite & axes paralléles. Ces triangles dépendent
de quatre paramétres arbitraires, par rapport au triangle fonda-
mental. Lorsque I'un des sommets est imposé, les deux autres
ont pour lieux des coniques Leur etude ne me paralt pas avoir
été faite. ~

INTERSECTION DES CUBIQUES.

17. — Les 9 points 'd’intersection des cubiques II et III sont
A B ¢ O H 1 T 17 I".

Les cubiques I et IIT se touchent en Gj; les 7 autres points
d’intersection sont: ABC H et les points & l'infini des trois
hauteurs. | A |

Les cubiques I et II ont en commun

A B”C1H~H1;

I'équation de la premiére cubique

R
AN

conduit 4 poser

En suppesant que &, 1, ¢ soient racines de l’éqﬁation cubique
RSB +QE—P=0,
Pidentité Za@ =1 donne tout d’abord :

QS—3P . 8,

2 s> L J—

leL“_‘ P _‘__P“—_-i’
Les indéterminées A et p. vérifient en outre la condltlon

provenant de I’équation de la seconde CubquP | |

[T
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