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SUR LES CUBIQUES D’EDOUARD LUCAS
PAR

E. Turrikre (Montpellier).

1.-— A Yoccasion de recherches arithmogéométriques?, j’ai
mis en évidence le role de cubiques planes qui avaient fait
I'objet d’une, question proposée en 1876 par Edouard Lucas et
auxquelles _j’éi cru devoir donner le nom de cet auteur.

Dans les pages qui suivent, sera exposée une théorie de ces
cubiques sous le point de vue de la géométrie du triangle. Ce
sont des cubiques générales mais présentant des relations remar-
quables entre elles et avec les éléments du triangle.

SUR CERTAINES CUBIQUES CIRCONSCRITES AU
TRIANGLE FONDAMENTAL.

2. — L’equatlon genérale d’une cublque circonscrite au trlangle
fondamental est:

xy (cox — 1y) + yz(asy — ayz) + zx(bz — bya) + Dayz = 0 ,

avec six constantes arbitraires.

Le point A’ d’intersection avec le ¢6té BC a pour coordonnées
0, a5, ay). |

La condition de concours des drmtes AA’, BB’ CC’ est:

aybse, = agb,c, .

1 L’Enseignement mathématique, XIX° année, mai 1947: Notions d’ arl’rhmogéométrle
(3me article), p. 159-191.

.L’Enseignement mathém., 37me :@nnée, 1938. 9
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Le point de concours ® de ces trois droites sera, en outre, sur la §
cubique sous la condition D = 0. |

Soient x,y, 2, les coordonnées du point ®. L’équation de la }
cubique se met alors sous la forme équivalente:

x Ty z
P 9 A )
z Y z
Zy Y, 2y

les points homologues restant alignés avec le point fixe ®.
La condition précédente est équivalente a celle du concours
des tangentes a la cubique:

CY = bgz , a3z = ¢z, bzr=ay,,

aux sommets A, B, C. Les coordonnées du point de concours @’

des tangentes sont (ﬁ, £ Z—';), ce point appartient aussi a la

Ty Y
cubique et il est ’homologue de @ dans la transformation qua-

dratique. La tangente en @ passe par le point ®’: les quatre
points A, B, G, ® sont ainsi les points de contact des tangentes
a la cubique menées par @’.

3. — Cubiques circonscrites au triangle fondamental et inva-
riantes dans la transformation isogonale. — Les cubiques cir- -
conscrites au triangle fondamental ABC, invariantes dans la
transformation isogonale se divisent en deux familles nettement
distinctes: |

1o Les cubiques d’équation (en coordonnées trilinéaires)

le(y? — 2%) + my (s — a?) + nz(zx* —y?) = 0 ;

elles passent par les points doubles I, I’, I”, I” de la trans-

formation quadratique.
Les tangentes en A, B et C concourent en un point @’ de la

courbe de coordonnées |+, —, ——>.
I’ m’n
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. La cubique est le' lieu des points MM’ qui, restant 'hom-ol-og'ues
dans la transformation isogonale, sont constamment alignés avec
un point @ de la courbe; les coordonnées du pivot @ sont -
(I, m, n). | | A

Les points @ et @’ sont, homologues.

La tangente en ® & la courbe passe par @. |

Les droites A®, B®, C® ont pour traces sur les cOtés opposés
du triangle ABC trois points de la cubique. Les tangentes en
ces trois points et au point ®’ concourent en un méme point
de la courbe. - S

La courbe passe par les centres I, I’, I, 1" des quatre cercles
tritangents aux cOtés du triangle, points doubles de la trans-

formation. Les tangentes en ces quatre points concourent sur
la cubique. |

20 Les cubiques d’équation
Az(y? + 2% + By (22 + 22) + Cz(2? + y2) + Dzyz = 0 .

Les tangentes en A, B, C ne sont plus concourantes, mais ren-
contrent les cOtés opposés en trois points alignés, sur la droite
d’équation:

—-— = 0.
+ 35+ %

g
B

x

A

La cubique est tritangente & la conique circonscrite
1,1 1 |

: _A“x+'By'+ Cz. 0

arguésienne de cette droite.

La cubique ne passe pas par ies points doubles de la trans-
formation quadratique. | o |

La cubique n’est pas en géneéral circulaire. Sur toute droite,
se trouvent deux points MM’ homologues dans la transformation
isogonale; ces points sont déterminés par lintersection de la
droite avec la conique circonscrite transformée arguésienne de
la droite. A o ‘ | : |

Les points & I’infini qui se correspondent dans la transfor-
mation sont done les points cycliques. Pour que la cubique soit
circulaire, il faut et il siffit que le pivot @ soit rejeté a Pinfini,
®’ venant alors sur la circonférence circonscrite. -
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4, — Représentation elliptique d’une cubique circonscrite au
triangle, dans le cas du concours des tangentes en A, B, C.
Considérons une cubique circonscrite, dans le cas

as bycy, = 0L2b3c1 .

Les tangentes en A B, C, et au pivot @ concourent en un point
@’ de la cublque Nous prendrons pour arguments de ces points:

ABC(I)CI)’

®w, o, o; 0 Y

la condition générale de l'alignement de trois points de la
cubique sera .
Uy + Uy + us; = ¢ .

La cubique rencontre les cOtés en des points A’B’C’ qui seront
aussi les traces des droites A®, B®, CO. Leurs arguments seront

¢ + O v + w, ¢ + 03 ;

~ les tangentes en ces points A’B’C’ et au point @ concourent
sur la cubique au point d’argument (— ¢). "
Nous pourrons ainsi représenter la cub1que par des équations

de la forme
c(u— 9 + )

o(u + o)
_o(lu—9 + oy
Y =8 5wt el
Z:vc(u—v-l—co;,,)

o (u + ws) ’

A, i, v étant trois constantes.
La condition d’alignement de deux points u et u’ avec le

point @

donne

pyt = A&, yy' = p?, z3' = v? .,

L'alignement sur ® exprime donc Uinvariance de la cubique
dans une transformation quadratique ayant pour points fonda-
‘mentaux les quaire points (£ A £ p £ V).
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‘5. — Représentation elliptique de la cubiqde :ﬁ
Iz (y? — 2%) + my (2 — %) + na(@® —y?) = 0.
Les tange‘ntés ‘a'uk:‘x points.ABC et ®(l, m, n) concourent
en un point ®’ de la cubique. Nous prendrons pour arguments

de ces points ,
: . ‘A B G O @’

©; @y O 0 v,

la condition. générale d’alignemént de trois points sur la cubique

étant
Uy Uy Uy = 9.

Nous pouvons poser

L A[Pu (Pu—e) Pu—e)
Pu—Pole = e+ o= e (Po—es)] !

le second nombre a pour zéros u = ,, w3, — ¢ et ¢ 4 ;.

Pour u = v, , .
lx = my = nz ;

. 4 1 1 1
le point @’ bes -, —, —
p a pour coordonnées -, —, —-.

Pour u = 0,
lx my nz

Po — & P — e Po — e

¢6 qui conduit & poser:

Po—e =1, Po— e, = m?, Po—e = n*;
ZZ+ m2+n2 .
Py = 3 ,  Po = 2imn, P’o = 2(Bm?* + m2n? 4 n2l?)
m2 4+ n? — 202 n® 4 2 — 2m? 2+ m?— 2n?
¢, = ) €y = , 5 ey — ’
3 3 3
e, — e, = m?2 — 1%, e, — €3 = n? — m? | e;— e, = P — n?
% = (31—‘@)‘(31— es) = (P — mz) (B —n?) , etc ..
. .
gy = §[l4 + mt + nt— Pm? — m?n® — n?P?] ,

1212m?n2 P20 = 3 (Bm? + m?n® + n®)? — 8PPm?n2 (P + m? + n?) .

_v__l

PE =3 [ + m? + n? 4 3lm + 3mn + 3nl] , etc. ...
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On pourra done poser finalement:

| S px = mnPu + 20(Pu—e;) (Pu—ey) ,
oy = nlPu + 2m(Pu—e) (Pu—e) ,
[ oz — mPu + 2n(Pu—e) (Pu—e,)..

6. Formules inverses— Connaissant le point (z,y,z) de la |

cubique circonscrite
' Slx{y2 —32) = 0 ,.

proposons nous de déterminer l’expressmn de pu.

Elle résulte de 1’équation de la droite de jonction des pomts
u et —u. Cette droite passe par le point @’ (¢). Elle appartient
donc & un faisceau de droites; dans I’équation générale de ces
droites, le paramétre doit étre une fonction paire de u, donc de pu.
De méme, les hyperboles équilatéres du faisceau défini par
I, I, I” et I"” coupent la cubique en deux points de paramétres
u et — u. Le parameétre qui intervient dans I’équation générale
de ces hyperboles équilatéres est une fonction de pu. |

La droite de jonction de points (z, — u) a pour équation

1

lx 1 P —
1

my 1 Pu—oe | 0,
1

nz 1 Pu—oe

(e, —eg) lpu—e)z =0,

Xl (m?2—n%) (Pu—e)z =0,

d’ou: '

_ Xl{m?—n?) (m® 4+ n?— 2Pz
3pu = Si(m? — i)z

Des équations
ez = mnPu + 2l(Pu — &) (Pu — &) ... ete.
résulte la combinaison: |

pZle(y? —2) = 0 = 2EB(y* — 2*) (Pu— ) (Pu— &) ,

S o

Pu— e
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Péquation de ’hyperbole ‘équilatére considérée est:

2 __ 2
Zi/_—z_ =0,
o Pu—e :
Z(ey — e) (Pu—e)2® = 0
d’ou
3 (m? — n?) (m?2 + n? — 2P 2?
> (m? — n2) z? '

3Ppu =

7. — Dans le plan du triangle fondamental ABG sotent trois
points fizes AyByCy; sotent deux points variables M et M, tels
que les drottes | ,
AM et A M, se coupent sur le c6té BC ,
BM et B)M,  » » CA ,
CM et GoM, - ) AB ;

les points M et M, décrivent deux cubiques circonscrites a ABC.
Les coordonnées (barycentriques ou normales) étant

a, a, az pour le point A, ,

by by b » B, ,
1 éa Cs » Go
E 1 g » M,
& Mo Co » M, ,
les conditions

0 Y g

&o No G | = 0, etc.

y Qy as

conduisent immédiatement aux équations des lieux cherchés

par élimination des coordonnées de I'un ou l'autre des points

M et M,. " |
La cubique lieu de M a pour équation:

agn — a4y ¢
a, C

£ al — an

—n

K
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La cubique lieu de M, a pour équation

4Ny — a5 &y by Gy — by, LG8 — & — 1
@G — a8y bE— bymy ey — ¢, .

Ces cubiques dépendent de six constantes arbitraires (cubique |
générale circonscrite).

L’absence du terme £7{ se produit pour azbyc, = ayc, by,
c’est-a-dire lorsque les droites AA,, BB,, CC, concourent.

I en est en particulier ainsi lorsque AyB,C,y sont les points
a P'nfini des hauteurs du triangle. On est alors en . présence
du’cas qui fit objet de la question posée par Edouard Lucas:
on joint les sommets ABC du triangle & un point P de son
plan; soient A’, B’, C’ les intersections de ces droites AP,
BP, CP avec les cotés opposés. Le lieu de P est défini par la
condition que les perpendiculaires aux cOtés en A’'B'C’
concourent en un point Q. 4

Le lieu de P est la premiére cubigue de Lucas; le point’Q
associé décrit la seconde cubique de Lucas. A

Ces cubiques ont donné lieu & quelques exercices relatifs
a cette question et & la propriété de concours de normales de
coniques circonscrites ou inscrites au triangle fondamental 1.

LA PREMIERE CUBIQUE DE LUCAS.

8. — L’équation de la premiére cubique en coordonnées
barycentriques est.
‘ Za2-.7’f_C=0;
n+ ¢

a, b, c, sont les cotés du triangle.

1 Edouard I.ucas, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2me série, t. XV, 1876,
p. 240; 550-555. _ ' o

Nouwvelle Correspondance mathématique, t. II, 1876, p. 94; IV, 1878, p. 261-272;
t. vV, 1879, p. 87; VI, 1880, p. 586. ,

Emile LEMOINE, Association francaise pour I’avancement des Sciences, Paris, 1889,
p. 21.

G. PAPELIER, Legons sur les coordonnées tangentielles, 1894, t. I, p. 284.

E. MosNAT, Problémes de géométrie analytique, t. II, 1905, p. 470.

J. K®HLER, Exercices de géoméirie analytique et de géoméirie supérieure, 1886, t.1,
p. 195-197. o 1

Voir aussi la réféfence relative & une question de G. DArBOUX et & l’ouvrage de §
M. A. HAARBLEICHER indiquée & la suite (paragraphe 12).
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