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SUR LES CUBIQUES D’EDOUARD LUCAS
PAR

E. Turrikre (Montpellier).

1.-— A Yoccasion de recherches arithmogéométriques?, j’ai
mis en évidence le role de cubiques planes qui avaient fait
I'objet d’une, question proposée en 1876 par Edouard Lucas et
auxquelles _j’éi cru devoir donner le nom de cet auteur.

Dans les pages qui suivent, sera exposée une théorie de ces
cubiques sous le point de vue de la géométrie du triangle. Ce
sont des cubiques générales mais présentant des relations remar-
quables entre elles et avec les éléments du triangle.

SUR CERTAINES CUBIQUES CIRCONSCRITES AU
TRIANGLE FONDAMENTAL.

2. — L’equatlon genérale d’une cublque circonscrite au trlangle
fondamental est:

xy (cox — 1y) + yz(asy — ayz) + zx(bz — bya) + Dayz = 0 ,

avec six constantes arbitraires.

Le point A’ d’intersection avec le ¢6té BC a pour coordonnées
0, a5, ay). |

La condition de concours des drmtes AA’, BB’ CC’ est:

aybse, = agb,c, .

1 L’Enseignement mathématique, XIX° année, mai 1947: Notions d’ arl’rhmogéométrle
(3me article), p. 159-191.

.L’Enseignement mathém., 37me :@nnée, 1938. 9
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Le point de concours ® de ces trois droites sera, en outre, sur la §
cubique sous la condition D = 0. |

Soient x,y, 2, les coordonnées du point ®. L’équation de la }
cubique se met alors sous la forme équivalente:

x Ty z
P 9 A )
z Y z
Zy Y, 2y

les points homologues restant alignés avec le point fixe ®.
La condition précédente est équivalente a celle du concours
des tangentes a la cubique:

CY = bgz , a3z = ¢z, bzr=ay,,

aux sommets A, B, C. Les coordonnées du point de concours @’

des tangentes sont (ﬁ, £ Z—';), ce point appartient aussi a la

Ty Y
cubique et il est ’homologue de @ dans la transformation qua-

dratique. La tangente en @ passe par le point ®’: les quatre
points A, B, G, ® sont ainsi les points de contact des tangentes
a la cubique menées par @’.

3. — Cubiques circonscrites au triangle fondamental et inva-
riantes dans la transformation isogonale. — Les cubiques cir- -
conscrites au triangle fondamental ABC, invariantes dans la
transformation isogonale se divisent en deux familles nettement
distinctes: |

1o Les cubiques d’équation (en coordonnées trilinéaires)

le(y? — 2%) + my (s — a?) + nz(zx* —y?) = 0 ;

elles passent par les points doubles I, I’, I”, I” de la trans-

formation quadratique.
Les tangentes en A, B et C concourent en un point @’ de la

courbe de coordonnées |+, —, ——>.
I’ m’n
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. La cubique est le' lieu des points MM’ qui, restant 'hom-ol-og'ues
dans la transformation isogonale, sont constamment alignés avec
un point @ de la courbe; les coordonnées du pivot @ sont -
(I, m, n). | | A

Les points @ et @’ sont, homologues.

La tangente en ® & la courbe passe par @. |

Les droites A®, B®, C® ont pour traces sur les cOtés opposés
du triangle ABC trois points de la cubique. Les tangentes en
ces trois points et au point ®’ concourent en un méme point
de la courbe. - S

La courbe passe par les centres I, I’, I, 1" des quatre cercles
tritangents aux cOtés du triangle, points doubles de la trans-

formation. Les tangentes en ces quatre points concourent sur
la cubique. |

20 Les cubiques d’équation
Az(y? + 2% + By (22 + 22) + Cz(2? + y2) + Dzyz = 0 .

Les tangentes en A, B, C ne sont plus concourantes, mais ren-
contrent les cOtés opposés en trois points alignés, sur la droite
d’équation:

—-— = 0.
+ 35+ %

g
B

x

A

La cubique est tritangente & la conique circonscrite
1,1 1 |

: _A“x+'By'+ Cz. 0

arguésienne de cette droite.

La cubique ne passe pas par ies points doubles de la trans-
formation quadratique. | o |

La cubique n’est pas en géneéral circulaire. Sur toute droite,
se trouvent deux points MM’ homologues dans la transformation
isogonale; ces points sont déterminés par lintersection de la
droite avec la conique circonscrite transformée arguésienne de
la droite. A o ‘ | : |

Les points & I’infini qui se correspondent dans la transfor-
mation sont done les points cycliques. Pour que la cubique soit
circulaire, il faut et il siffit que le pivot @ soit rejeté a Pinfini,
®’ venant alors sur la circonférence circonscrite. -
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4, — Représentation elliptique d’une cubique circonscrite au
triangle, dans le cas du concours des tangentes en A, B, C.
Considérons une cubique circonscrite, dans le cas

as bycy, = 0L2b3c1 .

Les tangentes en A B, C, et au pivot @ concourent en un point
@’ de la cublque Nous prendrons pour arguments de ces points:

ABC(I)CI)’

®w, o, o; 0 Y

la condition générale de l'alignement de trois points de la
cubique sera .
Uy + Uy + us; = ¢ .

La cubique rencontre les cOtés en des points A’B’C’ qui seront
aussi les traces des droites A®, B®, CO. Leurs arguments seront

¢ + O v + w, ¢ + 03 ;

~ les tangentes en ces points A’B’C’ et au point @ concourent
sur la cubique au point d’argument (— ¢). "
Nous pourrons ainsi représenter la cub1que par des équations

de la forme
c(u— 9 + )

o(u + o)
_o(lu—9 + oy
Y =8 5wt el
Z:vc(u—v-l—co;,,)

o (u + ws) ’

A, i, v étant trois constantes.
La condition d’alignement de deux points u et u’ avec le

point @

donne

pyt = A&, yy' = p?, z3' = v? .,

L'alignement sur ® exprime donc Uinvariance de la cubique
dans une transformation quadratique ayant pour points fonda-
‘mentaux les quaire points (£ A £ p £ V).
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‘5. — Représentation elliptique de la cubiqde :ﬁ
Iz (y? — 2%) + my (2 — %) + na(@® —y?) = 0.
Les tange‘ntés ‘a'uk:‘x points.ABC et ®(l, m, n) concourent
en un point ®’ de la cubique. Nous prendrons pour arguments

de ces points ,
: . ‘A B G O @’

©; @y O 0 v,

la condition. générale d’alignemént de trois points sur la cubique

étant
Uy Uy Uy = 9.

Nous pouvons poser

L A[Pu (Pu—e) Pu—e)
Pu—Pole = e+ o= e (Po—es)] !

le second nombre a pour zéros u = ,, w3, — ¢ et ¢ 4 ;.

Pour u = v, , .
lx = my = nz ;

. 4 1 1 1
le point @’ bes -, —, —
p a pour coordonnées -, —, —-.

Pour u = 0,
lx my nz

Po — & P — e Po — e

¢6 qui conduit & poser:

Po—e =1, Po— e, = m?, Po—e = n*;
ZZ+ m2+n2 .
Py = 3 ,  Po = 2imn, P’o = 2(Bm?* + m2n? 4 n2l?)
m2 4+ n? — 202 n® 4 2 — 2m? 2+ m?— 2n?
¢, = ) €y = , 5 ey — ’
3 3 3
e, — e, = m?2 — 1%, e, — €3 = n? — m? | e;— e, = P — n?
% = (31—‘@)‘(31— es) = (P — mz) (B —n?) , etc ..
. .
gy = §[l4 + mt + nt— Pm? — m?n® — n?P?] ,

1212m?n2 P20 = 3 (Bm? + m?n® + n®)? — 8PPm?n2 (P + m? + n?) .

_v__l

PE =3 [ + m? + n? 4 3lm + 3mn + 3nl] , etc. ...
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On pourra done poser finalement:

| S px = mnPu + 20(Pu—e;) (Pu—ey) ,
oy = nlPu + 2m(Pu—e) (Pu—e) ,
[ oz — mPu + 2n(Pu—e) (Pu—e,)..

6. Formules inverses— Connaissant le point (z,y,z) de la |

cubique circonscrite
' Slx{y2 —32) = 0 ,.

proposons nous de déterminer l’expressmn de pu.

Elle résulte de 1’équation de la droite de jonction des pomts
u et —u. Cette droite passe par le point @’ (¢). Elle appartient
donc & un faisceau de droites; dans I’équation générale de ces
droites, le paramétre doit étre une fonction paire de u, donc de pu.
De méme, les hyperboles équilatéres du faisceau défini par
I, I, I” et I"” coupent la cubique en deux points de paramétres
u et — u. Le parameétre qui intervient dans I’équation générale
de ces hyperboles équilatéres est une fonction de pu. |

La droite de jonction de points (z, — u) a pour équation

1

lx 1 P —
1

my 1 Pu—oe | 0,
1

nz 1 Pu—oe

(e, —eg) lpu—e)z =0,

Xl (m?2—n%) (Pu—e)z =0,

d’ou: '

_ Xl{m?—n?) (m® 4+ n?— 2Pz
3pu = Si(m? — i)z

Des équations
ez = mnPu + 2l(Pu — &) (Pu — &) ... ete.
résulte la combinaison: |

pZle(y? —2) = 0 = 2EB(y* — 2*) (Pu— ) (Pu— &) ,

S o

Pu— e
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Péquation de ’hyperbole ‘équilatére considérée est:

2 __ 2
Zi/_—z_ =0,
o Pu—e :
Z(ey — e) (Pu—e)2® = 0
d’ou
3 (m? — n?) (m?2 + n? — 2P 2?
> (m? — n2) z? '

3Ppu =

7. — Dans le plan du triangle fondamental ABG sotent trois
points fizes AyByCy; sotent deux points variables M et M, tels
que les drottes | ,
AM et A M, se coupent sur le c6té BC ,
BM et B)M,  » » CA ,
CM et GoM, - ) AB ;

les points M et M, décrivent deux cubiques circonscrites a ABC.
Les coordonnées (barycentriques ou normales) étant

a, a, az pour le point A, ,

by by b » B, ,
1 éa Cs » Go
E 1 g » M,
& Mo Co » M, ,
les conditions

0 Y g

&o No G | = 0, etc.

y Qy as

conduisent immédiatement aux équations des lieux cherchés

par élimination des coordonnées de I'un ou l'autre des points

M et M,. " |
La cubique lieu de M a pour équation:

agn — a4y ¢
a, C

£ al — an

—n

K
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La cubique lieu de M, a pour équation

4Ny — a5 &y by Gy — by, LG8 — & — 1
@G — a8y bE— bymy ey — ¢, .

Ces cubiques dépendent de six constantes arbitraires (cubique |
générale circonscrite).

L’absence du terme £7{ se produit pour azbyc, = ayc, by,
c’est-a-dire lorsque les droites AA,, BB,, CC, concourent.

I en est en particulier ainsi lorsque AyB,C,y sont les points
a P'nfini des hauteurs du triangle. On est alors en . présence
du’cas qui fit objet de la question posée par Edouard Lucas:
on joint les sommets ABC du triangle & un point P de son
plan; soient A’, B’, C’ les intersections de ces droites AP,
BP, CP avec les cotés opposés. Le lieu de P est défini par la
condition que les perpendiculaires aux cOtés en A’'B'C’
concourent en un point Q. 4

Le lieu de P est la premiére cubigue de Lucas; le point’Q
associé décrit la seconde cubique de Lucas. A

Ces cubiques ont donné lieu & quelques exercices relatifs
a cette question et & la propriété de concours de normales de
coniques circonscrites ou inscrites au triangle fondamental 1.

LA PREMIERE CUBIQUE DE LUCAS.

8. — L’équation de la premiére cubique en coordonnées
barycentriques est.
‘ Za2-.7’f_C=0;
n+ ¢

a, b, c, sont les cotés du triangle.

1 Edouard I.ucas, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2me série, t. XV, 1876,
p. 240; 550-555. _ ' o

Nouwvelle Correspondance mathématique, t. II, 1876, p. 94; IV, 1878, p. 261-272;
t. vV, 1879, p. 87; VI, 1880, p. 586. ,

Emile LEMOINE, Association francaise pour I’avancement des Sciences, Paris, 1889,
p. 21.

G. PAPELIER, Legons sur les coordonnées tangentielles, 1894, t. I, p. 284.

E. MosNAT, Problémes de géométrie analytique, t. II, 1905, p. 470.

J. K®HLER, Exercices de géoméirie analytique et de géoméirie supérieure, 1886, t.1,
p. 195-197. o 1

Voir aussi la réféfence relative & une question de G. DArBOUX et & l’ouvrage de §
M. A. HAARBLEICHER indiquée & la suite (paragraphe 12).
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En posant

cotgA = « , co‘th_:—_‘ B, cotgC =1y, of+By—+yi=1;:
@@ =288+, B=28v+q, &=28c+p,

cette équatior se met sous la forme:

Zoab(n* — ) =0

3,»5"@_

v
¢
1
E

m|am9

Elle est du type invariant daas la transformation réciproque,
avec tangentes en A, B, C concourantes en.un point ®(«, B, v)
qui est le réciproque de 'orthocentre H.

La premiére cubique est le lieu des points réciproques, associés
de telle sorte que leur droite de jonction passe par le point fixe ®.

La premiére cubique passe par les points A, B, C, le centre
de gravité G, Porthocentre H,'le pivot ®, le symétrique H,
de H par rapport au centre O du cercle circonserit; par les
sommets G’, G”, G" du triangle constitué par les paral]eles
aux cotés de ABC menées par A, B et C.

Les points G, G’, G”, G" sont les points doubles de la trans-
formation réciproque (£, = nn; = €¢)).

Le point H, est situé sur la droite d’Euler, qui est rencontrée
par la premiere cubique en H, G, H;. |

- Ce point H; est l’orthooentre du triangle G’ Gr” G”. T est
aussi l’orthocentre du triangle A BIC dont les sommets sont
diamétralement opposés sur le cercle eirconscrit & A, B et C.

H, est aussi le centre radical des trois cercles de centres
A, B C et de rayons respectivement egaux aux cOtés opposés -
a, b et c. o

On peut prendre pour coordonnées normalesde ce point H,

z = cos B cosC — cos A ,

y = cosC cosA — cosB ,

I

cosA cosB— cos C ;
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et comme coordonnées barycentriques

£ = tgB + tgC —tg A,

n= tgC + tgA —tgB ,

C=1tgA + tgB —tgC ;
‘ses coordonnées baryceﬁtriques absolues v(i + —FCV: 1) sont :

§=1—28y, n=1—2ya, {=1—2af; (H)
les cdordonnées absolues de H étant
E=By, 7=r1a, C=aB,

et celles du centre O du cercle circonserit

1 1 1
E=galB+v, 2= B8(v+a, C,=-2—Y(0§+B);
ces formules mettent bien en évidence (2B +By + ya =1) que

le milieu de HH; n’est autre que O.
Ajoutons que le point H; est situé sur lhyperbole équilatére

conjuguée passant par G, I, I’, 1" I” ayant pour centre le
point de Steiner:

DBt —c)E2 =0 ou N(B—y)E =0,
D=,

courbe connue de la géométrie du triangle.
La cubique et cette hyperbole équilatére sont tangentes au §
centre de gravité G; la tangente est la droite GK de jonction
de G et du point K de Lemoine.
- La tangente H, & la premiére cubique a pour équation

Zalf —v)E =0,

et passe par le point de Steiner.

La tangente en H
Zo? (P2 — %) E =0
passe par le point

E:

R]:—a

tg3A etc.,
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elle rencontre & nouveau la oourbe en un point de coordonnees
barycentriques |

E = tgA(tg?B + tg2C — tg? A) , etc. ...

Voici la distribution de quelques points remarquables  de-la
premiére cubique, d’aprés les points de concours des tangentes
et avec I'indication des arguments respectifs dans la repreésen-
tation elliptique:

1et groupe. Points de contact des tangentes & la cubique
issues de I’orthocentre H (v).

A B G @

0)1'.02 ‘0)3 O.

2me grbupe; Points de contact des tangentes issues du point
® (0). - o
G’ ‘ G/ GI/ Gll/ .

7 p o Y o
7 gte gTer gt

3me groupe. Pomts de contact des tangentes issues du point
[ S ()) |
H @I @/[ @”I

7 9 + o, P + o, v + o, .
O’ ®" " sont les projections de H, sur les cotés BC, CA, AB.

Les hauteurs de G'G"G"” sont preclsement les droites G’ @’
Gﬂ (D/l et G_I// (I)/// ’

La condition d’alignement de trois pointvs sur la cubique est:

Uy + Uy + ug = o .

LA SECONDE CUBIQUE DE LuUcAs.

9. — En coordonnées normales, ’équation de la seconde
cubique est: o |
S (cos B cos C — cos A)x(y? —3%) = 0 ; .
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mais comme les coordonnées x;, ¥, 5 du point H;, (symé- §
trique de H par rapport & O) sont précisément |

| , & = cosB cosC — cos A . etc. ...
cette équation : |
| TZxa(yr—z2) =0,

Zy Yy 2y

x y 2z
11
x Y z

montre que la seconde cubique est une cubique circonscrite 3
ABC, invariante dans la transformation isogonale, identique au
lieu de points inverses dans la transformation isogonale alignés
sur H,. | | - | ‘.
En coordonnces barycentriques, la seconde cubique a pour
équation " |

287’——"’1, 2ve — 1 2af — 1
3 7 C — 0 .
B+y  rta xtp

g 7 S

Cette cubique admet O comme centre de symétrie et point
d’inflexion. La tangente inflexionnelle en O: |

1 c0s2 B — (:052'05_/O
< sin? A I

est la droite OK joignant O et le point K de Lemoine.

Les asymptotes sont les médiatrices du triangle.

La seconde cubique passe par les points A, B, C, O, H, les
points I, T’, I” et I"” (centres des cercles ‘tritangents), le pivot
H, et son homologue H; dans la transformation 1sogonale, les
milieux A’, B’, C’ des cdtés du triangle; les. points o, B, v A
Iinfini sur les hauteurs, les points A,, B, C; diamétralement,
opposés & A, B, C sur la circonférence circonserite.
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La tangente en H & la seconde cubique, tangente dont I'équa-
tion est: | |

A

Z cos? A (cos® B — cos2 () ¢

sin? A =

passe aussi par le point K de Lemoine. .
La condition d’ahgnement de trois points d’arguments Uy, Ug

et lis étant
' ul—l—u2+u3=(),

Ies points remarquables de la cubique se classent ainsi: )

1er groupe. Quatre points dont les tangentes concourent en

Hy (0):

Jme groupe. Tangentes concourantes en H, (0):

I Ir I// IIII
v g P o
) ‘§+w1"'3 5-{-(02, —2——{—033.

3me groupe. Tangentes concourantes en O (centre de la courbe
et asymptotes): '
O “ o ‘ B Y

14

+ o,

g g e
5 3 - T 0 §+co3.

3
4we groype. Tangentes concourantes en (— ¢):
H, A B C’
4 ¢+ o, v+ o, 0+ Wy .

sme groype. Tangentes concourantes en un point HY (—-—)

qui est symétrique de H, par rapport a O:

H A, B, C,
2¢ 29 2¢ | P |
3 3 + —3f.,+ 2 - 1 o
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10: — La seconde cubique de Lucas est une solution du
probléme suivant: g

Déterminer une cubique circonscrite du type

22 y? 22
WC) = | I R my nz | =0
1 1 1

passant par le centre O du cercle circonsérit et admettant ce point
pour point d’inflexion.

La hessienne de la cubique a pour équation

my — nz mx — ly Iz —nx .
H=| me—1ly nz — lx ny —mz | = 0 ;
lz — nx ny — mz lx — my

soient (z, y, z) les coordonnées du point d’inflexion M imposé
d’une maniére générale et dans I'un ou 'autre mode de coor-
données. Pour satisfaire a ’équation (C), il suffit de poser

0 étant inconnu, En portant dans I’équation de la hessienne, |

on obtient
' 03 — 0 (x? + y® + 22) — 22yz = 0 .

[Sous la condition (2% — yz);(y2 — 22) (22— 22) 52 0 qui exclut |
les points situés sur les droites invariantes de la transformation §
- quadratique et auxquels correspondent des cubiques décompo- §
sables.] 1

En coordonnées trilinéaires normales, le centre O du cercle
circonserit a pour coordonnées ’ ‘

x = cos A , y = cosB , z2 = cosC .

Posons o
cosA -cosB-cosC = @ ;

I’équation cubique devient “alors

02— 06(1 —20) — 20 = 0 .
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A la racine 6 = 1, correspondent les expréssions suivantes:
I = cos A — cos B cos C ) etc. ...

de I, m, n; c’est-a-dire précisément la seconde cubique.

~ Pour un triangle réel, cette solution est simple (elle serait

double pour les triangles imaginaires a® 4% +c¢*=0 et la

solution simple serait 6 = — 2). u
L’équation en 0 a deux autres solutions, celles de l’equatlon

quadrathue |
640+ 20 = 0 .

Elles sont réelles, le produit‘ cos A - cos B - cos C étant toujours

inférieur & =. Si R est le rayon du cercle circonserit, OH la

distance du centre O de ce cercle a 'orthocentre H, les racines

ont pour expressmns
o_ _ R+OH
-~ 2R ’

on a effet, pour le triangle‘qﬁelcdnque:

OHZ = 9R2 — (a% + b2 + ¢?) |

p*— (2R + r)?
4 R2

cosA -cosB-cosC =

Ces deux derniéres racines sont dlstmctes sauf pour le triangle
1\ ,
équilatéral <ZD = §>.
D’ailleurs ’équation générale
02— 0(x® + y% + 22) — 22yz = 0
a pour discriminant A (notations des fonctions elliptiques)
A = 64[28 + yb + 28 — 3a2y222 + 32Xz (y? — %)% > 0.

Les résultats de substitution pour —o0, — 2, ——y, — 3, 0, X,

Y, 2 o, montrent aussi que l’equatlon en 6 a toujours ses racines
réelles.

On peut la mettre enfin sous la forme

Yz 2% oy _
6x+yz+6y+zx+‘6z—|—xy_1’

qui se préte mieux a la discussion,
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LES CONIQUES INSCRITES A NORMALES CONCOURANTES.

11. — Considérons les coniques inscrites dans le triangle de §
référence et telles que les normales aux points de contact soient.
concourantes. Il est évident que ’on se trouve dans les conditions §
du probléme qui a conduit aux deux premiéres cubiques,
puisque les droites qui joignent les sommets aux points de
contact de toute conique inscrite concourent. Le point de
Gergonne P décrit la premiére cubique, tandis que le point de
concours (Q des normales décrit la seconde. .

Soient (z, y, z) les coordonnées de Q; X, Y, Z celles de P
(coordonnées normales). Les équations qui conduisent a celles
des cubiques sont:

Y B s

y +xcosC z+axcosB ’
Z X

z+ycosA x4+ ycosC ’
X Y

x +zcosB  y +zcosA

Soient £, 7, ¢ les coordonnées barycentriques de P. La conique |
inscrite admettant ce point de Gergonne a pour équation

E /Ty /E =
A 1 A 2 =0,
\/El ™ T Gy
et les coordonnées de son centre sont:

E.*O = al (7]1 - Cl) 5 ete. s %
ou encore

/§0=i+—,, ete. ...
. T

D’ou résultent les formules inverses

1

7 = my + §— & , etc. ...
De I’équation |

nm— &
a2 t———2 =0
m+ G
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de la premiére cubique, résulte 'équation du lieu du centre de
la conique inscrite: ' ' :
a2 2 —= ”’lo + G = 0,
& -
Le lieu du centre de la conique 1nscr1te est donc une troisiéme

cubique circonscrite au triangle, dont l’equatlon est:

Dlatnt(n —¢) =
Dkl —Y+{—8 =0,
Sor—a) =0.

LES CONIQUES 'CIRCONSGBITES A NORMALES CONCOURANTES.

12. — En coordonnées normales, la condltlon d’orthogonalité
de deux droites

Z:myJ zZm’y?

issues du sommet A est

1 + mm' 4+ (m.+ m') cos A =

Une conique circonscrite d’équation

a @& e
—+—+—==0,
x Y z

est tangenté en A 2 la droite
Bz + Cy = O
ot par suite la normale en A a pour equatlon

z _ B—CcosA
y C—®BcosA’

La condltlon de concours des normales en ABC A une méme
f‘omque circonscrite est donc

B —CcosA C—AcosB. a——d?ncosC
C—®Bcos A’ (l—@cosB B — @& cos C

L’Enseignement mathém., 37me année, 1938. - 10
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Soient z, y, z les coordonnées normales du pomt Q de concours |
des normales: :

/ ® e ,
z2+ycosA ~ y+zcosA ’

| e B a |
x + z cosB z + zcosB ’

y + x cosC x-{-\yc,os_C‘.'
D’ot I’équation du lieu de Q:

* +ycosC y+zcosA  z+ zcosB —q
y+axcosC z+4+ycosA x+zcosB ~

Le lieu de Q n’est autre que la seconde cubique de Lucas.

Lorsque les normales en A, B, C & une conique circonscrite d
un triangle ABC concourent, le lzeu du point de concours est la
seconde cubique de Lucas. |

La condition entre les coefficients A, (3 et C s’obtient facile-
ment par comparaison avec I’équation de la cubique. Il suffit
de changer A, B, C, cos A, cos B, cos C respectivement en
T, Y, 3, —cos A; — cos B, — cos C. L’équation de la cubique
étant | |

Z(cos B cos C — cos A) z(y2—2z%) = 0,

la condition est donc

Z(cos B cos C + cos A) & (432 — €2) — 0 )
XsinBsinC-A(@— €2 = 0,

29-'(632_62) =0 .

a

Posons ,
L =a, M=153, N = ¢C;

’équation de la conique en coordonnées barycentriques est

_Ii 1\1 _l\i—o
B ’
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L, M, N representent Jés coordonnées barycentrlques d’un
pomt jig qu1 est le pole trilinéaire de la drmte

o e,y
R gr+ﬁ+ﬁ50v
de jonction des traces sur les cotés de ABG des tangentes aux
sommets opposés. C’est encore le point de concours des droites
joignant ABC aux poles des cotés opposés.
La condition du concours des normales en ABC & la conique

L M N ‘ .
—_— — — =0 _
ET Ty T T

devient

- ZALML—M) =0 ;-

sous cette forme, elle exprime que le point 11 décrit la troisieme
cubique de Lucas.
Les coordonnées barycentriques du centre .de la conique

%+M+%=6,
sont: ‘

E=LM+ N—L)

n=MN+L-—M),

{=N(L+M—-N) ;

d’ou résultent:

b+ C—8) _ nll+E—m _ LE+n—0 _
L ' M o N S
=(n+§—-€)(§+£—-n)(i+n—§)

(est-a-dire que si le centre 40 de la conlque est donné, il
zuffit de prendre pour coefficients

SL = Gl G—E)
M No (Co + ‘E,o;‘ No) »
N = Col€o + no— G

I

Ces formules établissent done une transformatmn quadra‘mque
entre le point II (L, M, N) et le centre de la conique circonserite.
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Cette transformation est réciproque et laisse invariante I’équa-
tion de la troisiéme cubique de Liuicas, qui étant le lieu de II, est
ausst le lieu du centre de la conique circonscrite. Le lieu du pied
de la quatriéme normale issue du point de concours Q comprend
les cotés, le cercle circonscrit du triangle ABC et une courbe

du septiéme degrél.
LA TROISIEME CUBIQUE.

13. — La cubique Z,—f;(y2 —2%) =0,

S| =

RIm 8 am=
Ll @ o=

S

est une cubique invariante dans la transformation isogonale,
lieu de points homologues constamment alignés avec le centre

de gravité G.
La condition de trois points étant

Uy + Uy + ug = ¢,
voici quelques points de la courbe:

1er groupe.: Points ou la tangente passe par le point de Lemome
K (¢)

2me groype: Points ou la tangente passe par G:
I II . Ill III/
Cp

¢ ' v ‘ 1%
E E—l—&)l §+(02 §'+CO3.

1 . DARBOUX, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2™° série, 1866, 1. V, p. 95
et 1867; t. VI, p. 510-515 (question 752). Voir aussi 1865, IV, p. 420.

A. HAARBLEICHER, De U’emploi des droites isotropes comme axes de coordonnées, Paris,.
Gauthier-Villars, éditeur, 1931, une brochure de” 79 pages (la courhe du 7me degré
est construite et ¢tudiée aux pages 61 et suivantes).
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3me groupe: Points ou la tangente passe par O:

A’ B’ ¢ K

0 + Y + ©, ¢ + ©; v .

%

4me groype: Les milieux des hauteurs (— ¢ + oy, — ¢+ 05,
— v+ wg) et le centre du cercle circonscrit O (— ¢); les tan-
gentes rencontrent en ces points la cubique au point (3¢).

Les cubiques 1 et 111 sont homothétiques par rapport au centre

de gravité G dans le rapport — —;— C’est ce qui résulte de ce que
dans cette homothétie les 9 points
| A B G H G G’ G” G" H,
de la premiére 6ubique deviennent respectivement 9 points
A B ¢ O G A B C H |

de la troisiéme. D’ailleurs les formules de correspondance
entre les coordonnées de deux points homologues de cette

homothétie ,
E=9+¢—-¥&,

=U+E—,
(=& 49—,

j font bien correspondre & la premiére cubique Xaf (9% — {2) =0,
M 1 troisiéme Zaf'(n' —T')(n' 4T —E') = 0.

La troisiéme cubique attachée au itriangle G’ G"G" est iden-
tiqgue @ la premiére cubique du triangle ABC. :

La troisitme cubique- du triangle G’'G”G” doit, en effet,
passer par G’ G"G” GABC, le centre H du cercle circonscrit a
G'G"G" et son orthocentre H,.

SUR CERTAINES CONIQUES A AXES PARALLELES.

14. — Condition de parallélisme des axes Dune comqhe circons-
crite et d’une conique inscrite.

Supposons que la conique circonscrite d’équation
=0

R

=
;

SIS

n
T
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et la conique inscrite d’équation
- VLE+ /My + VN =0,

L2E2  M272 4+ N2¢2 — 2LME&y — 2MN 4¢ — 2NLLE =0,
aient leurs axes paralléles. Ecrivons que, dans le faisceau ponctuel |
que ces coniques définissent, se trouve un cercle:

L2E2 + M2y? + N2¢2 — 2LMEy — 2MN 7% — 2NLZE +

+ A(Ing + mTE + n&y) = 2SD («f2 + Py 4+ y§2) +

+ @&+ 07+ PE+ Qy+ RY ;

o = cotg A , B = cotgB , vy = cotgC ;
I’élimination des coefficients indéterminés 7\ D, P Q et R con-'
duit a la condition:

I M+ N2 g
m (N+L2 8 |=0,
n (L + M)2 c?

Soient &;7,¢, les coordonnées barycentriques du centre C,
de la conique circonscrite; £,m,%, celles du centre C, de la
conique inscrite. |

Les relations générales

E,=Ilm+n—1),  ete &, = M + N,
l=g1.(")1+§1—&1),'etc; L=9+86G—E&,
(a des facteurs prés) permettent de mettre la condition ci- dessus
sous la forme suivante: '
Exlm + G — E.«l) &Z a
G+ &—m) M b
GE+m—C) &

Le centre C; de la conique circonscrite étant donné, le cenire §
de la conique inscrite Gy a pour liew une comque conjuguée au §
triangle.
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Le ‘centre Cy de la conique inscrite étant donné, le -centre de
la conique circonscrite C; a pour lieu une contque. La comque
circonscrite engendre alors un faisceau ponctuel. ‘

Les points C1 et C, coincident lorsque leur lieu est la. courbe

‘_Ez g a |
7 q =0,
-
cZa?qln — §) =

ce qui exprime la propriété suivante:

Le lzeu des centres des coniques concentrigues, Tune inscrite
et Pautre circonscrite, admettant les memes axes de syméirie
est la troisiéme cubique de Lucas.

15. — Condition de parallélisme des axes d’une conique circons-
crite et d’'une conique con]uguee — Smt la conique conjugée
d’équation

52 7]2 C2
v + - + o 0 )
& Mo %o

€070 o sont lescoordonnées de son centre Cy. La condition est:

l & (n0 + o) | a? o
o N0 (G + &o) b | =0
n Co (&0 + 7o) c?

ou encore en introduisant les coordonnées &;, 1;, &; du centre G,
de la conique circonscrite:

Eilm + G — &) oMo + G ~ a? :
(G + & — M) No (Go + &o) | b2 |= 0 .
G (gl + '7]1 - C1) %o (Eo + 7o) ¢2

- Lorsque le centre C, de la comque czrcanscmte est meose le
lwu du centre Cy de la conique. conjuguée est une conique Circons-
crite. La conique conjuguée appartient & un faisceau ponctuel.

Lorsque le centre G,y de la conique conjuguée est imposé, le liew
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de G, est une conigue. La conique circonscrite appartient &
un faisceau ponctuel. o

Lorsque C; et C, sont confondus la condltlon est 1 meéme
que pour le cas d’une conique inscrite et d’une conique circons-
crite coaxiale. ,

Le lieu des centres communs des coniques, 'une circonscrite,
Uautre conjuguée, coaxiales est encore la troisiéme cubzque de'
Lucas.

16. — Condition de parallélisme des axes d’une conique inscrite
et d’une conique conjuguée. — Soient Cg (&g, N, o) €t Co (N2, Mg,y Ca)
les centres respectifs de la conique conjuguée et de la conique.
Inscrite associées. ‘

La condition de parallélisme de leurs axes est

2

E— Eo('r]o e CO) a
"7: Yo (Co = Eo) b2 = 0 .
Cg Co(Eo + 7o) ¢

Quand C, est donné, le lieu de C, est une conique conjuguée.

Quand C, est donné, le lieu de C, est une conique circonscrite
et la conique conjuguée (Cy) appartient @ un faisceau ponctuel.

Le liew de Cy et Cy, lorsque ces points sont confondus, cest-
a-dire dans le cas des coniques conceniriques et coaxiales, est
encore la troisiéme cubique de Lucas.

En résumé, les trois théorémes obtenus mettent en évidence
une nouvelle propriété des points de la troisiéme cubique §
de Lucas, propriété qui leur est propre d’ailleurs:

Tout point de la troisiéme cubique de Lucas est centre d’une
conique -inscrite, d’une conique circonscrite et d’'une conique
conjuguée au triangle ayant toutes trois les mémes axes.

Ces axes sont alors les axes principaux et centraux d’inertie §
d’un systéme de trois masses ponctuelles (&y, 7o, Go) disposées §
aux sommets du trwngle de référence*.

. 1 Cf.: Sur I’équivalence en géométrle des masses. LFnsezgnement mathématzque,
t. XXX, 1931, p. 85. ; \
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Les resultats precedents introduisent des triangles G, Cy, Co,
dont les sommets sont les centres de coniques conjuguée,
circonscrite, inscrite & axes paralléles. Ces triangles dépendent
de quatre paramétres arbitraires, par rapport au triangle fonda-
mental. Lorsque I'un des sommets est imposé, les deux autres
ont pour lieux des coniques Leur etude ne me paralt pas avoir
été faite. ~

INTERSECTION DES CUBIQUES.

17. — Les 9 points 'd’intersection des cubiques II et III sont
A B ¢ O H 1 T 17 I".

Les cubiques I et IIT se touchent en Gj; les 7 autres points
d’intersection sont: ABC H et les points & l'infini des trois
hauteurs. | A |

Les cubiques I et II ont en commun

A B”C1H~H1;

I'équation de la premiére cubique

R
AN

conduit 4 poser

En suppesant que &, 1, ¢ soient racines de l’éqﬁation cubique
RSB +QE—P=0,
Pidentité Za@ =1 donne tout d’abord :

QS—3P . 8,

2 s> L J—

leL“_‘ P _‘__P“—_-i’
Les indéterminées A et p. vérifient en outre la condltlon

provenant de I’équation de la seconde CubquP | |

[T
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- En y substituant les expressions ci-dessus prises pour «, 3, v

cette seconde condition devient, apres suppressmn d’un facteur
A supposé.non nul o 3
QS

2(0P — 8t = 8- P[1 + 22 (1__._)]._ |

L’ehmmatlon de la variable &’ homogenelte entre les deux
conditions qui lient @ & A donne

U2 4 AuS(QS — 3P) + >\2P(2P—-QS) -0,

c’est-a-dire par decomposfomn

(p.S—PK) [uS~+ (QS — 2P) l] = 0.
- A la solution
P 8
w o
correspond
«=ES+g=E+AEFY e,
done: | | -
afn+ 8 =BE+& =vE+m ;

c’est le point H, de coordonnées absolues & = 1 — 2fy, ete.

18. — A la solution

A - o
S 2P — QS
correspond R
5=Sé+w¥§2—(2+nc+§2)—W—C(W-I—C)
P & g .7
s = (E+n)(€+§)(€——n-—§)

| si les coordonnéeszsorl_t absolues posons:‘
aE(l—8) _ fni—v) _ y4U—Y _ 1pz
128  1—2yg = 1—2¢ " 2
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z étant une inconnue auxiliaire, aveéc:
D’ou
«g —af — o pz(28 — 1) =0

et par suite:

L’inconnie z est donc racine de I’équation
0=1 —i—:z -+ Es'\/i‘—{— Bz'ﬁz;z ,
provenant de la condition

" E+qn+C=1.

Péquation du quatriéme degré suivante:

2p%(p — s)z* + p*(p> — 2ps — .1)23 +

cubiques I et II.

«+B+y=s Zoch’l aBy =7p.

98 =1+ pys + VI F BTT L ele

- 3
—{—p(s——2p)z2+<ps +Z)Z+1 = 0.

147

L’ehmmatlon des radicaux condult a une équation admettant
ja racine triple z = 0 et quatre autres racines, solutions de

C’est de eette équation du quatriéme degre que dépendent
ies quatre pomts autres que AB C H Hl, d’mtersec’mons des
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