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20 H. LEBESGUE
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Le fait que le premier membre des formules (20) est, pour M
fixe sur C, le. méme pour tous les cercles focaux d’une méme série
est la généralisation a deux tels cercles de la propriété classique :
la tangente bissecte les rayons vecteurs.

10. — AUTRES METHODES.
CERCLES FOCAUX DES OVALES DE DESCARTES.

Ces exemples suffiront & montrer les exercices de généralisa-
tion que I’on peut envisager; bien que nos énoncés ne constituent
pas les seules généralisations possibles, les cas o ’on obtiendrait
des résultats élégants et assez simples. pour étre utiles & de
jeunes éleves paraissent peu nombreux. Il faut noter d’ailleurs
que l’exposé actuel se préte mal a la généralisation des pro-
priétés les plus élémentaires des coniques lesquelles résultent,
non de la définition que nous avons généralisée par la for-
mule (7), mais de celle-ci: une conique est le lieu du centre M
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d’un cercle I qui passe par un point fixe et est tangent a un
cercle fixe. Essayons de généraliser cette définition.

Nous attacherons tout naturellement & chaque point M un
cercle I de centre M et orthogonal & v. Alors (7) montre que N
coupe la droite directrice d sous un angle constant, réel ou non,
et (1) montre ensuite que I coupe aussi sous un angle constant
V chaque cercle du faisceau v, d. ‘En recherchant les cercles du
faisceau pour lesquels cos V = + 1, on aura deux cercles, réels
Jou imaginaires, enveloppes des cercles M et dont les centres
sont les foyers, réels ou imaginaires, de la méme série de cercles
focaux que vy. - .

On apercoit dans ces considérations une méthode connue pour
| ’6tude des cercles focaux, basée elle aussi sur les propriétés
| des systémes de cercles, et qui généraliserait I'un des procédés
| classiques pour passer des définitions de de La Hire & la défi-
I nition des coniques par foyer et directrice. Elle consiste essen-
tiellement en ceci: ayant un premier cercle focal y (par exemple
l un foyer ou le cercle principal), de chaque point M défini par (7)
| comme centre, on trace la circonférence I, obtenue en augmen-
tant (ou diminuant) d’une quantité constante le rayon de la
| circonférence concentrique JIL orthogonale & vy. Alors les I,
coupent toutes les circonférences d’un faisceau sous des angles

bid
| V, constants; une d’entre elles donne V, = R ¢’est un cercle

focal, la droite directrice correspondante est I’axe radical du
faisceau. . |

Il est clair que ce procédé, ou tout autre, préesente autant
d’intérét que celui exposé. Je me contente de rappeler celui qui
résulte du raisonnement de Dandelin pour les cercles ayant
leurs centres sur I’axe focal et, pour I'autre série de cercles
| focaux d’une ellipse, celui qui consiste & regarder cette ellipse
comme la projection d’une section plane d’une sphére.

Ce dernier procédé peut se généraliser & une conique quelconque
et & n'importe laquelle des séries de cercles focaux; seulement,
I si I'on veut rester élémentaire, cela entraine & des longueurs et
§2 des artifices qui enlévent tout intérét & la méthode; mais son
i véritable avantage est qu’il s’applique aussi aux ovales de
§ Descartes. C’est pour ce cas seulement que je vais I'indiquer et
fen faisant franchement appel a la théorie des quadriques.
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Considérons deux quadriques de révolution Q,, Q, a axes
paralleles, disons verticaux. Toute quadrique Q passant par
leur intersection est une quadrique de révolution a axe vertical;
tous les axes sont dans un méme plan. Il faut noter pourtant
que la quadrique Q, dont I’axe est la droite de I'infini du plan
des axes n’est pas vraiment de révolution: Q, est le cylindre
parabolique projetant 'intersection sur le plan des axes.

Dans les quadriques Q il y a, en général, quatre cones dont
I'un se réduit au cylindre Q,. J’écarte le cas ou Q,, Q, seraient
homothétiques, cas qui conduirait & 1’étude des coniques et non
des ovales; il y a alors trois cones en plus de Q,. Soient S,
S,, Sg leurs sommets; F,;, F,, F; les projections de ces sommets
sur le plan horizontal de projection; k,, h,, hy les cotes de ces
sommets au dessus du plan horizontal; 6;, 0,, 0, les demi-
angles aux sommets des cones.

S1 M est un point du plan horizontal, les cotes des points des
trois cones qui se projettent en M sont : |

h, + MF, tg0, , hy, + MF,tg0, , h, + MF, tg0, .

D’ou, pour définir la projection de I'intersection, 'une quel-
conque des trois relations:

hy + MF; tg 0, = hy, = MF, tg0, = h, - MF, tg0, . (21)

Done la projection envisagée est un ovale de Descartes de
foyers, réels ou imaginaires, F;, F,, F;. Bien entendu tout
ovale peut inversement étre considéré comme une telle pro-
jection, d’ou lexistence du troisiéme foyer de I’ovale. Mais on
peut aller plus loin: soient H; et H, les cotes des plans des
centres de deux, Q; et Q,, de nos quadriques, soient v, et v,
leurs contours apparents en projection horizontale. (J,, par
exemple, sera définie par une relation de la forme

(s —Hy)?* = KTM, v,

ou M est la projection d’un point et z sa cote. La projection
de l'intersection de Q, et Q, est donc définie par la relation:

H, + VK, ZM, v) = H, + VE,ZM, v,) ; (22)

généralisation exacte des relations (21).
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Les cercles vq, Y2 jouent donc le role des foyers; ce sont les
cercles focaux de Iovale. Et, puisque la projection d'une courbe
tracée sur une quadrique est tangente au contour apparent en
projection aux poihts ot elle le rencontre, ces cercles focaux
sont ceux des cercles bitangents & I'ovale dont les centres sont
sur 'axe de symétrie FF,F; de la courbe. o

I’étude des ovales est donc & recommander aux aspirants
professeurs; en particulier, les définitions des coniques, & I'aide
de deux foyers oud’un foyer et d’une directrice, leur apparaitront
alors comme deux cas particuliers de la définition d’un ovale
par la relation (22).

SUR LA THEORIE DE L’ORDRE DES FIGURES
‘ REELLES
ET LES TRAVAUX DE M. HAUPT

PAR

M. Linsman (Liége).

1. — Dans un trés intéressant article « Sur la géométrie finie
et les travaux de M. C. Juel» [51]', M. MonNTEL a donné un
exposé d’ensemble des travaux de ce géomeétre et des recherches
qu’ils ont suscitées chez d’autres auteurs. ,

Sans vouloir fixer des limites bien nettes & la géométrie finie,
nous pouvons dire qu’eile considére ordinairement ce que JUEL
a appelé des figures élémentaires. Celles-ci sont toujours réelles,
mais elles atteignent & un grand degré de généralite. |

‘La notion capitale intervenant dans leur définition et dans
" leur étude est la notion d’ordre.

Considérons un ensemble ponctuel E plan (ou spatial), et
supposons qu’il posséde un nombre borné de points sur toute

;. Ifes nombres en caractéres gras renvoient ala bibliographie placée & la fin de cet
article. ' ;
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