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18 : H. LEBESGUE

Le cercle de diamétre MT considéré au § 4 se réduit pour le cas
de 'asymptote, M étant & l'infini, & la perpendiculaire en T
& OT. Comme ce cercle est orthogonal & I', cette perpendiculaire

est QT. (Si 'on remarque que les pieds des normales abaissées

de Q sur Phyperbole sont les points de rencontre de cette hyper-
bole et de D, on reconnait 14 une propriété connue que nous
démontrons incidemment.)

L’axe radical A de I' et Ty étant équidistant des droites direc-
trices D et Ox coupe Pasymptote au miliea A, de OT. Donc les
symétriques S et S’ de s et s’ par rapport & A, sont sur I' et
nous avons cet énonceé, da & M. H. Mirabel (loc. cit.) : les cercles
focauz d’une hyperbole ayant leurs centres sur Uaxe non focal
découpent sur les asymplotes des segments de longueur 2a.

Le cercle I' appartient au faisceau défini par H et par le
cercle v réduit au point F; H et F sont les deux cercles points
de ce faisceau, donc sont deux points inverses par rapport a I'
et le rayon R de celui-ci est donné par:

9 (—);‘2_&2 -2

R: — OH.0OF — 0F°. 9% _

Ainsi, les cercles focaux considérés sont vus du foyer sous un
angle constant, égal au supplément de Vangle des asymptotes.
Cette seconde forme, qui découle tout de suite des formules (19),
permettrait d’obtenir autrement 1’énoncé de M. Mirabel.

9. — PROPRIETES DIVERSES.

I1 est clair que des énoncés comme ceux du numéro précédent
permettent de construire des problémes intéressants; on a vu
aussl quen étudiant les cercles focaux on rencontrait de nou-
velles démonstrations des propriétés classiques. Il resterait a
indiquer des généralisations des propriétés des foyers aux
cercles focaux assez simples pour qu’elles puissent servir & mieux
faire comprendre ces propriétés et leurs démonstrations; il me
semble .que, si 'on veut rester vraiment élémentaire, le choix
est bien plus limité.

T In————n




LES CERCLES FOCAUX DES CONIQUES 19

Naturellement, de la propriété exprimée par (7), résultent les
généralisations de la formule + MF + MF’ = 2a, a deux ou
plus de deux cercles focaux de la méme série; ]e n mmste pas
et je passe aux propriétés angulaires.

Soit une droite A coupant la conique C en M et M’ et en K
Ja droite directrice d associée au cercle vy de centre w. Le cercle
auxiliaire Z du § 3 qui passe par M et M’, appartenant au fais-
ceau K, v, admet pour polaire de K la polaire de K parrapport
A v, ¢’est-a-dire la perpendiculaire & oK au point % inverse de K
par rapport & y. Cette perpendiculaire EP coupant MM’ au point
conjugué harmonique de K, la droite okK est 'une des bissectrices
de Dangle des droites kM, kM’ jotgnant aux points M et M “ou la
droite A coupe C, Vinverse k par rapport & v du point K ou A
coupe la droite directrice d.

Par K, faisons passer une autre sécante A coupant C en m et m’,
kP passera aussi par le conjugué harmonique de K par rapport
a m et m’; donc kP contient le point de rencontre de mm’ et
de MM'. Soit P ce point. Faisons tendre maintenant A vers A:

St MM’ coupe la droite directrice d de v en K, el st k est l'in-
verse de K par rapport a v, les deux bissectrices de I'angle MkM'
sont la droite okK et la droite kP, P étant le pomt de renconire des
tangentes & C en M et M.

- C’est une généralisation du premier théoreme de Poncelet.
Si, au contraire, nous avions fait varier A de facon que M reste
fixe et que M’ tende vers M, nous aurions obtenu une nouvelle
démonstration de I'existence de la tangente en M et prouvé que
cette tangente MT est telle que, du point t inverse par rapport a v

du point T de cetie tangente située sur d, on vote MT sous un a,ncrle
drotit.

En d’autres termes, T est le pdle par rapport & ~ de la droite pM
joignant M au pdle p de d par rapport @ v ; ¢’est une autre forme
de la propriété déja obtenue pour la tangente.

On construira donec MT en prenant le point T ou la polaire

de M par rapport & vy coupe d. Le pied m de cette polaire sur
oM est tel que:

: . ‘ //\
Mm - Mo = 2M, v) et Mm = MT cos TMo ,
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d’ou, puisque

S —
COos @ k COS ¢

/N
Mo - cos TMw
\/m’ Y)l

= 4/[k]| coso .

Si M est extérieur & v, k£ > 0, \/ﬂ"l(wa’ Y) est le cosinus du

demi-angle sous lequel de M on voit y; soit cos a (M, ).
Si M est intérieur & v, k < 0, \/*;i(ul:{ vl

du démi-angle sous lequel de w on voit la corde de y dont M
est le milieu; soit tg 8 (M, v). On a done:

est la tangente

N
k>0, Cozoi&h{my) = vk cosg ,
COSrP/NI\:\Z) —
“\IC<O, W):’\/hkCOSCP'

Le fait que le premier membre des formules (20) est, pour M
fixe sur C, le. méme pour tous les cercles focaux d’une méme série
est la généralisation a deux tels cercles de la propriété classique :
la tangente bissecte les rayons vecteurs.

10. — AUTRES METHODES.
CERCLES FOCAUX DES OVALES DE DESCARTES.

Ces exemples suffiront & montrer les exercices de généralisa-
tion que I’on peut envisager; bien que nos énoncés ne constituent
pas les seules généralisations possibles, les cas o ’on obtiendrait
des résultats élégants et assez simples. pour étre utiles & de
jeunes éleves paraissent peu nombreux. Il faut noter d’ailleurs
que l’exposé actuel se préte mal a la généralisation des pro-
priétés les plus élémentaires des coniques lesquelles résultent,
non de la définition que nous avons généralisée par la for-
mule (7), mais de celle-ci: une conique est le lieu du centre M
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