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i Le moment de cette résultante, par rapport & A, a pour
k. valeur
3 _ (AB | AG

(p"l'Q)'AN——-— (KP——I-A—Q'>AN ;

Nous venons de voir que ce produit est 2AM, ¢’est-a-dire la
mesure de la diagonale du parallélogramme construit sur AB
et AC. | :

Le vecteur-moment de p est dans le plan APQ et perpendicu-
laire & AP, dans un sens convenable; le vecteur-moment de ¢
est dans le plan APQ et perpendiculaire & AQ, dans le sens
voulu; enfin le vecteur-moment de la résultante est dans le
plan APQ et perpendiculaire de méme a AN. Et ces vecteurs-
moments ont pour valeurs respectivement AB, AG et 2AM.
Par conséquent, nous aurons ces trois vecteurs-moments en
| faisant tourner le parallélogramme construit sur AB et AG, dans
son plan, de =/2, dans le sens convenable.
Le moment de la résultante est donc bien la somme géomeé-
rique des moments des deux composantes.

PROBLEMES SUR LES TRIANGLES INSCRITS
DANS UN TRIANGLE DONNE

PAR

Ervin FErpueim (Budapest).

1. — Considérons, pour comimencer, un triangle arbitraire
Ay B, Gy et prenons les points A, B;, G, respectivement sur
les cdtés By Co, Co Ay, Ay B,. Construisons le triangle A’ B’ ¢/
.c,irconserit autour de A,B,C,, et tel que les cotes respectifs
soient paralléles & ceux de Ay B, C,. Introduisons pour les aires
des triangles précédents les notations suivantes:

AgBoCo =1 AB,Ci=1, AB'C=17.
L’Enseignement mafthém.,‘37me année, 1938. | — - 22
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Nous allons montrer qu’entre les aires des trois triangles
construits d’aprés ce qui précéde, il y a la relation

t, =11 . . (1)

En effet, joignons les trois couples de points A; A’, B; B’,
C, C'. Les triangles A;B;C, et A’ B’ C’ sont semblables; si
le rapport de similitude est k, et m,; la distance des cotés A, G,
et A’C’, on a

aire du trapéze AyA’C/Cy = < my (A,Cy + A’ C)

— (k+ 1) - —;—ml . A,Cy= (k + 1) - aire de A;ByC, .

En faisant la somme des aires des trois trapezes A; A’ €' (y,
C, C’'B'B, et B; B’ A" A, ainsi exprimées, il vient

UV —t=(k+1) [t—1).
- Mais t' = k?¢;, done

(2—1)t; = (k+ 1) (tp— 1) ,

et ainsi ¢, = kt;. Il en résulte bien la relation & =t ¢'.

On peut se poser alors la question, comment construire le
triangle A, B, C,, inscrit dans A; B; G; de telle fagon que ses
cOtés respectifs soient paralléles & ceux de A,B,C, ? Pour
répondre a cette question, nous démontrons que:

Les droites A; A’, B, B" et C; C’ se coupent en un point commun
P de leur plan. Les segments A P, B,P et C,P coupent les cotés
B, C;, C; A, et A, B, respectivement en A,, B, et C,, tels que

A, B, Gy sera le triangle cherché.

r 4 4 4 ’ 4 ’ ¥
Désignons par o, o; B, B,; v,, Y, les angles marqués sur

- la figure 1. On a

ml . 2 * A1B0C1 . ’ _ 2 M A1C0B1
sin o, = AB,  AA"’

sin OCISAIA,—AICI ] AIAI:

sin . AB, AByG
sin o A:1G A1CoB1} ’

’
2
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¥ ou par exemple A; By Gy signifie ici I'aire de ce triangle. De la
¥ méme facon, |

sin Bl _ B,C;y A Go B, ét sin Yy _ Gy A, B; A Gy

sin (3; — AB, B;AC, sin Y; B,C; ABoGy ™

| | Fig. 1.
i de sorte que

S . ' PN . ’
sin o -smﬁl-smylz1

’
1
G
Sin o
2

. sin B; - sin Y;

Cette identité, n’étant qu'une autre forme de la relation bien
connue de Ceva, prouve que A’ A;, B’ B; et ¢ C, passent par
un _point commun. P.

Alors, B; C; et B'C’ étant paralléles, nous aurons

'PA, PC, PB,
PA, PC'~ PB,’

. ce qui suffit pour voir que A, B, est bien paralléle & Ay B,. .
Remarquons. que les cotés de A, B, Gy sont coupés par P A,,
P B,, P C, en des points Ag, By, Cs tels que le triangle A; B; Cq
insérit dans ‘A, B, C, a ses cOtés paralleles & ceux de A4 B, Cy,
L et ainsi de suite. | |
11 est tres facile de calculer les cdtés a,, b,, ¢, du triangle
£ A,B,C,, en fonction des données relatives aux triangles
Ay B, C, et A; B, C, qui sont arbitraires. Or, on a




AN BT
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Mais, par exemple

an \® ¢ V a tn— £
( n > _ n ’ done n __ln 1 _ _n
an—2 tn-2 an-2 tn—2 tn-1

?

¢’est-a-dire

an =— ——1- - An—-2 ou an=zl‘ © an-2 .

Il en résulte finalement que

tl n n
a?,n = <E-0—> . ao ’ a2n+1 = (a) ® al . (n = 0, 1., 2, .. .) (2)

Remarquons encore que

21

In =1y - (——)n (n =.0,.1, 2, ...) (3)

2

et 'on peut aussi écrire, pour tout n,

t n
= (@)
a désignant @y ou a; selon que n est pair ou impair.

IT. — Nous allons généraliser le premier résultat de la facon
suivante: Prenons deux triangles arbitraires A B C et A’ B’ C
dans le plan et construisons les deux triangles D E F et D’ E’ F’
circonscrits respectivement & AB C et A’ B’ C, et tels que les
cotés de D E F soient paralléles aux cotés respectifs de A’ B’ (¥,
et ceux de D' E’F’ soient paralléles aux cotés respectifs de
A B C. Si nous désignons par ¢, ¢', T et T’ les aires des triangles
ABC, A’B’C', DEF et D' E’' F’, nous aurons cet énoncé:

Entre les aires des triangles ABC, A’B'C', DEFet D' E’' F’
construits de la facon indiquée, il y a la relation

t_T

t T °
Désignons par «, B, v, resp. «’, ', v’ les angles des triangles
~ ABCet A’B’(/, et par ¢ I’angle formé par A’ B’ et E’ F’. On
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. /\ : . . . <, .
F- aura alors BCD = o. 11 est trés facile & établir que

__AC -sin(y+¢) , AB -sin (¢ —B + ¢)
EF —  sinp T sin v’

BIF = A'B’ - sin (v + @) A'C/ - sin (¢f — B + ¢) .

+

sin vy sin 3

Fig. 2.

Si I’on fait observer que

A A’B’ sin B’ = A’CG’ sin v’
et
' AB . sin p=AGC - sin y
~on trouve que

EF _ ABsinp _ t B'C

E'F’~ A'C’'siny’ ¢ BC
c’est-a-dire
it _ _BC-EF

IO B | (%)

- D’autre part, la similitude des triangles AB C, D' E' F’ et
A’B'C, DEF entraine que

o Bc>2 Y (BICN\2
v =) 7= (%)

g donc

<‘BC-EF- 2 T
\B'C-E'F) 7T )
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ce qui donne bien, en tenant compte de (4), I’égalité & démontrer

tT" =¢T.

laquelle comprend le premier résultat.

ITI. — Nous dirons encore quelques mots sur la générali-
sation des problémes précédents & des polygones. Rappelons,
pour le cas du quadrilatére, la position du probléme. Considé-
rons le quadrilatére A, B, C, D,, et inscrivons dans celui-ci un
autre quadrilatére A, B, C; D,, de telle fagon que ses sommets
solent respectivement sur les cdtés Cy Dy, Dy A, Ay By, By Co.
Menons ensuite des paralleles A’B’, B’ C’, ¢’ D’, D" A’ aux
cotés de A, B, G, D,, passant par les sommets de A, B, C, D,.
On peut se proposer de chercher la relation qui existe entre
les aires de.ces trois quadrilatéres. En répétant une démons-

. tration précédente, on verra que si les quadrilatéres A;B,C, D,

et A’B’C’D’ sont semblables, la relation ¢ = ¢ ' subsiste
encore pour ce cas. On verra aussi que: A" A;, B'B,, C' (,,
D’ D; passeront par un point commun P. C’est ainsi dans le
cas des polygones réguliers.

Donnons ici explicitement le calcul des aires pour le cas ou
les trois quadrilateres sont des parallélogrammes. Posons

AeBy=a,, BoCy =0y, ByAgDy= o,

’ ' A
ABy=ga,, B,G =5, BjAD, =0y

AN
B,A;Dy=¢

A'B"'=a", BC=1V.
Il est trés facile de montrer que
2‘00 bo SiIl ao — (a’ bl + a]_ b’) Sin. al N

En élevant au carré, il vient

72_ ry o N2 qin? ’
bt = (a' b, — a b') sin o« + &t i,



d’ou finalement

PROBLEMES SUR LES TRIANGLES INSCRITS 335

~ On voit donc qu’on n’a le theoreme exprimé par lldentlte

’

£ = t; ¢ que dans le cas ou @ _ Y% . g similitude de A’B'CG'D
o @y b1

et A;B,;C; D, est non seulement ane condition suffisante mais

aussi une condztwn nécessaire pour que le premier énoncé Ssoit
vérifié pour des parallélogrammes.

Ao

Fig. 3. -

‘Nous allons démontrer maintenant que la condition précédente
pour la validiié de cet énoncé nest satisfaite dans le cas de paral-
lélogrammes que si ces derniers sont des carres.

Calculons, en eﬁet les cotes du parallélogramme A’ B"C’ D'.
Il vient

o = a, + 2b; sin (a, + o) SiI.l (0t — atg + @) ,
S o SIN 04y
Y = b1 4+ 2a4 sin Q sin (OCO—- cp) ,
sin o, sin oy
La relation « b, = a, b’ entraine alors, en identifiant aux

deux membres les facteurs de sin ¢ et cos cp, que Pon doit
avoir

: . ’ . 2 2
‘ b1 sin & sin (o, — o) = 0’, b, cos (20:1‘ —oa)=-—a cosa,

2’ 2.
b sin (2¢, — o ) = @_ sin «
17 1 0 1 1

a,=1by, og=0o = 90° , - C.Q.F.D.
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